Théoremes sur les INTégrales généralisées

1 Limites de Suites-InTéGRrales
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On s’intéresse ici a la problématique suivante
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Contre-Exemple :

Théoréeme de convergence dominée de Lebesgue :

Soit (f,) nen une suite de fonctions continues par morceauxsur I f,:IcR—RouC.
 Lasuite (f;) converge simplement sur I vers une fonction f continue par morceaux sur I.
e Hypothese de domination : 1l existe ¢ intégrable sur I telle que:
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Alors les f;, et f sont intégrables sur I et  lim f I = f lim f, = f f
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Théoréeme 2 sur un segment :
Soit (f) nen une suite de fonctions continues sur [ a,b| convergeant uniformément sur [a,b| vers f,
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Alors lim f fn =/ lim f, Zf f
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Remarque : Ici la continuité est nécessaire car elle entraine celle de f, par convergence uniforme, amenant donc

l'intégrabilité de f, parce qu'on est sur un segment [a,b] .

2 InTéGgrales A PARAMETRE

Dans cette section on pose pour x € J, avec I, ] intervalles et f a valeurs dans R ou C.

F(x) :ff(x, r)de
I

On s'intéresse ici a la « régularité » de ces fonctions-intégrales, c’est-a-dire existence, limite, continuité, dérivabi-
lité, mais aussi recherche d’équivalent, de développement en série, . ...

Exemples :
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Fonction Gamma Transformée de Fourier d’'une Gaussienne Transformée de Laplace de sinc

Exemples ne rentrant pas (a priori) dans cette catégorie :
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Théoreme de Continuité :
On pose F(x) = | f(x,t)dt avec [, ] intervalles de R et f a valeurs dans R ou C.
I

e Vxe] t— f(x,t)continue par morceaux sur /.
e Vtel x— f(x,t) continuesur J.
* Hypothése de domination sur tout segment [a,b] <] llexiste ¢ intégrablesur I tq:

vxe[ab] cJ Vtel, £, 0] < o

Alors F est continue et définie sur ] et en particulier pour tout x € J, t — f(x, t) intégrable sur I.

Remarques
* Lintégrabilité de t — f(x, t) sur I n’est pas nécessaire a vérifier, puisque découle de la domination.
* On peut remplacer 'hypothése de domination sur tout segment, par la domination sur J tout entier, mais
cela se révele moins pratique a I'usage car il est plus aisé de majorer x sur un segment [ a,b] .
* On peut aussi remplacer la vérification des deux premieres hypotheses par '’hypothése (plus forte mais plus
rapide...) (x,t) — g(x,t) est continue sur J x I.

* Lethéoréme amene en particulier par continuité: Vae J )lcln}l f flx,ndt = f )lcm}l fl,ndt = f fla,t)dt
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Théoréeme de Dérivabilité (sous le signe somme) :
On pose F(x) = f f(x, H)dt avec I, ] intervalles de R et f a valeurs dans R ou C.

I

e VYxe] t— f(x,t) intégrablesur I.

e Vxe] t— g (x, t) continue par morceaux sur 1.

e Vtel x— f(x,t) estdeclasse C! sur J

* Hypothése de domination sur tout segment [a,b| c J llexiste ¢ intégrablesur I telle que :
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Alors F estde classe C surJetVxeJ, F'(x)=—(x) :f—f(x, 1) dt
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Remarques
* Iciil est nécessaire de vérifier 'intégrabilité car seule celle de la « dérivée» est assurée par la domination.
* On peut remplacer, ici aussi, la domination sur tout segment de J par la domination sur J tout entier.

Théoreme de classe C" :
On pose F(x) = | f(x,t)dt avec [, ] intervalles de R et f a valeurs dans R ou C.
I
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e VxeJ,VO0<k=<n-1, t—»%(x,t) intégrable sur I.

e Vxe] t— % (x, t) continue par morceaux sur .
e Vtel x— f(x,1t)estdeclasse C" sur J
e Hypothése de domination sur tout segment [a,b| c ] 1l existe ¢ intégrablesur I telle que :

n

" f
== (60| =00

ak
Alors F estde classe €" surJetV1<k<n Vxe] F(k)(x):fa—};
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Théoréeme de Limite (ou de convergence dominée a paramétre continu) :
On pose F(x) = f f(x,t)dt avec I, ] intervalles de R et f a valeurs dans R ou C et soit a une borne de J.

e Vtel, f (Ix, t) admet une limite lorsque x — a, notée £(¢).

e Vxe]J, t— f(x,1)estcontinue par morceaux sur /

e Vxe ], t— {(t)estcontinue par morceaux sur [

* Hypothese de domination sur ] 1l existe ¢ intégrable sur I telle que

VxeJ Viel, |f(x, t)’ < o(t)

Alors ¢ est intégrable sur I et )lcln}l F(x) = f )lcln}l flx, Hdt = f (1) dt
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