
Théorèmes sur les Intégrales généralisées

1 Limites de Suites-Intégrales

On s’intéresse ici à la problématique suivante lim
n→∞

∫
I

fn
?=

∫
I

lim
n→∞ fn

Exemples :

lim
∫ 1

0
ln(1+ t n)dt limn

∫ +∞

0

sin( t
n )

t n + t 2 +1
dt lim

∫ +∞

0

dx

1+x +x2 +·· ·+xn lim
∫ 1

0
xxn

dx

Exemples ne rentrant pas (à priori ) dans cette catégorie :

lim
∫ p

n

0

(
1− t 2

n

)n

dt lim
∫ 1/n

0

1

x

(ex (1−enx )

n(1−ex )
−1

)
dx lim

∫ 3/n

1/n

tan t

t 2 dt lim n
∫ 1+1/n

1
f (xn)dx

Contre-Exemple :

lim
∫ +∞

0
e−x xn

n!
= lim

1

n!
Γ(n +1) = 1

∫ +∞

0
lime−x xn

n!
=

∫ +∞

0
0 = 0

Théorème de convergence dominée de Lebesgue :

Soit ( fn)n∈N une suite de fonctions continues par morceaux sur I fn : I ⊂R→R ou C.

• La suite ( fn) converge simplement sur I vers une fonction f continue par morceaux sur I .

• Hypothèse de domination : Il existe ϕ intégrable sur I telle que :

∀ t ∈ I ∀n ∈N
∣∣∣ fn(t )

∣∣∣≤ϕ(t )

Alors les fn et f sont intégrables sur I et lim
n→∞

∫
I

fn =
∫

I
lim

n→∞ fn =
∫

I
f

Théorème 2 sur un segment :

Soit ( fn)n∈N une suite de fonctions continues sur
[

a,b
]

convergeant uniformément sur
[

a,b
]

vers f ,

Alors lim
n→∞

∫ b

a
fn =

∫ b

a
lim

n→∞ fn =
∫ b

a
f

Remarque : Ici la continuité est nécessaire car elle entraîne celle de f , par convergence uniforme, amenant donc

l’intégrabilité de f , parce qu’on est sur un segment
[

a,b
]

.

2 Intégrales à Paramètre

Dans cette section on pose pour x ∈ J , F (x) =
∫

I
f (x, t )dt avec I , J intervalles et f à valeurs dans R ou C.

On s’intéresse ici à la « régularité » de ces fonctions-intégrales, c’est-à-dire existence, limite, continuité, dérivabi-

lité, mais aussi recherche d’équivalent, de développement en série, . . ..

Exemples :

F (x) =
∫ +∞

0

arctan(xt )

t (1+ t 2)
dt G(x) =

∫ 1

0

dtp
t (1− t )(x − t )

∫ +∞

1

t−x

1+ t
dt ∼

x→+∞ ? lim
x→0

∫ +∞

−∞
t f (t )dt

t + i x
?

Γ(x) =
∫ +∞

0
t x−1e−t dt F (x) =

∫ +∞

−∞
e−2iπxt e−πt 2

dt L(x) =
∫ +∞

0
e−xt sin t

t
dt

Fonction Gamma Transformée de Fourier d’une Gaussienne Transformée de Laplace de sinc

Exemples ne rentrant pas (à priori ) dans cette catégorie :

F (x) =
∫ 3x

x

cos t

t
dt

∫ +∞

x

sin2 t dt

t 5/2
∼

x→+∞ ? lim
x→+∞

1

x2

(∫ x

0
f (t )dt

)2

?



Théorème de Continuité :
On pose F (x) =

∫
I

f (x, t )dt avec I , J intervalles de R et f à valeurs dans R ou C.

• ∀x ∈ J t → f (x, t ) continue par morceaux sur I .
• ∀ t ∈ I x → f (x, t ) continue sur J .
• Hypothèse de domination sur tout segment

[
a,b

] ⊂ J Il existe ϕ intégrable sur I tq :

∀x ∈ [
a,b

] ⊂ J , ∀ t ∈ I ,
∣∣∣ f (x, t )

∣∣∣ ≤ ϕ(t )

Alors F est continue et définie sur J et en particulier pour tout x ∈ J , t → f (x, t ) intégrable sur I .

Remarques
• L’intégrabilité de t → f (x, t ) sur I n’est pas nécessaire à vérifier, puisque découle de la domination.
• On peut remplacer l’hypothèse de domination sur tout segment, par la domination sur J tout entier, mais

cela se révèle moins pratique à l’usage car il est plus aisé de majorer x sur un segment
[

a,b
]

.
• On peut aussi remplacer la vérification des deux premières hypothèses par l’hypothèse (plus forte mais plus

rapide. . .) (x, t ) → g (x, t ) est continue sur J × I .

• Le théorème amène en particulier par continuité : ∀a ∈ J lim
x→a

∫
I

f (x, t )dt =
∫

I
lim
x→a

f (x, t )dt =
∫

I
f (a, t )dt

Théorème de Dérivabilité (sous le signe somme) :

On pose F (x) =
∫

I
f (x, t )dt avec I , J intervalles de R et f à valeurs dans R ou C.

• ∀x ∈ J t → f (x, t ) intégrable sur I .

• ∀x ∈ J t → ∂ f
∂x (x, t ) continue par morceaux sur I .

• ∀ t ∈ I x → f (x, t ) est de classe C 1 sur J
• Hypothèse de domination sur tout segment

[
a,b

] ⊂ J Il existe ϕ intégrable sur I telle que :

∀x ∈ [
a,b

] ⊂ J , ∀ t ∈ I ,
∣∣∣∂ f

∂x
(x, t )

∣∣∣≤ϕ(t )

Alors F est de classe C 1 sur J et ∀x ∈ J , F ′(x) = dF

d x
(x) =

∫
I

∂ f

∂x
(x, t )dt

Remarques
• Ici il est nécessaire de vérifier l’intégrabilité car seule celle de la « dérivée » est assurée par la domination.
• On peut remplacer, ici aussi, la domination sur tout segment de J par la domination sur J tout entier.

Théorème de classe Cn :
On pose F (x) =

∫
I

f (x, t )dt avec I , J intervalles de R et f à valeurs dans R ou C.

• ∀x ∈ J ,∀0 ≤ k ≤ n −1, t → ∂k f
∂xk (x, t ) intégrable sur I .

• ∀x ∈ J t → ∂n f
∂xn (x, t ) continue par morceaux sur I .

• ∀ t ∈ I x → f (x, t ) est de classe C n sur J
• Hypothèse de domination sur tout segment

[
a,b

] ⊂ J Il existe ϕk intégrable sur I telle que :

∀x ∈ [
a,b

] ⊂ J , ∀ t ∈ I ,
∣∣∣∂n f

∂xn (x, t )
∣∣∣≤ϕ(t )

Alors F est de classe C n sur J et ∀1 ≤ k ≤ n ∀x ∈ J F (k)(x) =
∫

I

∂k f

∂xk
(x, t )dt

Théorème de Limite (ou de convergence dominée à paramètre continu) :

On pose F (x) =
∫

I
f (x, t )dt avec I , J intervalles de R et f à valeurs dans R ou C et soit a une borne de J .

• ∀ t ∈ I , f (x, t ) admet une limite lorsque x −→ a, notée ℓ(t ).
• ∀x ∈ J , t −→ f (x, t ) est continue par morceaux sur I
• ∀x ∈ J , t −→ ℓ(t ) est continue par morceaux sur I
• Hypothèse de domination sur J Il existe ϕ intégrable sur I telle que

∀x ∈ J , ∀ t ∈ I ,
∣∣∣ f (x, t )

∣∣∣≤ϕ(t )

Alors ℓ est intégrable sur I et lim
x→a

F (x) =
∫

I
lim
x→a

f (x, t )dt =
∫

I
ℓ(t )dt


