Ensam PSI 2018 - ENTPE-EIVP PSI 2009 (morphisme d’applications continues)
1

Enoncé 1 On définit T sur E = 6€°([0,1], R) par T(f) = F, ot F(x) =f min(x, 1) f(H)d .
1) Tracez le graphe de g(¢) = min(x, ) pour x € [0,1]. (2009 : questim? absente)

2 ) Montrez T endomorphisme. Est-il surjectif?

%) T est-elle injective? Conclure quant a I'éventuelle dimension de E.

4 ) Trouvez les valeurs propres de T et sous-espaces propres associés.

2) Comme min(x,t)=tsit<xet=xsit=x,onécrit:

1 X 1
T(f)(x):F(x):f min(x, t)f(t)dt:f tf(t)dt+xf fodt
0 0 X

Je rappelle, cours de Sup, que x — [, ; g()dt est dérivable de dérivée g(x) puisque c’est la primitive de g qui
s’annule en a. Par conséquent F est dérivable donc continue sur [0,1], soit F € E. On en conclut que T est un

endomorphisme puisque la linéarité est immédiate (résultant de la linéarité de I'intégration).

Le méme argument permet de prouver que T n’est pas surjective puisque T'(f) est dérivable, hypotheése plus forte

que la continuité sur [0,1]. Onn’adonc pas ImT = E.

%) T estinjective car son noyau vérifie Ker T’ = {0} :

X 1
feKer(T) < T(f)=0 < V0=x<1, F(x):/ tf(t)dt+xf f)dt =0
0 X
) 1 1, 2) 1
‘= Vosx<1, F’(x)=xf(x)+1><f f(t)dt+x(f f) =0"= v05x51,f f=0

3)
— V0=sx<1,-f(x)=0

¢ (1) 2 fonctions (dérivables sur un intervalle, ici [0,1]) sont égales ssi leurs dérivées sont égales et elles sont

égales en un point : ici F(0) = O(0) =0
*(2) Ladérivéede x — [} f=— [ fest—f(x)

*(3) Comme au 1, et les 2 fonctions sont égales en 1 (de valeur 0) ce qui justifie I’équivalence

T étant un endomorphhisme non surjectif et injectif, E est nécessairement de dimension infinie (mais on le

savait).

4) On fait une Analyse-Syntheése :

Analyse :

Soit A une valeur propre de T, alors il existe f # 0 tel que T(f) = A f ce qui s’écrit, comme au-dessus, fox tf(Hde +
x/ xl f()dt = Af(x); avant de dériver, on vérifie f dérivable car ce n'est pas dans I'hypotheése : Af est égal a une
fonction dérivable (comme vu plus haut), donc f I'est si A # 0. On peut supposer A # 0 ce cas étant déja traité. On
arrive 2 [’ xl f = Af'(x). Pour la méme raison, on a f’ dérivable (donc f 2 fois dérivable, ce qui au passage prouve
qu’un vecteur propre est nécessairement 2 fois dérivable), on dérive d’otl — f(x) = Af” (x), soit f solution sur [0,1]
de I'équation différentielle linéaire Ay” + y = 0. Cette équation étant a coefficients constants, on écrit I'équation
caractéristique : A X?+1=0.

Je ne m’attarde pas sur les détails. Si A < 0, les solutions sont f(x) = Aexp (\/L_jx) + Bexp (— ﬁx) etsiA >0, elles

sont f(x) = Acos(\/iix) +Bsin(\%x)



Réciproque :

On peut commencer par remarquer que ces fonctions sont bien dans E car clairement continues sur [0,1]. Une
premiére méthode serait de calculer T(y) ppour ces deux cas mais c’est assez long. On peut-étre un peu plus
efficace en ragardant ot il ya (ou n’y a aps!) équivalence dans I’analyse. En fait, il ya perte d’équivalence lorsqu’on
a dérivé deux fois? Il suffit de rajouter les conditions sur les constantes pour avoir I'équivalence; A la premiere
déirvation, comme vu plus haut, on prend la valeur en 0 qui donne 0 = 1f£(0) dc f(0) = 0 et dans la deuxiéme on

arrive 20 = A /(1) soit f’(1) = 0. Deux systémes a résoudre; A < 0 n’est pas valeur propre car :

A+B = 0 B - _A
ALexp(L)—BLexp(—L) -0 ALZCosh(—L) - < A=B=0
V-1 V-1 V-1 V-1 V-1 V-1
1
Quanta A >0, seulsles A = Gz sont valeurs propres car :
ALl sin( L) s B L cos (L) - = L_=z
Aﬂ51n(ﬂ)+3ﬂcos(ﬂ) = 0 ﬂ—2+kn

keZ } et E(Ay) = Vect(x—» sin( 1 x))

Conclusion Sp T = { v

1
(m/2+km)?’

ICNA PSI 2013 (endomorphisme symétrique de matrices)
ENnoNcE2  Soient un entier nn =2 et u(M) = —M + tr (M) I,, défini sur 4, (R).
1) Prouvez que -1 est valeur propre de u. Trouvez une base de E_; ().
2 ) Montrez que u est diagonalisable. Déterminez detu et tru.
%) Donnez un produit scalaire sur .4, (R) pour lequel u est un endomorphisme symétrique. Trouvez une base
orthonormale de vecteurs propres de u pour ce produit scalaire.

1) On constate que si tr (M) =0, alors u(M) = —M. Comme il existe des matrices de trace nulle non nulles (par

exemple la matrice avec que des 1 et des 0 sur la diagonale), on en déduit -1 valeur propre de u.

On a immédiatement u(M) = -M <= trM = 0. Par conséquent, E_; () = Ker tr ; comme la trace est une forme
linéaire, on en déduit que E_; (u) est un hyperplan H, cad de dimension n®—1.0n rappelle que (E;j)1<j,j<n est
la base canonique de .4, (R), ou E;; est la matrice constituée de 0 sauf un 1 a la position (i, j). Montrons que
& = ((Eij)izj, (En — Eij)i>2) est une base de H :
* Ces éléments sont bien tous de trace nulle.
e Le cardinal de la famille & vaut Card{(i, ), 1<i,j<n,i# j}+ Card{(i,i), i=2}=n’-n+n-1=n>-1
qui est bien la dimension de H.
* & estbien une famille libre : en effet soient («;;) des scalaires vérifiant }_; . ; a;;E;j + ZZZZ air(E1n — Exx) =
0 = M. Alors le coefficieznt (i, j) de M, pour i # j, est a;; =0, et pour i = j, si i =2, c’est —ayr = 0 et pour

i=j=1,clest Z,’;zz arr =0, ce qui entraine ayx =0

2) On adémontré dim E_;(u) = dim H = n® — 1. On en déduit que -1 est valeur propre de u avec la multiplicité
p(=1) = n? — 1. Ensuite, on constate que u(I) = —I + nI = (n—1)I. Par conséquent, comme I # 0, n— 1 est valeur
propre de u de multiplicité au moins 1. Pour des raisons de dimension, dim E_; (1) = n®-1= p=Detun-1)=1
donc on sait dim E;,—; (1) = 1. Comme chaque valeur propre de u est telle que son espace propre associé a pour

dimension sa multiplicité, on en déduit u# diagonalisable. On peut ensuite écrire :

tr(w)= M2 x (=D +1xn-1)=n-n> det(w)=(-D""‘(n-1)



% ) Le premier produit scalaire qu’il faut essayer est le produit scalaire canonique de .4, (R) qui, je vous le rappelle,
est (A|B) = tr(‘AB) = Y.<, j<n AijBij. Pour toutes matrices M, N € ./ (R) :

()| N) = tr( (= M+ tr(M)I) N) = tr( = ‘MN+ r(MN) = = tr (‘"MN) + tr (M) tr (N) = (M| N) + tr (M) tr (N)

Lexpression étant symétrique en M, N, on a bien (u(M)|N) = (M| u(N)), donc u est un endomorphisme symé-

trique (pour le produit scalaire canonique de .4, (R)).

Comme u est un endomorphisme symétrique, on sait qu’il existe une base orthonormée de vecteurs propres
de u. On sait aussi E_;(u) L E,—1(u). 1l suffit de « réunir» une BON de chacun des 2 espaces propres. Comme
E,,_1 = Vect(I), une BOn est ﬁ avec |I|1> =tr(‘I) =n;Ala question Q1, on avait trouvé une base de E_; : les
(Eij)izj etles F; = E1y — Ej;, avec i = 2. On a immédiatement E;; 1 Ey;, E;j L Fy. Par contre les Fy ne sont pas
orthogonaux entre eux, puisque (F;C | Fm) = 1. On les « modifie» 1égerement : on prend G; = 22:1 Exik—1Ei41,i+1-

On a, en supposant k < m (c’est équivalent pour m < k par symétrie des lettres) :

(GlGm)=1x1+--+1x1+(-k)x1+0=k-k=0
—_—
k fois

Cette famille ((El- ijr (Gk)kzz) est bien orthogonale. Il suffit alors de normer (cad diviser par la norme) les vec-
teurs pour avoir une BON de E_; : [|Ejjll = 1 |Gkl = Vk+ k2. Une BON de .4, (R) constituée de vecteurs propres
de uest:

I, (Eij)izj, ( Gk)kzz)

1 1
(ﬁ Vit k2

Ensam PSI 2018 (matrice n x n creuse)
ENoNcé 9  Soit a,b € R. Soit M la matrice de .4, (R) dont la premiére et la derniére colonne ont tous leurs
coefficients égaux a a et dont la premiere et la derniere ligne sont égales a (a,—b, ...,—b, a) et dont tous les autres

coefficients sont nuls. Etudiez la diagonalisabilité de A et déterminez ses éléments propres.

a -b ... -b a

a 0 ... 0 a
On écrit la matrice M =

a 0 ... 0 a

a -b ... -b a

On constate tout de suite rgM = 2 (sauf dans le cas (Cy, Cy) lié qui équivaut a a = b = 0). On en déduit que
dim KerM = n — 2 puis que 0 est valeur propre de M de multiplicité p(0) = n—2. Comme C; —C,, =0, on a
(1,0,...,0,—1) vecteur propre associé a 0. De Cy = C pour 3 < k < n-—1, il vient que (0,1,0,...,0,-1,0,...,0) est
aussi vecteur propre (avec -1 en position k). Il reste 2 valeurs propres A, i a trouver; on peut essayer d’utiliser la
trace mais cela ne suffira pas car on obtient tr M = 2a = 0+ A+ . Si on ne peut « deviner » les valeurs propres (ce qui
arrive mais n’est pas le cas ici), I'idée est de trouver un plan P stable bien choisi. En effet, si on appelle u € £ (R")
I'endomorphisme canoniquement associé a M et u’' I'endomorphisme induit sur P, un théoréme nous apprend
Xuw ! Xu- Ce polyndme étant de degré 2 on trouvera les 2 valeurs propres (s'il est bien choisi, sinon on retrouvera

0). Le lecteur comprendra qu'il est raisonnable de choisir P = Vect(U,V) avecU =(1,...,1) et V=(1,0,...,0,1).
MU = (2a+ (n-2)b,2a,...,2a,2a+ (n—-2)b) =2aU + (n-2)bV ~ MV =(2a,...,2a) =2aU

2a
(n-2)b 0
A2 —2al-2ab(n-2), puis y, = (Az —2al-2ab(n- 2))/1"_2. Ensuite on discute suivant le discriminant :

On a donc M’ = Mat(«/, (U, V)) =

). On calcule immédiatement le polynéme caractéristique y .,/ =



e a’>-2ab(n—-2)<0. M€ 4,(R) an-2valeurs propres réelles et n’est donc pas diagonalisable dans R.

e a?-2ab(n-2) > 0. 2 valeurs propres de multiplicité 1 : A; = a + v'A. Comme I'autre valeur propre est 0 de
multiplicité n—2 et d’espace propre associé Ker M de dimension n—2, M est diagonalisable. Reste a trouver

les 2 vecteurs propres dirigeant les 2 droites : on revient a la matrice 2 x 2 :

(a+VA)x
(axVA)y

2ax+2ay

— b(n-2)x= (ai\/K)y <~ Ep(A;) = Vect(a+ VA, b(n-2))
b(n-2)x

M'XZAX<:>{

On « revient » a M les vecteurs propres associés a A; sont donc (a + VAU +bn-2)V

* A=0 < a=2b(n-2)oua=0.Alors la matrice M’ n'a qu’ une seule valeur propre a. On sait alors que M’

n’est diagonalisable que si c’est al ce qui n’est pas (sauf a = b =0). M’ donc M n’est pas diagonalisable.

CCP 2018 (diagonalisabilité matrice par blocs)

n

0 A
Enoncé 10  Soit M = (1; ) € Moy (R)

1) Calculez M?

2) Justifiez que si P(M) = 0, les valeurs propres de M sont racines de P.

3 ) On choisit A= B™!. Justifiez que M est diagonalisable et précisez les dimensions des espaces propres.

4) On choisit A = I, = —B. Justifiez que M est diagonalisable dans C et précisez les dimensions des espaces
propres.

AB 0

1) On calcule immédiatement M? =
0 BA

2) Voir son cours.

¥) Ici M? = (I(;l }1) = Iy Par conséquent M annule le polynéme X? — 1 = (X — 1)(X + 1) qui est polyndéme scindé
aracines simples, M est donc diagonalisable. On a aussi Sp M < {—1, 1}. En fait M est une (matrice de) symétrie. A
noter que, le spectre étant non vide, ona 3 cas SpM ={-1I}, SpM = {1} et Sp M = {—1, 1}. Le premier (rp. deuxiéme)
casn'estréalisé quedanslecas M = —I (rp. M = I), en vertu du résultat important, qui d’ailleurs n’est pas vraiment

du cours, que si M est diagonalisable et n’a qu’une seule valeur propre A, ce ne peut étre que M = A1.

Il est « adroit » de chercher un vecteur propre sous la forme par blocs Z = ()15) € Mon1(R),avec X, Y € M1 (R) :

X AY
<~
Y ATlx

Par conséquent, I'espace propre E(1) estI'ensemble ('ev) des matrices {( ,% ), X € .#y,,1(R) }. Pour prouver que

0 A
Al o

X
Y

— Y=A'X

MZ=17Z <

cet ensemble est de dimension #, il suffit de considérer ¢ : E(1) — #,,,1(R) qui a ( A3§ X) associe X (clairement
défini, c’est une projection en fait sur le « premier axe»). Elle est clairement linéaire, et bijective puisque sa réci-
A,}fx) ! ¢ estdonc un isomorphimse, d’'ou dim E(1) = dim .41 (R) = n. Comme
M est diagonalisable, dim E(1) + dim E(—1) = dim 45,1 (R) =2n, soitdim E(-1) = n.

proque estimmeédiatement M — (

4 ) Delaméme maniere, on en déduit M 2= _L,,,donc M annulele polyndme scindé a racines simples mais dans
C:X?+1=(X+i)(X~-i)etaussi SpM c {—i,i}. Par un calcul similaire, MZ = i Z <= Y = iX. Lespace propre de
M associé a i est donc 'ensemble des matrices {( %), X € .4,,1(C) } qui est un C-ev de dimension n. La matrice

étant réelle, on sait alors que E(—i) est ]'espace propre « conjugué» { (_%) , X € My, (C) } de dimension n.



Ensam PSI 2013 (endomorphisme cyclique et commutant)
Enoncé 24  u est un endomorphisme de E, [K-espace vectoriel de dimension n pour lequel il existe xg € E tel
que (u(xp),..., u"(xg)) estlibre.
1) Montrez que % = (xo, u(xp),..., u"1(xp)) est une base de E.
2 ) Montrez que u est un automorphisme et écrire sa matrice dans la base B.
% ) Montrez que les sous-espaces propres de u sont de dimension 1 et en déduire une CNS pour que u soit diago-
nalisable.
4) On choisit n = 4 et u*(xp) = x9. Donnez la matrice de u dans B. Est-il diagonalisable? Trouvez le commutant
de u.

1) B = (xo, ulxp),..., u"1(xp)) est une base de E car elle vérifie :

o Les vecteurs (1*(xg))o<k<n—1 sont bien des éléments de E.

¢ Le cardinal de la famille vaut Card 28 = n =dimE.

e La famille est libre car soient ay, ..., @,—1 des scalaires vérifiant : agxo + au(xp) + -+ + a,—1u" 1 (x9) = 0. En
composant par u et en utilisant la linéarité, il vient agu(xp) + -+ + an—1u"(x9) = u(0) = 0. Chypothese de

I’énoncé : la famille (u(xp), ..., u"(xp)) est libre ameéne ag =--- = ay—1 =0.

2) u est un endomorphisme par hypothése. Reste a démontrer u bijective. Ici, le plus simple est d'utiliser la
critere : 'image d’'une base est une base. En effet, 98 est une base et u(%8) = (u(xp),..., u" (xg)) est une base par

liberté et cardinal 7.

Pour écrire la matrice dans la base 98, on calcule les images de la base, et on écrit les coordonnées dans cette base.
On a u(xp) = u(xp) (2¢vecteur de la base) et plus généralement, pour 1 < k < n-2, u(u*(x)) = uF*1(xp). Les n—1
premieéres colonnes sont donc les vecteurs (Es,..., E;) de la base canonique de IK". Par contre, pour u(n 1 (xp))

on ne peut rien dire! On écrit donc u"*(xg) = agxo + - -+ + Up_1 1" (x0).

Mat(u, B)=|0 1

0
0 ... 0 1 ap,;
Remarque : Ce n’est pas vraiment au programme, mais on recpnnait une matrice-compagnonde (—ay, ...,—a,-1)

ou plut6t compagnon du polynéme P(X) = X" + a,—1 X! +---+ a; X + ap. On I'appelle comme ¢, parce que son

polynoéme caractéristique vaut P(X)!

7)
A 0 0 —do
-1 A —a)
Ker(AI-M)=Ker| 0 -1 "-. 0
. A —Ap-2
0 ... 0 -1 A-au_

On remarque que (Cy,...,Cy—1) forme un systeme libre. On en déduit rg(Al — M) = n—1 puis, par le théoreme du
rang, dim Ker (Al — M) < 1. Si dim Ker (A — M) =0, A n’est pas une valeur propre et sinon dim Ker (A - M) =1 ce

qui est bien le résultat demandé.



M est donc diagonalisable ssi toutes les valeurs propres (existent) sont de multiplicité 1 et donc ssiil y a n valeurs

propres distinctes (je rappelle que le « seulement si» est faux en général, il est ici vrai a cause des hypothéses).

0 0 01
. 1 000 . o
4) OnaiciM= o1 0 0 . On calcule le polynéme caractéristique :
0 01 0
A0 0 1
awr, [A 0 0 -1 A 0
-1 A 0 —— 3 3 4
ymA) = =—Al-1 2 o|-(-D]0 -1 A[=AA3+1(-D3=A%-1
0o -1 12 0
0o -1 A 0 0 -1
0 1

M est donc diagonalisable sur C (et pas sur R) car possede 4 valeurs propres distinctes qui sont d’ailleurs les 4
racines quatriemes de 1 :—1,1,i,—i. Je rappelle que le commutant de u est 'ensemble des endomorphismes qui

commutent avec u. C'estun ev car c’est le noyau de ’application linéaire v — uov—vou (je vous laisse y réfléchir)

Meéthodel : Pour calculer le commutant, I'idée est de diagonaliser (si u est diagonalisable...ce qui n’est pas tou-
jours le cas, méme dans C). Il faut calculer les espaces propres. Je vous rappelle que ici onsait que ce sont des

droites. Je vous calcule juste I'espace propre de M assoicé a i :

ix—t =0 X = X

. . -x+iy = 0 y = -—ix
MX=iX < (il,-M)X=0 . —

-y+iz = 0 z = -X

-z+it = 0 I = ix

On en déduit E(i) = Vect(1l,—i,—1,i) puis comme M est réelle, E(—i) = Vect(1,i,—1,—1). Pour les 2 autres on
trouve : E(1) = Vect(1,1,1,1) E(-1) = Vect[-1,1,—1,1). On pose P et en déduit D :

1 -1 1 1 1 0 0 O
1 1 —i . 0 -1 0 0
P= donc P~"MP = =D
1 -1 -1 - 0 i 0
1 1 i —i 0 0 —i

Ensuite pour chercher le commutant de M on écrit successivement N commute avec M ssi NM = MN
NPDP~!' = PDP~!N ssi (en x a gauche par P~! et a droite par P) ssi P"'NPD = DP"'NP < N'D = DN’ (on
aposé N’ = P"INP). On est donc « ramené » aux matrices qui commutent avec une matrice diagonale : c’est plus

facile et on peut prendre une matrice a coefficients indéterminés :

a b alfl1r o 1 0 0 O}ffa b ¢ d
N’DzDN’:»efghO_l :0—100 e f g h
j k I m||[0 0 i 0 i O0llj kK I m
n o p qg)\l0 0 0 —i 0 0 -i]Jln o p ¢

a = a

-b = b
< {4 ic = ¢ <= b=c=d=e=g=h=j=k=m=n=0=p=0

-id = d




Il suit que I'ensemble des matrices qui commutent avec M est (comme N = PN’ pPhH (je ne calcule pas Pl

-1

— = =

|

[a—

|

—_

|

—
S O © Q
S O - O
S ~ O ©
Q O o ©
e e T i ]

Méthode2 : C’est une méthode plus adaptée ici, plus élégante mais un peu plus difficile. On raisonnons avec les
endomorphismes canoniquement associés u et n. On suppose donc ueon = nou. On a n(xy) = boxg + by u(xp) +
bou?(xo) + bsu®(xp) (on utilise 2 base de E); ensuite on pose P(X) = by + b1 X + b, X? + B3 X3; on a donc v(xg) =
P(u)(xp). Enfin on remarque que v(uk(xg)) = uk(v(xo)) car u et v commutent, donc v(uk(xo)) = uk(P(u) (x0)) =
P(u)(uF(xp)) car uf et P(u) commutent, il n'y a que du u! On constate alors que v = P(u) sur la base % =
(x0, U(x0), u?(xg), u>(xp)), ils sont donc égaux. On vient de démontrer que si ¥ commute avec u, v est un poly-
ndme en u. Laréciproque étant immédiate, le commutant de u (de M) est’ensemble des polynémes en u (en M).

Pour info, cet ensemble (ev!) se note K[u] (ou K[M]).

Remarques

» La méthode 1 et 2 ne semblent pas donner la méme chose! En fait, tous les polyn6mes en M commutent
avec M. Cet ensemble est un ev de dimension 4 (je ne le démontre pas, je vous laisse y réfléchir); Donc
I'ensemble de laméthode 1 le contient. Or, il est immédiat que cet ensemble est aussi de dimension 4 (4
coefficients indéterminés...). Il est donc égal. Il est clair que I'on ne « voit pas» que PN'P~! est un polynéme
enM...

» Comme déja dit, le commutant de u contient au moins tous les polyndmes en u (que 'on note K[u]). S’il
ne contient que cela, c’est un endomorphisme cyclique (ce n’est pas au programme). On démontre qu'un
endomorphisme est cyclique s'il existe un x tel que (xp, u(xp), ..., u" 1 (x)) soit une base. Cest justement
le cas de cet exo. ..

CCP PSI 2018 - Mines-Ponts PSI 2017 (diagonalisabilité d’une matrice par blocs)
A B
Enoncé 26  Soient A, B € ., (C) deux matrices qui commutent et M = (0 A) € Moyu(C).

1) Montrez que si U est semblable a V, pour tout polynéme R, R(U) est semblable a R(V).
2) Soit P € C[X]. Exprimez P(M) en fonction de P(A), P'(A) et B.
%) Montrez que M est diagonalisable ssi A est diagonalisable et que B = 0.

1) Si U estsemblable a V, alors U = PVP~! avec P € ¢1,(R). On sait alors, pour tout k € N, Uk = pvkp-1, par
suite, si R € C[X] est le polynome R = ZZ:O apX*:

p p p
RO =Y axU*=Y PVEPTI =P (Y av¥) Pt = PRIVP
k=0 k=0 k=0
donc R(U) est semblable a R(V).

Ak kAk-1B

Ak (car A et B commutent! .

2) En calculant les premigres valeurs M2, M2, on devine aisément M* = (

par exemple, pour k = 2, on trouve AB+ BA =2AB), pour k € N* et méme k = 0. On le démontre alors par récur-



rence, ce qui estimmeédiat, je ne le fais donc pas ici. Ensuite, pour tout polynéme P € C[X] telque P = ZZ: 0 X k.

p 14
PM =) M=) a
k=0 k=0

Ak faAk-1B
0 Ak

zzzo ap A* zizo arkA*-1B
0 Zz:o akAk

P(A) P'(AB
0 P(A)

car on sait que P'(X) = ZZZO kapX*1.

3)

[=]

Si A est diagonalisable et B = 0, alors M = (6‘ g). Or on sait, cours, qu'une matrice diagonale par blocs est diagona-
lisable ssi chaque bloc diagonal est diagonalisable, donc M diagonalisable. On le redémontre quand méme, mais

juste le sens qui nous intéresse. On a A= PDP~! avec P inversible et D diagonale. Par suite :

P o\(D o)\(P! o
o P/\o DJ\o P!
N—— N————
Q Q!

PDP! 0
0 pPDp!

A 0
0 A

= = = =QAQ™

A est diagonale par blocs avec les blocs diagonaux étant des matrices diagonales; ¢’est donc une matrice diagonale

et M est alors diagonalisable.

Supposons ici M diagonalisable. Il existe donc un polynéme P scindé a racines simples tel que P(M) = 0. Si
on sait bien son cours, on peut méme choisir le polynéme « minimal» égal a [[;(X — A;) ou les A; sont les valeurs
propres distinctes de M. En utilisant le Q2), on en déduit P(A) = 0 et P'(A)B = 0. Comme P est scindé a racines
simples, on en tire que A est diagonalisable. Reste 2 montrer B = 0. Faire attention que de P'(A)B = 0 on ne peut

pas en déduire P'(A) =0 ou B = 0! Par contre je rappelle que si CB = 0 et C inversible, on peut en déduire B = 0.

On va montrer P’(A) inversible par I'absurde. P’ est scindé car on est dans C, donc P'(X) = [];(X — b;). Comme
P'(A) n’est pas inversible, nécessairement 'un des A— b; I n’est pas inversible (en effet en passant au déterminant
nul, I'un des déterminantd du produit est nécessairement nul). Or, le cours nous apprend que, si A— b;I n'est pas
inversible, alors b; est une valeur propre de A. b; est donc aussi racine de P. b; étant racine de P et de P’ est alors

une racine au moins double de P. C’est absurde car P est a racines simples.

Remarque : Je rappelle que a est racine (au moins) de multiplicité k de P ssi P(a) = P'(a) =--- = P%*-D(g) =0. En

particulier, si P(a) = 0 et P'(a) # 0, a est racine simple de P

Mines-Ponts PSI 2018 (diagonalisabilité de A> et A)
ENONCE 32
1) Soit A€ 91,,(C) telle que A2 est diagonalisable. Montrez que A est diagonalisable.
2) Le résultat demeure-t-il si A € 41, (R) ?

1) Avant de répondre a la question posée, je vous démontre le sens réciproque qui est des fois posé a CCP,
il est plus facile. Soit A diagonalisable; elle est donc semblable 4 une matrice diagonale D, soit A= PDP~! d’ol1
A%? = PD?P~!. Comme D? est diagonale, on en déduit A diagonalisable (on en déduit aussi que les valeurs propres
de A? sont alors les carrés des valeurs propres de A). La réciproque est fausse en général, cad A? diagonalisable
n'entraine pas A diagonalisable; voir question2. Par contre, elle est vraie si on prend I'hyppothese A € ¥41,(C)

comme dans Q1.

A? est diagonalisable. Soit A1,..., 4 p ses valeurs propres distinctes. On sait alors que A? annule le polynéme scindé

a racines simples P(X) = (X — 11)...(X — Ap). Lhypothese A € 41,(C) ameéne que 0 n’est pas valeur propre soit



A; # 0. Le lecteur réfléchira alors au fait que alors A annule le polynéme P(X?) =(X?-11)...(X% - Ap) = Q(X).
Q est-il scindé a racines simples? Il est scindé car on est dans C : A; a toujours deux racines carrées +u;, donc
QX) = (X —u1) (X +p1)... (X — pup) (X + pp). Il est a racines simples carona A; # 0 : ceci entraine +u; # —y; et par
suite tous les +u; distincts 2 a 2. A est donc diagonalisable.

2) Le résultat est faux dans R et, sur le méme contre-exemple, on prouve aussi que A? diagonalisable entraine

0
A diagonalisable est faux en général. Prenons A = Rot(n/2) = ( . A n’est pas diagonalisable sur R car elle

n'a pas de valeurs propres réelles et elle est bien inversible. D’autre part, A?> = Rot(r) = —I qui est évidemment

diagonalisable car diagonale.

Remarques

» On démontre que les hypothéses minimum sont, dans le cas de C : A? diagonalisable et Ker A= Ker A> =
A diagonalisable et, dans le cas de R : A? diagonalisable et Ker A= Ker A et Sp A> c R* = A diagonali-

sable.

» On peut remarquer que si A€ 91,,(C), Ker A> = {0} = Ker A.

Centrale PSI 2018 (nilpotence et trace des puissances itérées)

Enonceé 76 Soit A e 4, (C) telle que tr Ak =0 pour tout k € N*. On note ay,...,a, les valeurs propres dis-
tinctes de A et my, ..., my leurs multiplicités respectives.

1) (i) Soit G I'ensemble des polynomes Q € C[X] tels que m;Q(ay) +---+ m,Q(ap) = 0. Montrez que G = {Qe
C[X], Q0)=0}.

(ii) En déduire Sp A = {0} puis que A est nilpotente.

2) On considere la série entiére de terme général tr(AX)z*. Exprimez son rayon de convergence a l'aide des
valeurs propres de A et retrouvez le résultat de la premiere question.

n

1) Soit A€ #,(C) de valeurs propres (comptées avec la multiplicité); on sait tr(A) = Ai = Zle m;a;,en
utilisant les notations de I'énoncé avec la multiplicité. Montrons d’abord tr(A%) = ?:1 A;‘ = Zle miolgC (car ce
n'est pas du cours). A étant complexe, on peut la trigonaliser A= PTP~!, puis A¥ = PT¥P~1. On en déduit tr (A¥) =
tr (T%). Or, si 'on sait bien son cours sur les matrices triangulaires, Tk est triangulaire ave sur la diagonale, les
éléments de la diagonale de T ala puissance k. Le résultat est donc acquis. A noter que ce résultat susbsiste dans

R si le polyndme caractéristique est scindé (car alors la matrice est trigonalisable dans R, c’est du cours).

Notons H = {Q eC[X], QO)=0 } On peut constater que H est le noyau de la forme linéaire ¢ : Q — Q(0). Par
conséquent, c’est un hyperplan. Mais attention! ce n’est pas complétement au programme car on est en dimen-
sion infinie. Considérons le polynéme Q = Xk avec k = 1. Alors mQ(a) +---+mpQlay) = mla{c +eet mpaf, =
tr (AF) = 0 : on en déduit X* € G. Or X* € H et méme H = Vect ((X¥);»1); il vient alors H < G. Montrons G  H et

par double inclusion, 1a preuve sera acquise.

SoitQe G, Q= ka:o beX¥. Par hypothése m;Q(ay) +--- + m,Q(ay) = 0 soit

p p m m p m
0=> miQa)=) m;)_ bkaf-C =Y br). ml—af.c =) by tr (A%) = by tr (A%) + 0 = nby
i=1 i=1 k=0 k=0 i=1 k=0

On en déduit by = 0, soit Q(0) = 0 ou encore Q € H (on a permuté les sommes car elles sont finies).



Considérons le polyndme, pour 1 < i < p, P; = X[[xx;(X — ai). On remarque P;(0) =0, P;(ax) = 0 pour k # i et
Pi(a;) = a;[lxzi(a; — ax). On a donc P; € H, donc P; € G. Il vient alors m; P;(ay) +---+ mpP;(ap) = m;Pi(a;) =

mia;[lrzi(a; —ar) = 0 et comme les a; sont 2 a 2 distincts, il vient a; = 0. On vient de démontrer Sp A < {0}.

Réciproquement, 0 est nécessairement valeur propre sinon A n’aurait pas de valauer propre, ce qui est impossible
dans C. On en déduit le polyndme caractéristique y 4 = (1 —0)" = A", Par le théoréme de Cayley ' -Hamilton ? , il

vient A" = 0 soit A nilpotente.

2) Comme tr(A%) = Zf:o miaf, la série entiere ) tr (A%)z¥ est la somme Zf:o de m; fois les séries entieres
1
lail’
Comme ces nombres sont distincts, un théoréme du cours nous donne que le rayon de

Yk afzk . Chacune de ces séries est une série géométrique convergeant ssi |a;z| <1 < |z| <

1

la;l*

convergence de la série entiére initiale est inf; ﬁ
1

donc de rayon

de convergence R =

Reprenons I'hypothése de I'exercice : tr (AX) = 0 pour k = 1. On en déduit que la série entiére est la série nulle (
partir du rang 1) elle est donc convergente pour tout z € C, soit R = +oo. Il vient alors ﬁ = +o00 soit |a;] = 0. On

retrouve le résultat de la question précédente.

Remarques

» Nous venons de démontrer, par deux méthodes que si une matrice vérifie tr(A¥) = 0 pour k = 1, alors elle

est nilpotente (en fait il suffit pour 1 < k < n).

» Laréciproque est facile. Je vous laisse y réfléchir.

Centrale PSI 2018 (racine carrée matrice symétrique)

EnoncEé 80  Pour M € #,(R), on note M € %, (R) si, pour tout X € 4,1 (R), ’XMX = 0.

1) Montrez que M € .%, (R) ssi toutes ses valeurs propres sont positives.

Soit M € %, (R) et 1, ..., i ses valeurs propres 2 a 2 distinctes.

2 ) Montrez il existe un polynome P € R[X] de degré p — 1 tel que P(u;) = \/ii;, pour tout1 <i < p.
3 ) Montrez P(M) € %} (R) et P(M)? = M.

1)
Soit M € &, (R) et A une valeur propre de M. Alors il existe X # 0 tel que MX = AX. Il suit ‘XMX = A'XX =
M X2, Je rappelle que (X|Y)cqn = XY estle produit scalaire canonique sur .4, 1 (R) . Par hypothése, on a donc

AMIX|2,, =0 ce quiameéne A =0 car X #0.

can —

Soit M € .#,(R) de valeurs propres positives 1; = 0. D’apres le théoréme spectral, il existe une matrice orthogonale

1. Arthur Cayley : mathématicien anglais (1821-1895). Un des inventeurs du calcul matriciel.
2. William Rowan Hamilton : mathématicien irlandais (1805-1865). Connu pour la découverte des quaternions.
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P telle que M = PD'P = PDP~!. On écrit alors ’XMX = 'XPD'PX = 'Y DY apreés avoir posé Y = ‘PX. Puis :

M 0 Y1
o ... 0 A, Vn

(y1 yn) A Anyn)(iﬂiy?)
~ J/ 1=

1N v
-~ -~

—_——
y 'YD v DY

o

o

Il vient alors, pour tout X € 4,1 (R), ‘XMX ='YDY =}, /liyl? >0car A; =0 et y; réel.

2) Question un peu difficile. On va démontrer le théoréme de Lagrange® un peu plus « large» : pour tous réels
a,...,ap 2 a2 distincts, il existe un et un seul polynome P de degré < p — 1 vérifiant P(a;) = b; (avec b; réels quel-
conques). Considérons'application ¢ : Ry, 1 [X] — RP qui a tout polynéme P associe le p-uplet (P(a1),..., P(ap)).
Elle est visiblement linéaire entre deux ev de méme dimension p. Regardons son noyau : si P vérifie ¢ (P) = 0, alors
P(ay) =--- = P(ap) =0, cad P de degré < p — 1 possede au moins p racines. C’est donc le polynome nul. On en

déduit Ker ¢ = {0} puis ¢ isomorphisme et donc la preuve du théoreme.

Cela ne sert pas dans la question mais on peut expliciter un peu plus ce polynéme, on introduit les polynoémes dits
de Lagrange : le polynome L; est tel que L;(a;) = §;;. Le lecteur vérifiera qu’il est colinéaire a [];.; (X — ax) et que,
en fait, comme L;(a;) = 1, c’est le polynéme L;(X) = m (ITk#i (X — ag). Ensuite, le polyndome recherché,

cad tel que P(a;) = b;) estle polyndme Y _; b; L;(X).

Le lecteur a compris que la question est démontrée en prenant a; = y; qui sont bien distincts et b; = \/;.

%) Ona M = QD'Q comme déja vu, avec sur la diagonale de D, les valeurs propres ;. Cela amene, c’est du
cours, P(M) = P(QD'Q) = QP(D) 'Q. P(D) est la matrice diagonale de coefficients diagonaux P(u;), c’est aussi du
cours; en fait P( Diag(A;)) = Diag(P(A;)). P(M) est donc semblable a P(D) qui est diagonale et a pour coefficients
diagonaux les P(u;) = \/f1; = 0. Ce sont donc les valeurs propres de P(M) qui sont positives, d'ott P(M) € ., (R).
Ensuite :

(P(M))? = (QP(D)'Q)* = Q(P(D))*'Q=QD'Q=M

car on a P(D)? = ( Diag(y/fi;))” = Diag(\/i;%) = Diag(u;) = D.
CCP PSI 2018 (distance a un sev) .
Enoncé TO0  On pose, pour neN, A, = —/ t"e " dt.
V7 Jr

1) Calculez A, en distinguant 2 cas selon la parité de n. Donnée : Ap =1.
1

2 ) Pour tous B, Q € R[X], on pose ¢(B,Q) = 7[ P(t)Q(t)e_t2 dt. Vérifiez que ¢ est un produit scalaire sur R[X].
T Jr

%) Calculez d(X3,Ry[X]).

1) Je rappelle que si une fonction est paire (et I'intégrale existe!), [, f =2 f;' f et si f est impaire, [, f = 0.
Montrons rapidement que A, existe : on a la continuité de f, () = e~ sur [0, +oo[ et lim_ o 12 fn(t) =0ce qui

amene l'intégrabilité par le critere ¢* f(t) avec a > 1..

3. Joseph-Louis Lagrange : francais (1736-1813). Fondateur du calcul des variations. Importants travaux en algebre, théorie des

nombres et géométrie. Connu pour les théoremes éponymes en théorie des groupes et fractions continues.
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. . . . . . . . g
La fonction f;, étant impaire pour n impair, I, = 0. Pour 27 pair, on effectue une ipp avec u = e " v' = t?" ' =
2
—2te " v=

t2n+1
1n+1°

t2n+1 +00 2 2

2n+2 —t%
+ t e dtr =— I
— 2n+1f_oo 2n+1 22

On a pu appliqué directement 'ipp en +oo car la deuxieme intégrale converge car on a reconnu I»,42. Ona:

2
et

I, =
2 ont1

2n+1 2n+1)2n-1) 2n+1)2n—-1)x--+x3x1 . 1
12n+2 = > IZn = 2 IZn—Z = o+l Io car le dernier est L= 5[0
On en déduit (démonstration par récurrence immédiate :
2n+1)! 2n+1)! (2n+2)! (2n)!
bpyo = = = = Dy

202N —=2) x -+ x 2201 22n+1 p1 22042 (5 4 1)) = 22n g

2) Lexistence de I'intégrale ¢ (P, Q) résulte de la continuité de la fonction sur R et du critere > f () — 0 en +oo par
croissances comparées parce que ce sont des polynomes. La symétrie est immédaite de méme que la bilinéarité.

La positivté aussi car ¢ (P, P) = f +oo p2(p) e‘t2 dt = 0 car la fonction est positive (on est dans R). Reste a prouver

—0o0
définie :
Si (P P) =0, alors f_+0°: Pz(t)e_t2 d¢ = 0. La fonction « interne» étant continue et positive, on en déduit sa nullité

ce qui amene P =0.
%) Onapplique le théoreme sur la distance a un sev dans les evs euclidiens :

A (X3, R X)) = 1 X3 - pXH 12 = 1 X317 = I p(X3) 112

ol1 p désigne la projection orthogonale sur R,[X]. On calcule immédiatement || X3 |* = (X3, X3) = Is = A2 =

2126l
%. Pour calculer la 2ieme norme, il faut d’abord calculer le projeté que I'on calcule a I'aide de la formule du
projeté orthogonal. A cette fin, il faut contruire une BON de R,[X] que 'on construit par le procédé d’orthonor-
malisation de Schmidt a partir de la base quelconque (1, X, X?2). On pose Py =1, Py = X+atq (P1|Py) =0 et

Py=X?+BX+7ytq (P2|Py) = [P2|Py) =0.0na:
(P1|Py) = X+al)=X|D)+a-1)=hL+alpy=aly=0 = a=0
1
(P2|Py) = (X* 1)+ BXID +y(A1) = L+ BL+7j=0 = y=-lL=-3
(P,|P)) = (X21X) + BXIX)+y(IX) = I3+ Bl+y[ =0 = f=0
1

1 X X—§

—,——,——=—| est une base or-
TMEY ||X2—§||)

(I,X S X2 - %) est donc une base orthogonale de R, [X] et il vient alors que (

thonormée. En appliquant la formule du projeté orthogonale, il vient :

X301 X3|x X3|Xx%-3
( |2)1+( |2) +( | 12)(2__)
1L 11Xl X2 -31? 2

p(X?) =

Je vous laisse donc réfléchir au fait que 'on a donc :

”p(X3)”2:(X3|1)2 (X3|X)2 (X3|X2—%)2_132+]§ ([ _%13)2 _g
8

+ + =Sttt —=
HE X112 IX2-312 I L IL+3lh-I
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CCP PSI 2018 - ENSEA PSI 2015 (somme d’une série entiere)

Enoncé 111 Soit (a,) e RN définieparay =ap=1etVn=1, a,.1 = a, +

an—1.

+1 "

1) Montrez¥Yn=1,1<a,<n? (Ensea:Montrez que la suite (%) converge).

2) Donnez le rayon de convergence de la série entiére }_ a,x".

%) Calculez la somme. Indication : utilisez une équation différentielle vérifée par la somme. ( Ensea : pas

d’indication).

1 ) Montrons par récurrence sur n = 1, 9}”(11) 1<a,< n®:

e 2(1):1<a;=1<1%Oncalcule g, =1+51=2.0Onabien 1< ap, =2 <22 2(2) Ok.

¢ Supposons la propriété vraie pour n et n—1, avec n = 2. Alors a,+1 = a, + %an_l =1+ % 1=1et:

, 2n-1?% nd+3n*-4n+2 nd+3n*+3n+1 (n+1)° )
anpy1=an+ an-1=<n-+ = < = =(n+1)
n+1 n+1 n+1 n+1 n+1

Onabien —4n+2 <3n+1 car ceci équivauta 7n = 1. 2(n+1) est donc vrai.

2) On peut remarquer que 'application immédiate de la régle de d’Alembert * ne « marche» pas. On utilise plutdt
la propriété suivante : si |ay| < |byl, alors R} anx™) = R(Y b, x"). Ceci nous donne que le rayon R de notre série
entiere vérifie R < R(}_ 1x") qui vaut 1 (c’est la série géométrique usuelle!), soit R < 1. Puis la série entiére Y. n2x"

a pour rayon 1 (par d’alembert). On en déduit R = 1, puis R =1.

7)
+00 +00 +1 +00 +1 +00 an-_1 +1
Vxe|-1,1[,fx) = anx"=ag+ a1 x+ Y Ap X" =14x+ ) apx"t+2 ) ——x"
n=0 n=1 n=1 n=1 n+1
—_— ——
g(x)
+00
=1+x+x ) apx"+2g(x) =1+x+x(f(x)-1)+2g(x) (1)
n=1

g est aussi une série entiére de rayon 1 (on peut reprendre 'encadrement) donc dérivable terme a terme sur]—1,1]
et vaut alors g'(x) = Y12} a,-1x" = xf(x). En dérivant (1) on obtient f'(x) = 1+ f(x) =1+ xf'(x) + 2xf(x). On en
déduit que f est solution de I'équation différentielle (1 - x)y’ — (2x+1)y =0sur | —1,1[ avec la condition initiale

f(0) = apg = 1. Les solutions de I'’équation :

2x er

1-x3  ~(1-x)3

2x+1 3
y=Cexp(f . dx) = Cexp(f(2+m)dx) = Cexp(Zx—?)lnll—xI) =C
On peut « enlever » la valeur absolue car 1 — x est de signe constant sur ] — 1, 1[ et signe constant fois constante =

constante ou, plus simplement ici, car |1 — x| =1—x sur ] — 1, 1[. Par théoréme d’unicité de CauchyS, on en déduit
2x

f(X):m.

Mines-Ponts PSI 2018 (équivalent d'une suite sous forme de somme) &

n
1
Enoncé 117 Soit p,g > 0. Montrez que Y k”(nn)7 ~ mn””(ln n)9.
k=1

4. Jean le Rond D’Alembert : mathématicien philosophe francais (1717-1783).
5. Augustin-Louis Cauchy : francais (1789-1857). Oeuvre considérable, plus de 700 mémoires. A 'origine de '’Analyse moderne par
rigorisation des limites et de la continuité. Travaux en théorie des fonctions d'une variable réelle et complexe et en théorie des groupes.
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On utilise une comparaison d’aires série-intégrale. On utilise le fait que x — x” " car p > 0.

k k+1 nP+l
szl,f xpdxskpsf xPdx =
k-1 k p+1

_(n+1P -1
B p+1

n n n+l
:f x”dxsZk”s[ xP dx
0 k=1 1

(n+DP*-1  prtl
p+1 p+l°

d’bord une division puis une limite lorsque n — +o0:

On a Comme on n’'a pas de théoreme d’encadrement par des mémes équivalents, on effectue

p+1 norp p+1 _
n /p+1< k=1 <((n+1) 1)/;9-%1_’1

nP*lp+1 "~ nPHl/p+1 "~ nP*l/p+1
n p+1 n np+1 In9n
Du théoréme d’encadrement de limites, on déduit ) k” ~ puis Y k"(nm)?~———
- p+1 - p+1
k=1 k=1
CCP PSI20182011 - IMT PSI 2016 (série a terme récurrent) —u

Enoncé 124  Soit (u,) définie par uge Ret VneN, u,q =
1) Montrez u,, — 0 et déterminez la limite de (nu,). (2011 : donnez limite de u,,)
2) Nature des séries de terme général u, et (-1)"u,?

e U1 ]

1) On aimmeédiatement u,,; = 0 puis 'encadrementVn=1,0<u, = < — qui ameéne u;, — 0.
n

Ensuite on écrit (n+ 1)ty = e % — €% = 1 soit limnu, = 1.

1

2) De la question précédente, on déduit u, ~ — qui améne immédiatement la divergence de la série }_ u;,.
n

-n" (="

Un n
n’est pas constant : on peut avoir une série alternée convergente équivalente a une série alternée divergente (j’ai

On peut aussi écrire

mais je rappelle que le critére d’équivalent ne s’applique pas ici car le signe

donné un exemple dans le cours). On peut d’ailleurs préciser que c’est bien une série alternée car u,, est de signe
constant. Normalement on commence par essayer le CSSA mais ici démontrer la décroissance de |uy| est diffi-
cile.L'idée est alors de faire un développement asymptotique de u, en utilisant la méthode des équivalents « suc-
cesssifs». Je rappelle I'idée, utile lorsque I'on ne peut pas faire un développement directement, comme c’est le cas

pour une suite récurrente comme ici. on esssaye :
Up ~%a, puisu,—a,~?b, puisu,—a,—b,~%, = up=a,+b,+c,+o(cy)
On écrit doncici :

ek el (-)" _ (-1)"

n n n

-1 n -1 n+1
=D"uy =(-D" ~ =D X(—un—l)N%

(e -1)

On a utilisé e* -1 ~,_.g uavec uy_1 — 0. On a alors : u,, =

(_ 1) n (_ 1) n+1 1
et o( )
n n?
—— Y Y=
a b, Cn
La série )_ a, est convergente par le CSSA, la série )_ b, est convergente absolument par Riemann 6 etlasérie Y. ¢,
est convergente comme « petit 0» d'une série positive convergente (c’est un critére). On en déduit que la série

Y. (-1)"u, est convergente.

6. Bernhard Riemann : mathématicien allemand de génie (1826-1866). Travaux fondamentaux sur les fonctions analytiques, la théorie
de l'intégration, la géométrie différentielle. Sa fonction { donne des indications sur la répartition des nombres premiers.
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CCP PSI 2018 (développement en série d'une intégrale)
Enoncé 139

+too cost
1) Montrez la convergence de I = - dr.
. 0 l+e
+00 (_1)}1— n
2) Montrez que I = —
) 1 ,12::1 1+ n?
e +%° cost ,
1) Laconvergence del'intégrale I = ool dt résulte de :
0 e

f@
e f continue sur [0,+00].

e |f(D=

permet de conclure a I'intégrabilité de f sur [1,+oo] .

~+00 € '. Le critére de majoration des fonctions positives et le critere t £ () : im, o £ f(£) =

2)
) 2 - 3
+oo cost " cost e fcost . L _ oo _
I:f : "‘“f — - — = e tcostZ(—l)"e ntde
o l+e e t+1 10,+00f € F+1 10,+00[ n=0

+o0 +00 (4) (5) +oo N
:f > (-1)"cost eVl dr f lim an(t)dt = lim f Y fu(nde
0 n=1

N—>+oo
n=0" fal0
(©6) +00 +00 @) 4o n +00 n-1
~~ n —(nAD)t 3, A =D "(n+1) _ =1D)""'n
=" lim pdt = —-1)"coste dt "= =
Na+ooZ Inl0 Z =D = (n+1)%2+1 [z n?+1

* (1) Cette astuce est obligatoire en anticipant le développement du (3) : on a e ! <1 mais pas el <1.

* (2) Jerappelle qu'a partir du moment ou une intégrale existe (ou converge), on a f[ abl f= f]a bl f. Cette astuce

est aussi en anticipant le développement du (3) ol il faut —1 < e~! < 1 ce qui impose ¢ # 0.

*(3) On utilise le développement ensérie entiere 1 = f;(—l)"u” valide pour |u| < 1. On a bien |e”!| < 1,
pour 7€ |0,+00].

*(4) Lethéoreme usuel d’'intégration terme a terme ne « marche» pas bien : il est difficile de démontrer que la
série Y. [;|f,| converge. On va donc utiliser le théoréme de convergence dominée de Lebesgue ’.

*(5) Lethéoreme de Lebesgue s’applique car :

* On a bien la convergence simple de 227:1 fn(2), pour tout t € ]0, +oo[ (lorsque N — +o00), puisque

cette série converge puisqu’elle vient d'un développement en série!

e Domination :

Z( 1) cos £ e~ | cos fle t|l—(—1)N+le—(N+1)t‘<e—l‘x(1+1)
=0 1-(—e™ 9 l1+e?

e =)

¢ est bien intégrable sur |0, +oo [ en vertu du critere 7 f(¢).
* (6) On peuticiintervertir I'intégration et la somme car la somme est finie.
* (7) Cecirésulte du calcul de I'intégrale :

+00 +00 . +00
f cost e MDIqy =f Re (e')e~ "D d¢ =f
0

+00
Re (et(i—(n+l))) _ %e(f plli=(n+1) dt)
0 0 0

plli=(n+1) . 4

= §Re( lim

Aam[m]o):%(ﬁ)z ( e )= s

n+12+1) (m+12+1

7. Henri-Léon Lebesgue : mathématicien francais (1875-1941)
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A(i—(n+1

La limite de la fonction complexe e ) lorsque A — +oo vaurt bien 0 car en passant au module, on

obtient |eAU~(1+D)| = p=(n+ DA,

CCP PSI 2018-2015-2014-2013 (équivalent d’'une suite-intégrale)

Enonce 161

. . _ [Fe° sin(t/n)
Soit, pour n e N*, I, =

PEYo) dt. Justifiez I'existence de I;,. Déterminez lim I, puis un équivalent de I,,.
0

+toosin(t/n
1) Laconvergence de I'intégrale I, = f (—2) dt résulte de :
0 t(1+t%)
——
fu()
* fnest continuesur |0,+oo|.
t/n
o fn(t) ~o o Bl fn se prolonge en une fonction continue sur [0,1] et est donc intégrablesur |0,1] .
x n
1

o |fa®] = m ~ 400 3 Le critere de majoration d'une fonction positive et le critere de Riemann® (a =3 >

1) permet de conclure a I'intégrabilité de f, sur [1,+oo] .

2)
* convergence simplede (f,) :
Pour tout t € |0,+00| ,% — 0, donc f;(t) — 0. On en déduit que la suite de fonctions (f;;) converge sim-

plement vers la fonction nulle sur |0, +oo .

Hypothése de Domination :

\#/n] 1 1
| fa(D] < ) = TR < T intégrable sur |0, +oo|

Le théoréme de convergence dominée de Lebesgue’ permet de conclure lim I,, = O+°° 0=0
sin(¢t/n)

%) Onécritnl, = [ ————

) U0 (i1 + 12)

| ——

gn(t)
* FEtude de la convergence simple de (g,,) :

dz. Appliquons a nouveau le théoreme de convergence dominée :

sinu
u

=1, on en déduit que g, () — Flzz = h(1).

pourtout t € |0,+00 [, comme £ — 0 et en rappelant limy
la suite de fonctions (g,) converge donc simplement vers & sur |0, +oo.

* Hypothese de Domination :

itinl 1
tn(l+12) 1412

|gn(0)] < intégrable sur | 0,+oo |

+00
Le théoréme de convergence dominée de Lebesgue’ permet de conclure lim nl,, = f g(1)dt = [arctant] g =

0
T i T 71
—, pui ~—=—,
g PUSIn=5 %

Mines-Ponts PSI 2018 (prolongement C' d’une fonction-intégrale)

¥ q
Enonce 162 Soitf:x—»f —dt.
x Int

1) Montrez que f est prolongeable par continuité sur R*.
2 ) Montrez que le prolongement continu de f est de classe C! sur R** mais pas sur R*.

6. Bernhard Riemann : mathématicien allemand de génie (1826-1866). Travaux fondamentaux sur les fonctions analytiques, la théorie
de l'intégration, la géométrie différentielle. Sa fonction { donne des indications sur la répartition des nombres premiers.

7. Henri-Léon Lebesgue : mathématicien francais (1875-1941)

7. Henri-Léon Lebesgue : mathématicien francais (1875-1941)
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1) Rappelons que l'intégrale |’ ; f existe des que f est continue par morceaux sur le segment [ a,b| . Commen-
cons par remarquer que ¢ > 0 entraine x > 0. Puis, 1 étant continue sur D = 0,1 U ] 1,+oo[, f est définie des
que [x, x? | € D. Le lecteur comprendra que ceci est vérifé pour x € D. Par conséquent f est définie sur au moins
D et n’est clairement pas définie en 0 et 1, donc finalement définie sur D.

Je rappelle le théoreme qui dit que si f est continue par morceaux sur un intervalle I, que a € I, alors 'application
x — [ f est continue et dérivable sur I de dérivée f(x) (puisque c’est la primitive qui s'annule en a). En prenant
icia= % €]o,1[ etG:x— [}, lfl—[t, on sait G continue sur |0,1[ . En remarquant, par l'utilisation de Chasles®,

3

que f(x) = G(x?) — G(x), on en déduit que f est continue sur |0,1[. Raisonnement identique avec a = 5 sur

]1,+00][ . f est donc continue sur D.

f se prolonge en une fonction continue sur R* ssi elle admet des limites finies en 0 et 1.

En x = 0, on utilise le théoréme des accroissements finis : G est dérivable sur [x,x?|, par conséquent il existe

2 _
x<c<x*telque f(x) = G(x*) - G(x) = (x** - x)G (c) = xln Cx' Un encadrement donne :
-x x*-x < o) < x% -
——=——=<fx<
2lnx  In(x?) Inx

2

0
= —— =0, on en déduit lim, f = 0.

X
Comme lim
0 Inx —00

Cette méthode ne « marche» pas pour x = 1, le lecteur vérifiera qu'on encadre par 2 limites différentes % et1.On

va utilise la méthode du développement : On développe ﬁ au voisinage de 1 : on pose u = t — 1 puis

1 1 1 1 1

Int In(1+w) - u—%u2+o(u2) -

1(1+1 +o0(u)) Lo
— —u+o(u))=——+—-+o0
u, 1 u -1 2
1—5u+0(u)
———r

-0

Comme lorsque x — 1, le segment [x,x*] est dans un voisinage de 1 aussi proche « que l'on veut » on peut
remplacer la fonction par son développement a l'intérieur de I'intégrale :

x? 2

B xz 1 1 3 x2 1 5 B xé —
f(x)_fx (m+§+0(1))dt—[ln|t—ll]x ol —x)+fx odr = In|——

+%(x2—x)+k(x)

=ln(x+1)—In2 —0

Montrons lim; k(x) = 0 et on aura prouvé lim; f(x) = In2. Par définition, pour ¢ assez proche de 1, |o(1)| < €. Donc

2

2
pour x assez proche de 1, on peut écrire |k(x)| < fx edf = (x2—x)e<lxe puisque x“ — x — 0. Le résultat est

X
donc acquis.

2) Je rappelle le résultat suivant, souvent appelé « théoreme du prolongement » C! : si f est continue sur un
intervalle I mais seulement C! sur I — {a} et quelim, f'(x) existe et est finie (et vaut ¢) alors f est C' sur I (et on
a f'(a) = £). On a aussi I’extension suivante : si lim, f’(x) = +oo, alors f n’est pas dérivable en a. Si, par contre, la

limite de f’ n’existe pas en a, on ne peut pas conclure.

On aici f continue sur R* et C! sur D = R—{0,1} puisque f(x) = G(x?) — G(x) amene f'(x) = 2xG' (x*) — G'(x) =

2x 1 _ x-1
In(x2> Inx ~ Inx

lim, ﬁ—j = 1. Par conséquent, f (prolongée a R*) est C! sur R*.

qui est continue sur D. On aimmeédiatement limg f’ = 0 et par un équivalent simple en 1,lim; f'(x) =

8. Michel Chasles : mathématicien francais (1793-1880). A introduit en géométrie les grandeurs orientées. Auteur d'un Aper¢u historique
sur lorigine et le développement des méthodes en géométrie.
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Centrale PSI 2018 (limite de suites-intégrales) §

Enoncé 16%  Soient, pour n e N*, I, =f

0 cos(t/n T psin(t/n
#dt tJ,= f ( )dt. Déterminez les limites de
0

o t"+r2+1 M+ +1
(In) et (Jpn).
to cos(t/n +oo
limI, = f ( ) f= [arctan t] =— resulte du théoréme de Lebesgue” :
0 t” + tz + l o 1+
fn(t

* Etude de la convergence simple de (f,,) :
Pour tout £ € |0,+00[, £ — 0 donc cos(£) — 1. Par contre, la limite de t" dépend de la position de ¢ par

rapportal:

1
2+1

fa@®— f) 11 sir=1

1 .
TO—O sit>1

si0<t<1

intégrable sur |0, +oo.

1
e Domination: VneN, HN<s———
Ol 5

o0 psin(t/n)
"+ 12 +1
———

&gn(1)

On applique également le théoreme de Lebesgue pour J,, = f
0

* Etude de la convergence simple de (g,,) :
Pour tout £ € |0, +00 [, on a nsin(+) ~ nt = ¢. Par conséquent :

t
t2+1 2+1°

* Pourt=1,8,(1) ~ 3 — 3.

e PourO<t<1, gn(t)

e Pourt>1,g,(2) ~ ——»0

1 si0<t<1
La suite de fonctions (g,) converge simplement sur |0, +oo | vers la fonction g() = % sit=1
0 sit>1
* Domination :
nxL t
= 5 si0<r<1
. (f+ t“+1 1+t¢
(t)‘ nsm(t/n)|< 0 o1
=|— < =< — sit=
&n el ? 3
nxit t

sit>1

B+2+1 B+2+1
On aappliqué |sinu| < |u| et t" = 3 pour ¢ > 1 (et n = 3). On notera que z2 T n'est pas intégrable sur 10, +00]|
d’ol la majoration en « par morceaux». On n’'oublie pas de conclure que ¢ est bien intégrable sur ] 0, +oo

car continue par morceaux sur [0,+o0o[ et ~oo tiz
+o00 1
Onconclutparlim]n:f g= P dt—[ Inj1+1¢ |] _—ln2
0 0

IMT PSI 2018 (intégrale de Frullani)
+00 =X _ e—Ax

Enoncé 170 SoitF:)L—»f —dx.

0 X
1) Déterminez le domaine de définition de F.

2 ) Montrez que F est de classe C! sur tout intervalle [ a, +oo| et calculez F’ puis F.
+00 e—bx _emax

% ) En déduire, pour a, b > 0, la valeur de f —dx.
0 X

7. Henri-Léon Lebesgue : mathématicien francais (1875-1941)
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) . +00 e—t _ e—xt
1) Afin de se retrouver en « ferrain connu», on change le nom des variables : F(x) = f — dr
0 ———
fx0
e t— f(x, 1) est continue sur |0,+oo[, et ce pour tout x € R.
I-t+o0()-AQ—-xt+o0(1) (x—-1t .
e FEtudeenO: f(x,t) = " ~i=0 = x—1etce, pourtout x € R. On en déduit
que I'on peut prolonger en une fonction continue en ¢ = 0, d’ou1 'intégrabilité sur 0, 1]..
e’ ,
— six>1
t —Xt
 Etude en +co : On rappelle e?! = 0+00(ePt) < a < b. Par suite : F,8) ~imr00{ —€ six<l
0 six=1

Lutilisation du critere t?g(t) amene 'intégrabilité sur [1,+oo[ pour x > 1 puisque lim. tze—;t = 0, pour

A . . 2, 1 P . —_ —Xxt
0 < x =1 pour la méme raison et la non intégrabilité pour x <=0 car lim, t”zeT = —o0.

Le domaine de définition « correspond» a x > 0, soit Def F = R**.

2) Appliquons le théoréme C! d’'une intégrale a paramétre sur I = | 0, +oo [ & F. D’abord on constate que F admet
(_ t) _ e—xt

e . S . of —xt
une dérivée partielle par rapport a x et ceci pour x >0 et 1€ |0, +oo[ : == (x,1) = =e .

* Vxel,x— f(x,1) est continue par morceaux et intégrable sur |0,+oo[ (Q1).

0
e Vxel,x— G_f (x, 1) est continue par morceaux sur | 0,+oo.
X

0
e Vre]0,+o0[,t — 6—f(x, t) est continue sur I.
X
e Domination :

—at

vxe[d,b]c]0,+oo[,Vt€]0,+oo[,‘%(x,t)‘:’e—xt e

Cette fonction est bien intégrable sur |0, +oo [ car a > 0 (critere > g(1)).

+00 —Xxr0to

On peut alors écrire F'(x) = f e ¥ =
0

e

=3 puis F(x) = In|x| + cste. On a immédiatement F(1) = 0,

—X Jt=0
soit F(x) =1lnx.

%) Le changement u = bx du = bdx bijectif et C! de |0, +oo[ sur ]0,+oo[ ameéne

+ -bx _ ,—ax + -u_ ,—%u
fooo—e xe dx=foooe ue ’ du=F(%)=ln(%)

CCP PSI 2018 (temps d’attente au guichet)

ENnoNcE 212  Trois individus A;, A, et Az se présentent dans un bureau de poste comportant 2 guichets. Les

individus A; et A, sont pris en charge des leur arrivée, Az doit attendre que A; ou A ait fini pour passer a son
tour au guichet. Le temps passé au guichet par A; est noté X; (1 < i < 3); on suppose que chaque X; suit une loi
géométrique de parametre p. On note Y le temps d’attente de A3 avant son passage au guichet.

1) Pour k € N, déterminez P(Y > k). Donnez la fonction de répartition de Y.

2) Soit Z le temps total passé par Az ala poste. Donnez laloide Z.

% ) Déterminez le temps moyen passé par Az ala poste.

1) X; estle temps d’attente de A; et Az attend que 'un des deux ait « fini», donc Y = min(Xj, X»). Comme on a
min(x,y) >k < x> kety>k,ilvient pour tout ke N:

1) 2)
PY>k=P((X1>HX2>k) = PX1 >k xP(Xp>k) = (1-p*a-pr=a-p*
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* (1) Résulte del'indépendance de X, et X,, temps passé au guichet des individus A; et A,.

*(2) Comme X; — ¥(p),I'événement (X; > k) est!'événement {avoir k échecs en k premiers essais }. Par suite
P(X;> k) =(1-p*

2) Je vous laisse réfléchir au fait que Z = Y + X3. On en déduit Z(Q) =N* + N* = [[2; +oo [ . Ensuite on écrit :

W - @
Vnz2, P(Z=n) = P(U¥=bhnXs=n-k) =" Z (Y=knXz3=n-k)
k=1 k=1

Us

(3) n—1 (4) n-1
Y PY=kxP(Xs=n-k) = Z( -1 - p)*F) x p(1 - p) R

k=1 =

n-1 n-1 n-1 n-1

k=1 k=1 k=1 k=1

L1-0-p! -(1-p! 2 2n-3 2n-1

— 1— n-2- \»- F/ 1— - - K n— 1— n— _ n+ 1— n
pU=p)" - oy S A p P e e A p)

¢ (1) Les limites du symbole union sont dues au fait que Y et X3 étant a valeurs dans N*, on a a la fois k = 1 et
k=1

*(2) Lesévénements Uy sont incompatibles entre eux, carsi Y = k, onn'apas Y = k/, soit Uy n Uy = @.
* (3) Lesvariables aléatoires Y temps d’attente de Az et X3 temps de passage de A3 sont indépendantes.

4 Ona(y=k=(>k-1)-(Y > k) et comme (Y > k) c (Y > k—1), on en déduit P(Y = k) = P(Y >
k—1)-P(Y >k)

%) Il faut comprendre que le temps moyen passé par Az a la poste est'espérance E(Z). Comme la varaible Z est
discrete dénombrable, il faut normalement d’abord prouver la convergence absolue de ), nP(Z = n). La valeur
absolue du terme général de cette série se majore par 4 séries du type ) nx" avec 0 < x < 1 qui converge, d’apres
d’Alembert par exemple.

+00 +00 +00 +00 +00
EZ)=Y nP(Z=m=) n(1-p" 2= n1-p*">-Y n1-p"+ Y nd-p**!
n=2 n=2 n=2 n=2 n=2
1 +00 1 +00 +00 1 +00 ovn—1
— > nd-p)" - Z n(-p)" -a-p Y na-p"t+a-p Y n(a-p?)
1 ) n=2 n=2 n=2
Q1 1-p2 1 (p-DA=pP+2p+]) 1-p? (p-D2(=p*+2p+1)
= 2 2 2 —A=p)——+10=-p) 2 2
I-p p l1-p p-((2-p) p p=((2-p)
_ .. _.3-»p
p2-p)
+00 +00 1 2x_x2
Le (1) résulte du calcul Z nx" 1= Z (x™' = (1— -1 —x) = W, la dérivation terme a termé étant justifiée
n=2 n=2 - - X

sur]-1,1[,car R=1.
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Ensam PSI 2018 (trois enfants jouent a la balle)

Enoncé 214 Trois enfants A, B et C jouent a la balle :

* A envoie la balle a B avec une probabilité de % eta C avec une proba de %.

* B envoie la balle a A avec une probabilité de % et a C avec une proba de i.

* C envoie toujours la balle a B.
On note ay,, by, et ¢, les probabilités que A, B ou C ait la balle a la n-ieme étape.
1) Exprimez a1, by+1 et 41 en fonction de ay, by, et ¢j,.
an+1 an
2 ) Trouvez une matrice M telle que | by | = M| by, |.
Cn+1 Cn
% ) Déterminez la limite de (ay, b, ¢;) quand n — +oo et montrez que cette limite est indépendante des condi-
tions initiales. deraille

1) Onnote A, (rp. By, Cy) I'événement « A (rp B, C) possede la balle a l'étape n ». Par définition, a, = P(A;). On
constate que (A, By, Cp,) est un systéme complet d’événements : A, UB,, U C,, = Q car ou A ou B ou C possede la
balle et les événements sont incompatibles car, par exemple, si A posséde la balle, alors B ne la possede pas. On

écrit alors la formule des probabilités totales a Ay 41 :

P(Ap+1) = P(Ap+11An) X P(Ap) + P(An+1|Bp) x P(By) P(Ap+11Cp) x P(Cp)
—_—— Y — ) Y

0 an 3 by, 0 Cn
4

On entire a;41 = %bn. De méme on trouve b1 = %an +cyetcepe) = ian + ibn.

2)
an+1 an 0 3 0
OnadoncUy+1=|byy1 | =M| b, | avec M = }1 3 0 4
Cn+l Cn 1 1 0

%) Dela question précédente, on tire immédiatement U, = M"Uj. Il faut donc calculer M".

Je rappelle qu'une méthode classique est de diagonaliser (si M est diagonalisable) puis d’écrire M" = PD"P~!,
D" est alors facile a calculer car c’est la matrice diagonale de ses coefficients a la puissance n. Ensuite, si lim D"
existe (je vous laisse réfléchir qu fait qu’elle n’existe que si les valeurs propres vérifient |A| < 1 ou A = 1). Ensuite

lim M™ = Plim D" P}, en utilisant la continuité de M — PMP™! car linéaire en dimension finie.

Une deuxieme méthode pour calculer M" est de trouver un polynéme annulateur (si possible, de degré le plus
petit possible). On calcule ici (je ne mets pas les détails) y(M) = A3 — %/1 - % =A-1HA+ i)(/l + %). Un poly-
ndéme annulateur de M est donc P(X) = (X - 1)(X + i)(X + f‘—l) (je vous laisse réfléchir au fait qu'il est le plus petit
degré possible). Ensuite le théoréeme de la division euclidienne de X" par P(X) amene X" = Q(X)P(X) + R(X) =
QX)P(X)+ anX?+b,X+cy, (E). On en déduit (comme P(M) = 0), M" = a, M?>+b, M+c,I.Le lecteur réfléchira au
fait que les ay, by, ¢, (comme les coefficients de la matrice M” sont des combinaisons linéaires des valeurs propres

ala puissance n; d’apres la remarque précédente, on en déduit que lim a;,,lim b, lim ¢, existent. On utilise (E) :

1" =  ap+bytcy 1 = lima,+limb, +limcy, lima, = 3
(_Tl)” = %an—ibn+cn =4 0 = %liman—ilimbn+limcn — { limb, = %
3w _ 9, _3 _ 97 37 . . _ 1
()" = 1gan—3bntcn 0 = sglima,-3$limb,+limc, lime, = 3

Le plus simple pour résoudre le systéme est d'utiliser la méthode du pivot de Gauss°.

9. Carl Friedrich Gauss : allemand (1777-1855). Contribution fondamentales en Théorie des Nombres et Géométrie.
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Mines-Ponts PSI 2018 (probabilité matrice diagonalisable)
ENnoncé 217  Soit Y une variable aléatoire a valeurs dans Z telle que P(Y = k) = P(Y = —k) pour tout k € Z et

0 Y 1
que | Y| suive une loi de Poisson. Onpose A=Y 0 1].
Y 1 0

1) Donnez la loi du rang de A.
2 ) Calculez la probabilité que A soit diagonalisable.

1) On constate déja que rg A # 0 car A # 0 puis rg A = 2 car C, et C; sont visiblement non colinéaires. Si on pose
la varaible aléatoire Z = rg A, on a donc Z(Q) = {2,3}. On se rappelle alors que, mathématiquement, rgA =3 <
det A # 0. Un calcul immédiat donne : det A= Y (Y + 1). Par suite :

@) @®)
P(Z=2)=P((Y=0)u(Y=-1)) = P(Y=0)+P(Y =-1) = e_’1+§e_’1/l

$(2) Lesévénements (Y =0) et (Y = —1) sont clairement incompatibles.

/10
P(Y=0)=P(Y|=0)=e * - =¢?

ol
1,7

1 1
P(Y=1)= (P(Y:1)+P(Y:—1)):EP((Y:I)U(Y:—I)):zP(llel):Ee 5

1
2
1l est ensuite maladroit de calculer directement P(Z = 3) caron écrit P(Z=3)=1-P(Z=2)=1-e * A+ %).

2)
Le calcul du polyndéme cacactéristique de A donne immédiatement y 4 = (A + A2 -A-Y - Y?). On calcule le
discriminant : A = 1 +4Y +4Y? = (1+2Y)? > 0 car Y(Q) = Z donc les racines sont distinctes —Y et Y + 1. On
doit ensuite regarder si la dimension de ’espace propre de chaque valeur propre est égal a sa multiplicité. Mais
attention au piege, on pourrait avoir une multiplicité douvlesi—Y =—-lou Y +1=-1,s0it Y =1,-2.

* Y #1,-2. Les 3 valeurs propres sont distinctes (donc de multiplicité 1) soit A est diagonalisable.

e Y =1. -1 est de multiplicité 2. Il est maladroit de calculer I'espace propre : on fait un calcul de rang car

1 11
dim Ker(A+1)=2 < rg(A+0)=1:A+I=|1 1 1|.Cestclair!
1 11
1 -2 1
e Y=-2r1rg(A+D=1g|-2 1 1|=2.An'estpasdiagonalisable.
-2 1 1

1 1 _, A2
P(A diagonalisable) = P(Y # -2)=1-P(Y =2)=1— EP(IYI =2)=1- ze‘ﬁ?

22



	1  -  Ensam PSI 2018 - ENTPE-EIVP PSI 2009 (morphisme d'applications continues) 
	2  -  ICNA PSI 2013 (endomorphisme symétrique de matrices) 
	9  -  Ensam PSI 2018 (matrice nn creuse) 
	10  -  CCP 2018 (diagonalisabilité matrice par blocs) 
	24  -  Ensam PSI 2013 (endomorphisme cyclique et commutant) 
	26  -  CCP PSI 2018 - Mines-Ponts PSI 2017 (diagonalisabilité d'une matrice par blocs) 
	35  -  Mines-Ponts PSI 2018 (diagonalisabilité de A2 et A) 
	36  -  Centrale PSI 2018 (nilpotence et trace des puissances itérées) 
	80  -  Centrale PSI 2018 (racine carrée matrice symétrique) 
	100  -  CCP PSI 2018 (distance à un sev) 
	111  -  CCP PSI 2018 - ENSEA PSI 2015 (somme d'une série entière) 
	115  -  Mines-Ponts PSI 2018 (équivalent d'une suite sous forme de somme) 
	124  -  CCP PSI 2018 2011 - IMT PSI 2016 (série à terme récurrent) 
	139  -  CCP PSI 2018 (développement en série d'une intégrale) 
	161  -  CCP PSI 2018-2015-2014-2013 (équivalent d'une suite-intégrale) 
	162  -  Mines-Ponts PSI 2018 (prolongement C1 d'une fonction-intégrale) 
	163  -  Centrale PSI 2018 (limite de suites-intégrales) 
	170  -  IMT PSI 2018 (intégrale de Frullani) 
	212  -  CCP PSI 2018 (temps d'attente au guichet) 
	214  -  Ensam PSI 2018 (trois enfants jouent à la balle) 
	215  -  Mines-Ponts PSI 2018 (probabilité matrice diagonalisable) 



