CCP PSI 2017 (matrice n x n et polynébme caractéristique)

a dy ... Qa4p
ay 0 0
ENnoNcE2  Soit ay,...,a, € C avec az # 0. On définit A, = | . .
a, 0 ... O

1) Onnote y, =det(XI, - A,). Calculez y» et x3.
2) Montrez que y, est divisible par X" 72,
n
%) Montrez que y, = X" 2(X?~a;X—B)avecB=)_ a;.

k=2
4) Onsuppose B = 0. La matrice A, est-elle diagonalisable?

7 ) Onsuppose B # 0. Donnez une condition nécessaire et suffisante pour que A, soit diagonalisable.

1) On calcule trivialement la régle de Sarrus pour I'ordre 3 :

X—-a -a

=X2—a1—a§ X3s=| —a X 0 =---:X3—a1X2—(a§+a§)X
—ay X

o]

2) Comme ay # 0, on peut écrire pour toute colonne Cy avec k=3 :

ay ag
Ck: (ak!O’-«-’O) = _(a2)0)~-~)0) = _CZ
ay ay

Par conséquent rg A = rg(Cy, Cy,...,Cy) = rg(Cy, Cy) = 2 car C; et C, sont visiblement non colinéaires (a cause de
ap #0). Il suit dim Ker A = n—2 et donc la multiplicité de 0 dans le polyn6me caractéristique vaut u(0) = n—2. Or

par définition, X*© / y,,. Il suit X" 2 / y,,

n
% ) Montrons par récurrence sur n=2, 2(n) 1y, = X" *(X*-amX- ). a}):
k=2

o P2 vrai: yo=X?—a1—a5 = XX - X -Yi_,d%)

o P(3)vrai: ys=X>-a1 X* - (@3 +a) X=X X* - X -Y¥}_,a%)

e Supposons 22(n) vrai. En développant y 1 suivant la derniére colonne et le deuxiéme déterminant suivant
la derniére ligne (on rappelle que le signe devant le coeff est (~1)"*/ oi1 i (rp j) est I'indice de ligne (rp de

colonne) du coefficient :

X—-ay —-a —as ... —apsl -ap X 0 ... O
—ay X 0 0 —as 0 X
Xna1=| —as 0 X = (1" (—au41) ol+Xxn
0 -a, 0 X
a, 0 .. 0 X —ap. 0 0

= D™y (D" Cap) X"+ X (X2 - X - Y ad)
k=2

n n+l1
:Xn—l(_aiﬂ_i_xz_alX_kX: ai) :Xn+1—2(X2_a1X_kZ: “i)
=2 =2

2 (n+1) est donc vérifié.

4 ) Attention on est dans C. La matrice est symétrique mais complexe, on ne peut donc rien en déduire. De méme

B =0 est une somme de carrés nulle mais de complexes, on ne peut donc rien en déduire non plus. Revenons au



polynome caractéristique : ona y, = X" 2(X? — a; X) = X" 1(X - a;). 0 est donc une valeur propre de multiplicité
n—1 alors qu’'on a déja vu que la dimension de I'espace propre associé, cad Ker A est de dimension n—2. An’est

donc pas diagonalisable.

%) Si B # 0, remarquons que 0 n’est pas racine de X? — a; X — B, par conséquent 0 est bien une valeur propre de
multiplicité n — 2 et on sait que son espace propre est de dimension 2. Ok pour cette valeur propre.
Etudions selon les racines de I’équation du second degré :

e A #0. Léquation X? — a; X — B admet donc deux racines distinctes, donc 2 racines de multiplicité 1 (et
différentes de 0). On sait alors, que dans ce cas, 'espace propre est nécessairement de dimension 1. Par
conséquent pour les 3 valeurs propres, la dimension de I'espace propre est égale a la multiplicité, donc A
est diagonalisable.

* A= af +4B = 0. Remarquons alors que comme B # 0, nécessairement a; # 0. On sait que la racine double,
c’'est-a-dire la valeur propre double vaut 1 = %. A sera diagonalisable si la dimension de I'espace propre

associé, cad Ker (51— A) est 2. Regardons donc son rang :

—a1/2 —a —a3 ... —0ap+1
—ay 611/2 0 0
2y 0 a2
—1-A=] —a a
2 3 1
0
an 0 0 a/2

On voit immédiatement, comme a; # 0, que les colonnes Cy,...,C;) sont libres (par exemple par le coté
triangulaire comme dans la méthode du pivot de Gauss), par conséquent rg(%] —A)=n-1etdoncla
dimension du noyau ne peut étre égale a 2 : A n’est pas diagonalisable.
CCP PSI 2017 (morphisme M — AM)
Enoncé 17  Soit Ae 4, (R). On définit f

n
Conclusion: Aestdiagonalisablessi B #0etA = a;+4B = a5 +4 > ai #0 1) Montrez que f4 est un endomorphisme ¢
k=2 2) Montrez que si A2 = A, alors f4 est un pr
%) Montrez que A est diagonalisable ssi f4 1

1) fa estclairementlinéaire (il faut savoir le dire) et endomorphisme résulte du fait que si A et M sont des matrices

carrées réelles d’ordre n, alors AM en est aussi une.
: 2 _ .
2) fa estun projecteur car f = fa car:

VMe Muy®R), fz(M) = fa(fa(M) = Afa(M) = AAM = A*M = AM = fa(M)

%) Question un peu difficile sans autre indication. On peut commencer par remarquer que de méme que plus
haut, on a montré que fﬁ (M) = A>M (1a on ne se servait pas de 'hypothése A matrice de projection), par ré-
currence immeédiate on montrerait que f f (M) = AP M. Puis par combinaison linéaire, par exemple, a f /’; (M) +
,BfZ(M) = aAPM + BATM = (a AP + BAT) M. Ensuite en remarquant que un polynéme P = ap+ ay; X +--- + ap X"

n’'est qu'une combinaison linéaire des X k ona:

P(f) (M) = apld(M) + ay fa(M) + -+ + ap f¥ (M) = agIM + ay AM + -+ + a, AP M = P(A)M



Ne pas oublier que pour montrer diagonalisable, on n’a pas que le théoréme qui consiste a calculer les valeurs
propres et a regarder si chaque multiplicité correspond a la dimension de I’espace propre. On a aussi le trés impor-
tant théoréme : A est diagonalisable ssi A annule un polynoéme scindé a racines simples. Démontrons maintenant

la question :

Supposons A diagonalisable. Alors il existe un polyndme P scindé a racines simples tel que P(A) =0. On en
déduit pour toute matrice M, P(fa)(M) = P(A)M =0, soit P(f,) est 'endomorphisme nul. Comme P est scindé a

racines simples, il suit que f4 est diagonalisable.

Supposons f4 diagonalisable. Alors il existe un polynéme Q scindé a racines simples tel que Q(f4) = 0.
Donc pour toute matrice M, Q(fa)M = Q(A)M = 0. Attention a ne pas utiliser un argument du genre : on prend
M # 0, donc Q(A) = 0 car cet argument est faux dans les matrices : je rappelle qu'il existe des matrices A, B non
nulles telles que AB = 0 (des matrices nilpotentes par exemple). Le plus simple ici est deprendre M = I. Il suit

alors Q(A)I = Q(A) = 0. Comme Q est scindé a racines simples, ceci prouve A diagonalisable.

Mines-Ponts 2017 (matrice nilpotente antisymétrique)

EnonNcé 22  Trouvez toutes les matrices réelles nilpotentes antisymétriques.

Montrons d’abord que la seule matrice symétrique réelle S nilpotente est la matrice nulle. on a donc S” =0, cad
S annule le polynéme X". On en déduit que Sp S c {0} puisque 0 est la seule racine de ce polyndme annulateur. S
étant symétrique réelle, elle est diagonalisable : S = PDP~!. Or D est diagonale avec nécessairement des 0 sur la
diagonale, donc D = 0 puis S= POP~! =0

Reprenons 'exercice : soit A une matrice antisymétrique réelle nilpotente, cad A” = 0. Commengons par remar-
quer que si A est antisymétrique, alors A? est symétrique. En effet : /(A%) = ‘A’A = (- A)(— A) = A%, Elle est aussi nil-
potente puisque (A%)" = A2 = (A™)2 = (0. On en déduit A% = 0. Par contre Attention! Limplication A== A=0
est fausse! On peut se rappeler que l'assertion A% = 0 signifie A matrice nilpotente (d’indice 2), donc elle n’a au-
cune raison d’étre nulle. Par contre A> = Ax A= —'AA et I'implication ‘AA =0 = A =0 est elle vraie! Je vous

donne deux méthodes.

Méthode 1 : On se rappelle que si X et Y sont des matrices-colonnes (cad € .#,,1(R)), alors IXY est (I'expression
matricielle du) le produit scalaire canonique de R", puisqu'égal a ¥, x;y;. X X désigne alors la norme eucli-

dienne canonique. Revenons a l'exo, pour tout X € .4, (R),

AA=0 = 'X'AAX = {AX)AX = |AX||?2,, =0 = AX=0

can
Comme AX =0 pour tout X, on en déduit A=0

Méthode 2 : On calcule les coefficients de “AA par la formule-produit :

n n
Vi<,i,j<n, | tAA Z [FAlikAkj = Y AriArj = ['AA]},; = Z A%
k=1 k=1
Lhypothése nous ameéne Z,’Clzl Aii = 0 et comme ce sont des réels, on en déduit Ay; = 0 et ceci pour tous i, k. 1l

vient alors A =0.

Navale 2017 - TPE PSI 2009 (endomorphisme (u(x)|x) =
EnoNcé 28  Soit ue £ (E), E = R-ev euclidien tel que V x € E, (u(x)|x) =
1) MontrezVx,ye E (u(x)|y)=—(xlu(y)) (pasen2017)
2) Etablir Keru et Im u supplémentaires orthogonaux puis rg v pair.




1) Soient x,y € E. LUhypothese permet d’écrire (u(x + y)|x + y) = 0. De la bilinéarité de (x,y) — (x|y) et de la
linéarité de u il résulte :

(ux+ylx+y = (u(J;)Ix) +Hwu(X)y) + wx) + (wPly) =0 = (ux)|y) = -(xlu(y))
0

Remarque : On dit que 'endomorphisme est antisymétrique et on démontre que sa matrice (dans une bon) est
antisymétrique, cad ‘M = — M.
2)Ona Keru L ImucarVxe Keru,y€ Imu, donc y = u(z). la question précédente amene :

(x1y) = (xlu(z) = —(u(x)|z) = —(0|2) =0

Cours : comme les 2 espaces sont orthogonaug, il sont en somme directe : Ker un Im u = {0}. Le théoréeme du rang

dim Ker # + dim Im u = dim E améne immédiatement qu’ils sont supplémentaires cad Keru @ Imu = E.

Remarque : Si2 espaces sont supplémentaires et orthogonaux,cad E=F & Get F L Galorsona F = G* ce qui

est équivalent a G = F*.

On va d’abord montrer, le résultat « classique » pour les matrices / endomorphismes antisymétriques : la seule
valeur propre réelle possible est 0. Soit A une valeur propre de u. Il existe donc x # 0 tel que u(x) = Ax, ce qui amene

(u(x)|x) = A(x|x) = A x|2 =0 = A =0car || x| #0. On a donc démontré Spru c {0}. Attention! réciproquement,

0 peut ne pas étre valeur propre. Le lecteur pourra considérer la matrice antisymétrique A =

1
) dont le
0

polynome caractéristique est y 4 = X + 1.

Im u est (toujours) stable par u car u( Imu) ¢ Imu (I'étudiant réfléchira au fait que pour tout sev F, on a né-
cessairement u(F) ¢ Imu). Selon le cours u induit donc, par co-restriction, un endomorphisme v’ de Imu qui
donc vérifie u'(x) = u(x) puisque c’est une restriction. On rappelle qu’en raisonnant dans C, le nombre de valeurs
propres complexes, comptées avec la multiplicité, est égale a n, cad la dimension de I'espace. Ici, nous allons
montrer que les valeurs propres de u’ sont complexes, donc 2 a 2 conjuguées (car on est dans une ev réel) donc
Im u est de dimension paire donc rg u pair.

Comme u’ est une co-restriction de u, v’ est aussi antisymétrique donc la seule valeur propre réelle possible est 0.
0 est valeur propre de u' ssi Keru' # {0}. v’ étant un erestriction de u 2 Imu, on a Keru/ est une « restriction» de
Ker u a Im u, autrement dit ou mieux dit, Ker ' = Kerun Im u. Comme Keru @ Imu = E, il vient que Ker u' =1{0},

donc les valeurs propres de u’ sont toutes (vraies) complexes.

CCP PSI 2017 (série a terme intégral)

i L n¢
Enoncé 77  On pose, pour tout n€N, a, = — dz.

o 1+1¢
1) Montrez que la suite (a,) est bien définie.

2) Déterminez la limite de cette suite.
%) Calculez ay, + a1 et en déduire un équivalent de a;, (utilisez des encadrements).

+00 +00
4) Prouvezla convergence et calculez la somme des séries Z (-D"a, et Z a.
n=0 n=0

—t"Int

1) ay estbien définie car f, : 1t — =7

est intégrable sur |0,1] car:

* fn estcontinuesur |0,1].



o fu(t) ~o t"Int. Et par application du critere t“ f (t) avec ici a = % <1, commelim;_.q \/ffn(t) =limg U2 0=
0 (croissances comparées), f; est donc intégrable sur |0,1| (remarque : comme limy f;, () = 0, on pouvait

aussi dire que f}, se prolonge en une fonction continue sur [0, 1 ] )

2) On vous demande une limite d’intégrale « avec du n», il faut tout de suite penser au théoréme de Lebesgue '.

Et si c’est une limite d’intégrale « avec du x », appliquer la caractérisation séquentielle (avec Lebesgue).

1 1 1
Par application du théoréeme de Lebesgue, on alima,, =lim f fr®)de = f lim f,,(?) = f 0=0car:
0 0 0
* Etude de la convergence simple de la suite de fonctions (f,) :
Pour0< t < 1,t" — 0 puis f,(t) — 0. Pour t =1, f,,(1) = 0 — 0. Par conséquent, la suite de fonctions (f;)

converge simplement versd la fonction nulle sur ]0, 1].

e Domination : "
—t"Int

1+¢

—Int
<
1+1¢

v0<tsl,Vnel\l,‘ = (1)

@ est bien intégrable sur 10, 1] par continuité et ¢(t) ~gInt et Int I'est (c’est du cours)

3)
1 (74 "y (_n ¢ 1 n+l 11 1 1 n+l 11 1
an+an+1:f ( ) )dt:f —t"Intdt = |-Int + f t"dt = =
0 1+¢ 0 n+l)ly, n+1Jo (n+12], (n+1)>2
tn+l
Onautilisé lipp: u=Intv'=t"u'=-v=
n+1

On demande d’utiliser des encadrements. En fait, c’est a; + a,+1 qu’il faut encadrer. Il faut remarquer que a,, est

une suite décroissante puisque :

Vvo<r<l, "' <t" =

" (-Iny) _ t"(=Inp) _fl " 1(-In1) <f1 t"(—Inr)
1+t 1+t el 1+t Jo 1+r T

On en déduit : 2a,41 < an+ ane1 = ﬁ < 2a,. Linégalité de droite donne et I'inégalité de gauche,

1
2n+1? = 9n
enchangeantn+lenn:a,< ﬁ On divise alors cette double inégalité par # :
1 —a < 1 _ 1/2(n+1)? -
2n+12 " "7 2n? 1/2n2  ~ 1/2n2 "~

L. v . an
Du théoreme d’encadrement, il résulte lim 122 =1 ou encore a; ~
n

4) Ne pas oublier avant d’étudier une série de regarder le signe des termes qui change les criteres a appliquer. On
avua,=0(acausedu —carlnt <0 pour0< t<1). On en déduit immédiatement la convergence de la série }_ a,
par le critere d'équivalent a une série de Riemann a,, ~ #

Quant a ) (—1)"a, c’est bien une série alternée car a, = 0 (Attention au piege toute série du type > .(—1)"a, n'est
pas toujours alternée). On lui applique le CSSA, on a déja vu a, — 0 et a, \,. Un autre critére marchait aussi : la

série est absolument convergente donc convergente puisque |(—1)"a,| = a, ~

W.
Z Z t”( lnt) (” 1+Z°° (- lnt) f —lnt+2°:°t ds fl—lnt 1
a, = _
n= 0 1+t 0 oo 1+t 0 o 1+t1-t¢

Lintégration terme a terme de (1) est licite car :

1. Henri-Léon Lebesgue : mathématicien francais (1875-1941)



* Les f; sont continues et intégrables sur ]0,1] (Q1)

 La suite de fonctions }_ f,; converge simplement sur ]0, 1[ puisqu’on peut simplement calculer sa somme

(pour une fois on n"applique pas de criteres) :

& "(=Int) -Int & —Int 1

+00
Y =Y Y "= = (1)
n=0

= 1+t 1+t 2y l+t1-t

et ¢(1) est bien une fonction continue par morcveaux sur ]0, 11.

por] 1 . L.
e Lasérie ) fo | fn] converge puisque c’est la série Y a;,.

Mines-Ponts PSI 2017 (rayon et somme de série entiere)

+00 6
Enoncé 82  SoientfeRet fiz— ) cos(nb) .
n=1 n

1) Déterminez le rayon de convergence de cette série entiere.
2) Soit x€ [0,1[ . Donnez I'expression de f(x).

1) On constate tout de suite que le critere d’Alembert” ne pourra pas s’appliquer car cos(n0) n’a pas de limite
lorsque n — +oo. 1l faut donc regarder de plus prés pour quels z la série ) a,z" diverge ou converge (on peut
méme regarder pour quels z la suite a,z"” — 0 ou pas, si vous savez bien votre cours). Ceci permet de trouver
le rayon de convergence par encadrement. En fait ici il y a une autre astuce qu ipermet de simplifier un peu
plus I'exo, c’est de se rappeler qu'une série entiére et une série entiere dérivée ont méme rayon de convergence :
donc ¥ cos(n6)z"""! a méme rayon de convergence qui elle-méme a méme rayon de convergence que la série
Y cos(nB)z" (multiplication d'un terme constant z). On procéde ensuite par encadrement :
e On a|cos(nB)z"| < |z|". Or on sait que pour |z| < 1, la série géométrique }_ z" converge. apr critere de ma-
joration d’une série positive (a cause de la valeur absolue), la série Y cos(nf)z" converge absolument donc

converge. Il en résulte R = 1.

e Onregarde pour z =1 la série est la série }_ cos(nf) qui diverge grossierement puisque 1’on sait que cos(n8)
,ne tend pas vers 0. par conséquent, R< 1

Par encadrement, R = 1.

2) On rappelle que le log complexe « nexiste pas». Par conséquent, il faut d’abord dériver avant de passer a
I'exponentielle complexe : la série ). Z—: est la série entiere usuelle —In(1 — z) mais on n’a pas le droit (dans votre
programme)de prendre z complexe pour la formule avec le log. Le fait de dériver va faire disparaitre le n et ce
probléme. On rappelle qu'une série entiere est dérivable terme a terme sur | — R, R[. On peut donc le faire ici pour

x €[0,1[, comme le demande I'énoncé :

+oo +00 ) EL +o0 ]
fl=Y cosn®)x" =Y Re(e)x" ' =) %e((e’e)"x"’l)
n=1 n=1 n=1

@) +oo | . too | . too |
? Re ( Z (ele)nxn—l) = Re (eze Z (etﬂx)n—l) - Re (610 Z (elﬁx)n)
n=1 n=1 n=0

= Re (eie—l. ) = Re —e’G(I _.e i) = Re e’ —x -
1-eifyx [1-eifx|2 (1 - xcos8)? + (xsinH)2

cosf —x
x2—-2xcosf+1

e (1) x"!estréel, on peut donc I'intégrer a la partie réelle Re (az) = a Re (z). Faux si « complexe.

2. Jean le Rond D’Alembert : mathématicien philosophe francais (1717-1783).



*(2) C’est du cours sur les séries numériques. Si une série complexe converge, la partie réelle de la somme

(infinie) est égale a la somme de lla partie réelle.

*(3) On areconnu une série géométrique complete (n = 0). 1l est plus propre de vérifier qu’'on est bien dans le

cas de convergence : en effet |e// x| = |x| < 1.

On s’apercoit que, par « chance», cette fraction rationnelle est presque de la forme % Attention a ne pas oublier

la constante d’intégration (on prend la valeur en 0). On proceéde proprement comme suit :

X

cosf—t 1 1
————  dt=|-=In|?-2rcosO+1|| =—-=In|x*>—2xcosO+1|
t2—2tcosf+1 2 o 2

ﬂm=ﬂm+ﬁ

TPE PSI 2017 (suite de fonctions) §

ENoNcé 90 On définitpour neNet xeR, f,,(x) = To 2l
n*x

1) Etudiez la convergence simple de (f;) sur R.

2) A-t-on convergence uniforme?

3 ) Prouvez la convergence uniforme sur [ a,+oo[ lorsque a > 0.

. . o nx
1) On peut commencer par remarquer que la fraction est bien définie sur R. Pour x # 0, on a f;,(x) ~;—+00 — 3=
nx

1
— — 0. Pour x =0, on a f,,(0) =0 — 0. Par conséquent, la suite de fonctions (f;) converge simplement vers la

nx
fonction nulle sur R.

2) Je rappelle que pour étudier la convergence uniforme d’'une suite de fonctions (f},) vers f sur un intervalle I,
on regarde si le sup sup,;|f»(x) — f(x)| tend vers 0. Pour prouver ceci, on regarde si le sup est « calculable » par
une étude des variations, sinon on essaye comme d’habitude des majorations - minorations.

Ici, on commence par remarquer que f,(x) — f(x) = f,(x) puis que f; estimpaire. Comme on demande d’étudier
la convergence uniforme sans préciser on utilise I'intervalle donné dans la définition de la fonction qui est R et

par imparité ramene a R*. On calcule :

n(l+n%x?) -2n’x(nx) n(l-n?x?
vrem [ ) () _ n( )
(1+ n2x2)2 (14 n2x2)2
1
X 0 T +00
fn + 0 -
0 0

Préter attention au fait que 'on cherche le sup de la valeur absolue donc dans certains cas, ce peut étre en bas du
tableau! Ici, on a immédiatement que supg| f (x)| = fn(%) = % qui ne tend pas vers 0. par conséquent, la suite de

fonctions ne converge pas uniformément sur R.

% ) Il faut positionner a > 0 dans le tableau de variations donc par rapport a % On remarque que % — 0, donc, a
partir d’'un certain rang, % < a (car a > 0). Par suite, le tableau montre que sup xela,+oof | fn) = fnla) —0.1lya

bien convergence uniforme sur [ a,+oo] .



Ensam PSI 2017 (intégrale et développement en série)
Enonceé 100 .
1) Justifiez I'existence de I = f In(x)In(1 - x)dx.
0

+00 1
2 ) Montrez |'égalité I = —_—
) & ,,; n(n+1)2
too 1 71'2
%) Sachantque )_ Pl donnez la valeur de I.
n=1 1

1
1) Lexistence (cad la convergence) de I'intégrale I = f In(x)In(1 — x) dx résulte de :
0 ‘—f_"

f
e Lafonction f est continue sur |0,1] .

* Ftudeen0:
f(x) ~g —xInx.Iciily a 2 facons de s’y prendre : ou on applique le critere x* f(x) en 0 avec a = % < 1etdonc
limg /X f(x) = limg —x%/?In x = 0 par croissances comparées, ou aprés avoir remarqué que limg—xInx =0,
on dit que f se prolonge en une fonction continue en 0. Dans les 2 cas, on a f intégrable sur |0, % ].

* Etudeenl:
Ici, méme si ce n’est pas obligatoire, le plus simple est de faire un changement de variables qui rameneen 0:
u = x— 1. On écrit ensuite : f(x) =In(1 + u) In(—u) ~¢ uln(—u). Par une méthode analogue a la précédente,

on en tire f intégrable sur [3,1].

2)
1 1
f In(x)In(1 — x) dx :f In(x)In(1 — x) dx ”:‘
0 10,1(
Hf (- lnx) Z (- 1nx)dx,(2L P
n A nm+1)?
fa(®)
+00 _ 4N

* (1) On a utilisé le développement en série entiere In(1 — x) = Z qui est licite pour x € [0,1[ (mais pas

n=1

x=1
* (2) Linterversion des symboles résulte de I'application du théoréme d’intégration terme a terme licirte car :

* Les f; sont bien continues par morceaux et intégrables sur [0,1[ (comme plus haut, 'intégrabilité en 0

peut résulter du critere x% f (x).

e Lasérie de fonctions Y’ f;; converge simplement vers In(x) In(1 — x) qui est bien continue par morceaux

sur|0,1[
1
* La série numérique Z f | fn| est convergente : en anticipant sur la suite de la question, on voit qu'on

. 0, .
aura besoin de calculer 'intégrale, alors autant la calculer avant de montrer la convergence, ce sera

xn+1 1
plus facile!. On utilise une intégration par parties: v’ = x" u=Inx v = 1 u'=—:
n x
1 n+l1 1 1 n+lq1
X 1 1 X 1
f x"lnxdx:[ lnx] - f x"dx = - =
0 n+1 o n+lJo n+l|n+1], (n+1)2

2 Lo 1 1 s .
Par conséquent la série )_ fo | fnl vaut }_ 7ieD? Ce qui assure clairement la convergence.

*(3) On autilisé le calcul de I'intégrale fait au (2).



% ) On décompose en éléments simples. On trouve :
1 a b c 1 -1 -1
— =t ——t——— =t ——+————
nn+1)2 n n+l m+1)2 n n+l1 (m+1)2

On calcule a et ¢ par les méthodes usuelles : cad pour a, on multiplie par n et on prend ensuite la valeur n = 0.
Par compte pour b, cette méthode ne marche plus. Le plus simple est de prendre une valeur simple pour n, par

exemple n = 1, et de remplacer dans I'égalité.

Ensuite, on nepeutpas couper la somme en 3 et écrire Zn 1 n(n+1)2 Z;‘xi ,11 Zn 1 n_+1 Zn 1 (n-_i—l)z carles 2

sommes en ﬁ divergent! Il faut procéder comme ceci en téléscopant les termes :

CCP PS12017 2012 (calcul d’intégrale avec partie entiere)
+oo 1 7.[2

Enoncé 102  On admet nX::l P

1) Décomposez en éléments simples (2012 : pas cette question)

238
x(x+1)?%
(1 D!
2 ) Existence et calcul def xE(—) dx =f x [—J dx.
0 X 0 X

2x+1 1 1 1

1) Sans besoin de donner le détail, on trouve: — = — - ——+ ——
x(x+12 x x+1 (x+1)?2

2 ) On utilise une propriété de la partie entiére :

1 1 1 1
ks—<k+1l < E(—):k — ——<x=<-—
X X +1 k
Ensuite, on utilise la propriété de Chasles® : [0,1] = 3,11 U[3, 3] U[1,3]U...

1 1 +oo pllk 1 +oo pllk +00 1/k
fxE(—)dx:Z[ xE(—)dx:Zf xkdx:Zk xdx
0 X k=1J1/k+1 X k=1J1/k+1 k= 1/k+1

1/k

+oo 1t 2k+1 1t 1 1
U o e ) P S v
2 ks lc+1)2 2k = 2k(k+1)2 2k:1k k+1 (k+1)?2
12 1 1 N 1 1 1 1 1 N1 N 1
== + = lim -——— == ———2)+— lim Z——Z—
2 (k+1)? 2N—+oofmk k+1 26 1 2N—+oo Ttk [T k+1
1 (72 1) 1 1 1 72 1 1 72
=—|—-=|+=- 1 =——-—+-=—
216 12) 2N=4ol1 N+1 12 2 2 12

3. Michel Chasles : mathématicien francais (1793-1880). A introduit en géométrie les grandeurs orientées. Auteur d'un Aper¢u historique
sur lorigine et le développement des méthodes en géométrie.



IMT PSI2017 - CCEM PSI 2015 - CCP PSI 2012 (intégrale et développement en série)
Enoncé 106

1) Montrez I'existence de I = [ -
0 sinh x

+00 X

+00

2) Montrez I = —— en utilisant le développement en série de
) ,;0 @n+1)2 PP 1-u
2
%) Calculez I (on donne {(2) = %). (Question que en 2017).

(Indication que en 2017).

1) Lexistence de I résulte de I'intégrabilité de f: x — sur |0,+oo| car:

X
sinh x
* f extcontinue sur |0, +oo|.

X
* f(x) ~o — =1.Lafonction f se prolonge donc en une fonction continue sur [0, 1] donc intégrable sur ]0, 1].
X

2x 2x —x
. f(X):m~+ooE:2xe .

Lintégrabilité de f sur [1, +oo[ vient de 'application du critere x%f(x) : limy— 40 x2 f(x) =limy 2x3e7 ¥ =0

2)

_ _ 1)

too 2y +too D xe™* 2xe™* ol Lt
I:f —_dx:f ——zdx:f el 2xe™" ) e dx
o e‘—e X o l1—e?* 10,4+00[ 1 —€7=% 10, +o0] n=0
+00 +00 @) 100 ptoo @) +oo 2
:f 3 2xe”@mDX gy ~~ )3 9xe- X gy 2 y
fu(x)
+00

= Y u" car on a bien |u| = [e”2*| < 1 pour

* (1) Cette égalité résulte du développement en série usuel .
n=0

x€]0,+o0].
*(2) Linterversion des 2 symboles résulte de I'application du théoréme d’intégration terme a terme :
* Les f, sont continues et intégrables sur | 0,+oo| (critere x? f(x) en +oo comme plus haut).
e Lasérie Y. f,, converge simplement sur | 0,+oo | vers la fonction continue par morceaux %

* Lasérie). [;1ful=X f0+°° 2xe~@"*1* converge bien : on peut d’ailleurs la calculer par une ipp. Je rap-

pelle que sans justification (par exemple de la 2iéme intégrale si on a bien compris), on se doit de

—(2n+1)x
calculer d’abord sur [0, A]. On pose u=2x v/ = e @"*Dx 3/ =2 y = —% :
A e~ (@n+Dx A 2 A
f 95~ DX gy — | _oy N f o~ @nHlx g
0 2n+1 |o 2n+1Jo

La limite lorsque A — +oo existe bien et on a donc pour finaliser :

+00 2 +00 2
f 9y~ @Y gy — f e @nHx gy =
0 2n+1Jo 2n+1

T 2n+1)?

f0+oo o~ @n+)x +oo 2
2n+1

0
On a bien la convergence de cette série comme dit plus haut.

*(3) Calcul des intégrales fait en (2)

3 ) Lénoncé semble présupposer que le candidat connait la fonction ¢, fonction « dzeta» de Riemann*. Ce n’est
+00

pas au programme. C’est la fonction {(x) = Z — quiexiste ssi x > 1, puisque justement c’est la série de Riemann.
n=11

4. Bernhard Riemann : mathématicien allemand de génie (1826-1866). Travaux fondamentaux sur les fonctions analytiques, la théorie
de l'intégration, la géométrie différentielle. Sa fonction { donne des indications sur la répartition des nombres premiers.
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+00 2
b4
L'énoncé vous rappelle donc {(2) = Z — = — . En coupant les parties paires et impaires on peut écrire :
n

n=1
”2 +00 1 +00 1 1 t© 1 +00 1 17.[2 +00 1 +00 1 1 7.[2 71'2
Y L AT L e T = Ay
6 = @n? Sen+l)? 44 n2 2 @2n+)? 46 = @2n+l) = 2n+1) 4)6 8

On en déduit la valeur de I'intégrale I et je vous laisse remarquer que cette intégrale n’a pas été caclulé par une

2 2
e . Y3
primitivation, donc I = 23 = T

Ensam PSI 2017 (max de 2 vas géométriques)
Enoncé 127  Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N.
1) Pour k €N, trouvez une relation entre P(X > k—1), P(X > k) et P(X = k).
n n-1
2) Endéduirel'égalité ) kP(X=k)= ) P(X>k)—nP(X > n).
k=1 k=0
%) On suppose que X admet une espérance. Montrez que la série de terme général P(X > k) converge et que
nP(X > n) tend vers 0.
4) Réciproquement, on suppose que la série de terme général P(X > k) converge. Montrez que X admet une

espérance.
7 ) Application : soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois géométriques de pa-

rametres p; et pp respectivement. On pose Z = max(X, Y). Montrez que Z admet une espérance et la calculer.

1) Onaimmédiatementlarelation entre les événements (X > k—1)—(X > k) = (X = k). Onrappelle que P(A-B) =
P(A) — P(B) est faux en général, saufsi B c A. C’est le casici, (X > k) c (X > k—1). Par conséquent, on peut passer

aux probabilités :
P(X>k-1)-(X>k)=PX>k-1)-P(X>k)=P(X=k)
2)
kP(X=k)=) k(P(X>k-1)-P(X>k)=) kP(X>k-1-) kP(X>k)
k=1 k=1 k=1 k=1
n-1 n n-1
=Y (k+DP(X>k - Y kP(X>k =) P(X>k)-nP(X>n)
k=0 k=1 k=0

%) X (avaleurs dans N) admet une espérance donc la série }_ kP (X = k) converge. On écrit :

+oo +00o +0o0
0<snP(X>n)=n ), PX=k= ) nPX=k< ) kPX=k
k=n+1 k=n+1 k=n+1

On reconnait dans cette expression le reste de la série convergente ). kP(X = k). On en déduit qu'’il tend vers 0 et
par encadrement, la suite nP(X > n) tend donc vers 0.
n-1
Ensuite, en reprenant la formule du 2, on écrit par différence Z PX>k)=
k=0 k=1
de droite a une limite lorsque n — +oo qui est 3./ kP(X = k) +0 = E(X). Il vient que les sommes partielles

ZZ;& P(X > k) ont une limite finie ce qui prouve que la série inhérente ) P(X > k) converge.

n
Y kP(X = k)+nP(X > n).Le membre

+00 +00
Remarque : En fait, si vous regardez bien, on a méme démontré E(X) = Z kP(X=k) = Z P(X > k). Attention
k=1 k=0

ceci n'est valable que pour une variable aléatoire a valeurs dans N.
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4) Je rappelle que pour prouver qu'une série converge, on utilise engénéral les criteres. Mais si I'exo est plus
délicat, il arrive que I'on soit obligé de revenir aux sommes partielles et de prouver qu’elles ont une limite finie. Il y
aun cas particulier a bien connaitre lorsque les séries sont positives, qui est qu’il suffit de prouver que les sommes

partielles sont majorées (par une constante).

On reprend la formule du 2. Comme nP(X > n) = 0, on en déduit I'inégalité :

n n-1 +00
Y kP(X=k)<) PX>k <) PX>k
k=1 k=0 k=0
La deuxieme inégalité provient aussi de la positivité (de P(X > k)). Les sommes partielles Zzzl kP(X = k) de la
série positive ) kP(X = k) étant majorées, on en déduit que cette série est convergente, cad que X admet une

espérance.

% ) D’abord, comme cette question est une application, et que Z est bien une va a valeurs dans N, on va plutot
+00

utiliser E(Z) = Z P(Z > k). 1l faut se rappeler que max(X,Y) >k < X > kou Y > k ce qui d'un point de
k=0
vue événementiel s’écrit (max(X,Y) > k) = (X > k) U(Y > k). Profitons-en pour rappeler aussi que, a contrario,

max(X,Y) <k < X <ketY <k cequis’écrit événementiellement s’écrit (max(X,Y) < k) = (X < k)N(Y < k).
Un dernier rappel : pour une va géométrique X de parametre p, 'événement (X > k) est tres intéressant : c’est
I’événement (on a eu k échecs aux k premiers essais) et donc on en déduit immédiatement P(X > k) = (1 - p)k A

+00

noter que I'on pourrait calculer P(X > k) par X720,

P(X = i) mais c’est plus maladroit.

Y P(Z>k)=) Pmax(X,Y)>k) =) P(X>kuU( >k)
=) PX>k)+P(Y >k -P(X>kn( >k)
=Y 0-pDfF+a-pF-a-po*a-p*
Onvient d’'utiliser 'indépendance de X et Y. Cette série est absolument convergente puisque la somme de 3 séries

géométriques absolument convergentes car |1 — p1|,|1 — p2|,|(1 = p1)(1 — p2)| < 1. On en déduit que Z admet une

espérance puis :

E(Z)—Jio(l Kt (=p)k—1-pp*a-pyk = 1 + 1 1 1 N 1 1
k=0 p1 p2 p1 P Ay 1=(-po) 1-(-p0U-p2) 1 p2 pr+ps—pips

CCP IMT 2017 PSI 2015 (loi conjointe X de Poisson et Y Binomiale)
Enoncé 131  Deux va réelles X et Y suivent respectivement une lois de Poisson de parametre A et une loi

binomiale de parametres 7 et p a condition que X = n.
1) Déterminez la loi conjointe de (X, Y). En déduire laloide Y.
2) Déterminez Z = X —Y.Lesva X et Y sont-elles indépendantes? (seulement CCP).

1) Par définition des lois de Poisson et binomiale :

n

VneN, P(X:n):e‘”— Vo<k=n, P((Y=k)|(X=n))=(n

k

On peut considérer que pour k > 1, P((Y = k)|(X = n)) =0.0na (X, Y)(Q) = NxN et par utilisation des probabilités

5. Siméon Poisson : mathématicien et physicien francais (1781-1840)
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conditionnelles :

Al’l
Vi keN,PX=nY=k=P(X=nnY =k)=P(Y =k)|(X=n)xP(X=n) = (Z)pku—p)”‘ke%ﬁ pourks<n
Sik>n,P(X=n,Y =k)=0.Par application de la formule des probabilités totales appliquée au systéme complet

d’événements ((X = n)), ., on en déduit que Y (2) =N et pour tout k€ N :

PY=0=3 P(Y=BnX=m)=Y |"|pka-prrerls - o2 "WLM— ok
= =11 L TP T i
k +oo kqk +oo
Y 1 n-kyn_ AP A 1 n—k g n—k
—e MY _— (- = 1—
L G = Y e
_A(Pﬂ)k aay 1 n—k _,1(p)1) el- - ,I(P/l)k
=~ L) e e e

On reconnait la loi de Poisson de paramétre pA, Y — 2 (pA)

2) Comme X(Q) =Net Y(Q) =N, on obtient Z(Q2) = (X — Y)(Q) = Z. D’autre part, pour tout 7 € Z, on a « événe-

mentiellement»1'égalité: (Z=X-Y =n) = U (X =n+k)n(Y = k). Enregardant de plus pres, des lois de Poisson,
kez
ilrésulte n+ k=0 et k = 0, ce qui amene a k = max(—n,0) en n'oubliant pas que n € Z. Finalement :

+oo
vnez, (Z=m= |J X=n+kn({Y=k)

k=max(—n,0) 5’
k

Les événements Oy étant clairement incompatibles (car si Y = k, onn’a pas Y = k'!), on peut écrire pour n € N :

+00 1) 400
PZ=m= Y PX=n+kn¥=k) =Y P(X=n+kn( =k)
k=max(-n,0) k=0
@ (n+k| 0 g ATTE wan O (n+k) . AR
_Z( T L TR Z kP neh

e pA" Jio 1 pkak = —A((l—PM)nem:e—(l—pm((l—PM)n
n! =0 k' n! n!

* (1) Sin<0,onak> n+kdoncd’apresles remarques précédentes P((X = n+k)n(Y = k)) = 0 et par sommation

P(Z = n)=0. Par contre, si n =0, on a bien k < n + k mais on a d’autre part max(-n,0) =0

On reconnait une loi de Poisson de parameétre (1 — p)A. Rappelons que 2 va X et Y sont indépendantes ssi pour
tous x€ X(Q) et ye Y(Q), alors P(X =x)n (Y = y)) = P(X = x) x P(Y = y). Ici, on constate que sil’on prend k > n,
onaP((Y =k)n(X=n))=0alors que P(Y = k) #0 et P(X = n) # 0 (puisque ce sont des lois de Poisson) et donc

X et Y ne sont pas indépendantes.
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