Queloues correcTions sur les EouaTtions DifférenTielles

Ex 7 Soit Eun K-evet |.]l1, .2 2 normes sur E.
1) Montrez que si les 2 boules-unité fermées sont égales, les normes sont égales. (On rappelle que |55 = 1).

2) % Montrez que siles 2 boules-unité ouvertes sont égales, les normes sont égales (Utilisez Q1 et les €)

1) Soitx € E, alors || ﬁ Iy =1.1suity= € B1 (0,1),donce B2 (0,1), par égalité des boules unités fermées. Il vient alors

HXH

lyll2 =1 donc ||ﬁ”2 lxll2 = 1 ou encore ||x]l2 < [ x]l;. Par symétrie des hypotheses, on a également | x|, < || x]l2,

\IXI|1

d’ou I'égalité.

2) Soit x € E, alors || m I = lx11l <1, pour tout € > 0. Il suit y = € B;(0,1), donc € By(0, 1), par égalité des

IIxII1+£ IIx\I +e

boules unités ouvertes. Il vient alors || yll2 < 1 donc IIWII lxll2 <1 ou encore || x]2 < x|l + e. Comme cette

|
2 = Txlh+e

propriété est vraie pour tout € > 0, on en déduit || x||2 < ||x]l;. On conclut comme plus haut.

Centrale PSI 2022-2011 (normes sur €2 ([0,11,R)) X

Ex4 Soit E={fe €%([0,1] ,R),f(0)= f'(0)=0}.Si f € E,onpose N(f) = | f+2f" + f"lloo-
1) Soit h: t — f(#)e’. Montrez, pour tout ¢ € [0,1], h(?) :fot(t— wh'"(u)du [2011: Question absente] .
2 ) Montrez que N est une norme.

%) Montrez il existe ¢ >0tq V f € E, || flloo < ¢cN(f). Déterminez le + petit ¢ [2011 : Quest. sur + petit absente|

1) Jeremplace ¢ par x. On écrit k(x) = x fox h' - fox xh" (1) du. Par continuité des fonctions-intégrande (hC?), on applique
le théoreme fondamental de I'analyse : k est dérivable sur [0,1] et k' (x) = fox W'+ xh"(x)—xh"(x) = fox h".De méme k' est
dérivable sur [0,1] et k" (x) = k" (x), puis comme k'(0) =0 = f'(0) + f(0) = h'(0), k'(x) = h'(x) sur [0,1] parce que [0,1] est

un intervalle. De méme, comme k(0) = f(0) = 0 = k(0), il suit k(x) = h(x) sur [0, 1].

2) Nestunenorme sur E car:
e VAERVFEE NAS) =IAN+2AN +Af) oo = IAF+2F + Moo = 1AM f+2f+ [ oo = IAIN(f), en appliquant
la propriété d’homogénéité de la norme ||.|lo -
* VI8EE N(f+8)=I(f+8)+2(f+8)+(f+8) llo =If +2f + ["+g+28"+ 8"l < IIf +2f"+ ["lloo +IIg +28"+
g"lloo + N(f) + N(g) en appliquant 'inégalité triangulaire de ||. |
e SiN(f) =0, f+2f"+ "o =0,donc f+2f'+ " = 0sur [0, 1]. Léquation différentielle s'intégre en f(x) = ae*+pxe*.
La résolution de f(0) = f'(0) = 0 ameéne a = § = 0. Calcul aisé par un systéme mais que 'on peut obtenir plus

élégamment en écrivant le dl en 0 a 'ordre 1 qui est nul par hypothese et vaut aussi a + (a + ) x + o(x). On arrive a

f=o.



7)
m @
le* f(0)] = |f0 (x—u)(e”f(u))”du| ?fo

(3) X X
?||f+2f’+f”||oof0 x-—wedu = [fOI=If+2f + " oo e*xfo (x—ue“du

X
(x—u)(e”f(u))"du|=f0 (x—we"|fw+2f (W) + f"(w)|du

* (1) Question Q1
*(2) Propriété usuelle d'une fonction intégrable sur I | f; f| < ;|-

*(3) Croissance de l'intégrale.

Si on ne cherche pas le meilleur ¢, on majore simplement, sur [0,1], e™* fox(x —u)e"du par 1 x fol(l —uwetdu =C.Ona

alors || flloo < CIf+2f + oo

Si on cherche le meilleur C, il y a une idée qui est de chercher a chaque inégalité quelles sont les fonctions qui vérifient
’égalité et de prendre alors une fonction commune (mais ce n’est pas toujours possible et il faut alors penser aux suites
de fonctions qui prennent 1'égalité a la limite). On a 1'égalité en (2) pour une fonction de signe constant, soit, in fine,
f+2f"+ f" de signe constant sur [0,1]. Pour (3) on a I'égalité avec |.| si on prend une constante. Conclusion c’est
possible pour une fonction (non nulle) vérifiant f(x)+2f’(x)+ f”(x) = 1 (on peut résoudre mais c’est inutile, on trouverait
—(x+1)e"* +1)). Il reste la majoration finale, on aura I’égalité en prenant le sup sur [0,1] de e™* fox(x —wetdu =e *(e* -

x—1)=1-e*(x+1). Lesup esten x = 1 et donne la valeur de 1 — % qui est alors le meilleur C.

Mines-Ponts PSI 2022 (norme de Frobenius matricielle) %

Ex 6 Pour A€ 4,(R), on pose N(A) = tr (AT A). Montrez, pour tous A,B € #,(R), N(AB) < N(A)N(B)

On montre que la norme euclidienne canonique sur .#,(R) est une norme matricielle ou norme d’algébre ou norme
sous-multiplicative, cad vérifie | AB|l < || Alll| Bll (je rappelle que toute norme sur les matrices vérifie | AB|l < k|| Allll | par
continuité de I'application bilinéaire en dimension finie (A, B) — AB)

Méthode 1:

N@ABY = Y [AB]};= (i“ikbkf)z? (Z

1<i,j<n 1<i,jsn k=1 1<i,jsn k=1

n
2 2
T ) bz]')
=1
(2) 3)
_~ 2 32 _ 2 72 A 2 2 _ 2 2
= X > az by; = > ag by "= agx ) bj; = N(A)” N(B)
1<i,j<n 1<k,l<n 1<i,jk,l<sn 1<i,k=<n 1<j,lsn
¢ (1) Inégalité de Cauchy-Schwarz appliqué au produit scalaire canonique sur R” (la somme sur k).
*(2) Onapplique Y ;era; x Y. jeybj =X (i, jerxy @ibj (sommes finies)

*(3) Comme précédent

Méthode 2: On sait que A' Ae %" (R), donc A" A= PDP' avec P € G,,(R) et D de coefficients diagonaux A; > 0. Il vient
alors N(A?=tr(A'A)=auD=Y" A;.
m () n

N(AB)? = tr(B' A AB) = w(B" PDP' B) = w(P'BB' PD) =" tr(CD) = Y [CD]
i=1

n n n n
=Y Y CuDi = Y Cidi 2 Y Ciix Y Ay = (O tr(D) = tr (BBY) tr (AT A) = N(B)?N(A)2
i=1 k=1 i=1 i=1 i=1
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¢ (1) Trace invariante par commutation. Regardez bien quelles matrices on a commuté.

*(2) Onpose C= P'BB' P qui est symétrique et méme € .#," (R) (semblable a BBT), donc de vp = 0.

*(3) Djr=0pouri#k.

¢ (4) Immédiat par positivité car il manque les double produits en plus a droite. Je rappelle que C;; = 0 car C €

ZF(R). Cela provient de C;; = (E )T CE; ol E; est le i-eme vecteur de la base canonique de R".

CCINP PSI 2021 (normes équivalentes sur espaces de fonctions)

Ex10  Onnote E={fe<€'[0,1], f(0)=0}.Onpose, pour f € E, N(f) =l flloo + Il f'lloo €t N'(f) =l f + flloo-
1) Montrez N et N’ sont des normes sur E.

2)) Etablir, pour tout x € [0,1], e* f(x) = f5 e’ (f (1) + f(2)) ds.

% ) Montrez il existe deux réels a, ftq ¥V f € E, aN'(f) < N(f) < BN'(f).

1) On applique les propriétés connues de norme de |.|lw sur les fonctions continues : & noter que f et f’ sont bien
continues par 'hypothése C! de I'énoncé. N est une norme car c’est clairement une application dans R* et elle vérifie les
3 propriétés :

* Pour f,g€E, N(f+ &) = [ +8&lloo +II(f +8)lloo =l flloo + 18l + 1 f"lloc +118"llc0 = N(f) + N(8)

* Pour 1 eR, fe E, NAS) = A flloo + A1) llco = Al fllco + 1Al = IAIN(f)

¢ Supposons N(f) =l flleo + I f'llc =0.On en déduit || flleo = Il f'lloo =0 puis f = f' =0sur [0,1], en particulier on a

bien f identiquement nulle.

Pour N/, je ne démontre que la 3¢ propriété, dite de « séparation». Si N'(f) = 0, alors f + f' = 0 sur [0,1]. Léquation
différentielle s’integre immédiatement en f(x) = Ce™*. On se sert alors de 'hypothése supplémentaire f(0) =0 qui amene

C=0.

2)
X X
Vxe [o,1],f et(f(t)+f'(t))dt=f (e'f(1)) dt = e* f(x) - e f(0) = e* f(x)
0 0

%) Onaimmédiatement N'(f) = | f + f'lloo < I fllco + I f'llo = N(f). Pour I'autre inégalité, on utilise Q2 :

X X X
le*f(x)| = )fo ef(f(t)+f'(t))dt|sf0 e”|f(t)+f’(t)|dtsf0 e'llf+ flloo dt

X
=1+ fllso fo eldt =llf+ fleo (€ -1 = (e—-1) N'(f)

Comme, pour x€ [0,1],|f(x)| <|e*f(x)], il suit | flloo < (e—1)N'(f). Ensuite on écrit :
1 oo = I1f + = flloo < If+ flloo + 1 flloo < N'(f)+(e=1)N'(f) =e N'(f)

On termine, en ajoutant les 2 derniéres inégalités : N(f) = || flloo + | f'lloo < (= 1)N'(f) + eN'(f) = (2e— 1) N'(f)



CCP BQMP 2022->2021-2011 (équivalence de normes sur les polynémes)

Ex11 On note R[X] I'espace vectoriel des polynémes a coefficients réels.
n . n
Pour P = Z a; X', n désignant le degré de P, on pose N (P) = Z |a;| Noo(P) = sup |a;l.
i=0 i=0 O<is<n

1) Démontrez que Ny, norme sur R[X]. On admet Nj norme. [2011: N; aussi et montrez succinctement] .

2

% ) Démontrez que N; et Ny, ne sont pas équivalentes.
4) On note Ri[X] le sous-ev de R[X] constitué par les polynomes de degré inférieur ou égal a k. On note N{ (rp. N.) la

restriction de Ny (rp. Noo) @ Ri[X]. Les normes Nj et N, sont-elles équivalentes?

Cet exercice fait partie de la banque d’exos CCINP 2021 MP, n°38.

Vous pouvez regarder la correction fournie par le concours : Banque CCINP MP 2021 avec corrigés

Mines-Ponts PSI 2022 (convergence suite de polynomes) ¥

Ex17% Soient a € R et, pour P € R[X], Ng(P) =|P(a)| +||P'] o 10,1)-

1) Soit E un ev muni de 2 normes équivalentes N; et Ny, (u,,) une suite de E qui converge pour N;. Montrez que (u,)
converge pour No.

2 ) Montrez N, norme sur R[X].

%) Soient a, b € [0,1]. Montrez N, et Nj, normes équivalentes.

4) Pour quelles valeurs de a, la suite des P, = (%)n est-elle convergente pour N, ?

1) Question de cours. Je ne redémontre pas ici.

2) Lhomogénéité et I'inégalité triangulaire sont immédiates, je vous laisse les traiter. Quant a la séparation, si N,(P) =0,
par positivité on a P(a) = 0 et |P'|l = 0 soit P’ = 0 sur [0,1], ce qui entraine P constante-nulle sur [0,1] et donc sur R

(infinité de racines), c’est bien le polyn6me nul.

%) Del'égalité P(b) = P(a) + ff P’, ontire |P(b)| < |P(a)| + |P' |l (Attention! pour 0 < a,b <1 car c’est la norme sup sur
[0,1]). Il suit alors N (P) < |P(a)| + 2||P'lleo <2N,4(P). Par symétrie des lettres, on tire N,(P) < 2N, (P), d’ol1 I'équivalence

des 2 normes.

4) OnaNy(Py) = 5"+ 75.
e Silal <2,lim N,(Py) =0, soit lim P,, = 0 pour la norme N,.
e Silal >2,lim N, (P,) = +oco donc la suite (P,) diverge pour la norme N, (rappel : si x,, converge vers x pour la norme
II.1l, alors || x, || converge vers ||x||)
e Sia=+2,limN,(P,) = 1. On ne peut conclure (par cette méthode!) quant a la convergence de cette suite. Seule-
ment : si elle converge, elle converge vers un polynome de norme 1. On constate Ny (P, —1) =|(£)" - 1| + 35 — 1si
a =2, soit la suite (P,) converge vers le polyndme-constant 1 pour N,. Si a = —2, on constate que la sous-suite (P,;)

converge vers 1 et la sous-suite (P2,+1) vers -1, il n'y a donc pas de limite.

Ex14 Soit A € E = M, (C) tq lim A" = P. Montrez que P est une (matrice de) projection.
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http://prepas.troyes.free.fr/enligne/download/bqccinpmp_2021.pdf

On écrit A% = A" x A", A" — P en tant que sous-suite de la suite convergente (A") et le produit de 2 suites de matrices
convergeant vers le produit des limites (on peut considérer que c’est du cours), il vient par passage a la limite et unicité de

lalimite P = P x P, soit P (matrice de) projection.

Centrale PSI 2021 (suite de matrices diagonalisables) &1

Ex17

1) Lamatrice T = (

(==l

23 . . .. 5 . . . .
! %) est-elle diagonalisable ? Est-elle limite d'une suite de matrices diagonalisables?

S

2) Soit P de degré n. Montrez P est scindé sur R ssiil existe ¢ >0tq, Vz€C, |P(2)| = ¢|Imz|".

% ) Soit (Ay) une suite de matrices diagonalisables sur R convergeant vers A € .4, (R). Montrez y 4 scindé sur R.

1) Comme matrice triangulaire, on a que la seule vp de T est 1. Par suite on sait qu’elle est diagonalisable ssi T = 113,
1 2 3

ce quin'estpaslecas. Enposant T, = |0 1+ % 2 |, onaclairement lim T, = T (car chaque suite-coefficient réelle

0 0 1+2
de T, tend trivialement vers le coefficient de méme indice de T). Les matrices T}, sont diagonalisables car possedent 3 vp

distinctes en dimension 3.

Remarque : Dans ./, (C) toute matrice est limite d'une suite de matrices diagonalisables (I'ensemble des matrices diago-
nalisables est dense dans .4, (C). Par contre, dans R, seules les matrices trigonalisables réelles sont limites d'une suite de

matrices diagonalisables réelles.

2) Soit P un polynome de degré n vérifiant |P(z)| = ¢|Smz|”, pour tout zz complexe. Si z est une racine de P, il suit

Imz =0, soit z réelle.

Réciproquement, si P est scindé sur R, P = H?:I(X — a;) avec a; réel (éventuellement confondus). Par suite |P(z)| =

?:1 |z—a;il.Or,viaz=x+1iy,|z— a;l? = (x— a;)? +y2 > y2 (ce sont des réels!). Il suit |P(z)| = Hle |yl =|Smz|".

Remarque : Cette condition est une condition fermée : par le supérieur ou égal et la continuité des fonctions par rapport

a z. Il suit que 'ensemble des polyndémes de degré n et scindés sur R est un fermé.

%) Soit (Ag) une suite de matrices diagonalisables sur R convergent vers A réelle. les polynomes y 4, sont donc scindés sur
R (Attention ! ce n’est pas équivalent a diagonalisable!). Comme y 4, = det(X I, — A), que I'application det est continue
(polynome homogene de degré n en les n? coefficients de la matrice), et que Ay — A, il suit y A — XA Parla condition

de fermeture de la remarque plus haut, il vient que y 4 est scindé sur R.

Remarque : On vient de montrer que 1'adhérence de 'ensemble des matrices diagonalisables (noté D) contient les ma-
trices trigonalisables sur R (y scindé), je vous laisse y réfléchir. La réciproque étant immeédiate (c’est a peu pres Q1), il suit
qu’on vient (presque) de prouver que I'adhérence des matrices diagonalisables sur R est I'ensemble des matrices trigona-

lisables sur R(ou que cet ensemble D est dense « dedans», ce qui est équivalent)

Ex 21 On pose By, = = A”. Ftudiez existence et valeur de lim B,

S|




n n

1 1
Vitiin? aisn? | - (, /1+i)" RN
1 1 n2) "

nv1+1/n? V1+1/n?
(0))] 2 3) .
1\n 1\n cosl -—sinl
=1+ 5)" Rot@)" = (/14 =) Rot(n6,) == 1x Ror(1) =
n n sinl cosl

* (1) La matrice R, est orthogonale, car (C;, Cy) est une BON (pour R? euclidien canonique). Comme son déter-

Bn: =

|— o
|
—

S
—_—
p—

+
S

| —
—_—

minant vaut 1, c’est une matrice de rotation d’angle (de mesure) 6,, (c’'est du cours) en posant cosf, = ﬁ et
n

1
nV1+1/n2’

*(2) Le produit d'une rotation d’angle 0 et d'une autre d’angle 6’ est une rotation d’angle 6 + 6’

sinf, =

*(3) Onatanf, = % et comme le cosinus et sinus sont positifs, I'angle est dans [O%], on peut donc écrire 6, =
arctan%, puis n6;, ~ n% = 1. Attention ! , on applique aussi la continuité de 6 — Rot(0) = (‘;f’rfg ‘cf)isneg) (pour per-

mettre la limite a I'intérieur!) qui découle du fait que les 4 applications-coordonnées le sont.

Quant a la 1 quantité, elle est égale a exp (gln(l + #)) =exp (g(# + o(#))) =exp(o(1)) — e’ =1

Mines-Ponts PSI 2022 (suites convergentes colinéaires) X e

Ex2% Soit E un espace préhilbertien réel.

1) Soient (u,) une suite a valeurs dans E qui converge vers u € E et (A,) une suite réelle qui converge vers A € R. Montrez
que la suite (1, u,) converge vers Au.

2) On suppose, dans cette question, que E est de dimension finie. Soient (u,), (v,;) deux suites a valeurs dans E qui
convergent vers u, v € E. On suppose que, pour tout n € N, u, et v, sont colinéaires. Montrez u et v colinéaires.

%) Le résultat de la question précédente demeure t-il vrai sil’on ne suppose plus E de dimension finie?

1) Onécrit Ayu, — Au= (1, — Vu, + A(u, — u). La suite (u,) est bornée car convergente. Puis

n—+oo
_—

0 < IAptn = Aull < [Ap = Al lunll + A 1ty — ull < M [A = A| +|A| 1ty = ull 0

2) Notons que si on écrit u, = A, vy, il n'est pas simple de prouver directement que la suite (1,) converge (en plus
(x,y) colinéaires n’équivaut pas a x = 1y). Lev étant de dimension finie, on le rapporte a une base (ey,..., ep). Par suite
Uy = Zzzl Xinek et v, = Z'Zzl Yiknek- La convergence des suites (u,) et (v,) amenent (équivalent en fait) a la conver-
gence des 2p suites-coordonnées réelles (xi,), et (Yxn)n Vers, respectivement aj et Bi. On sait alors u = Zizl apex
et v= Zi:l Brek. La condition (u,, v,) colinéaires s’écrit comme nullité des p — 1 déterminants 2 x 2 (vu en cours)
det(( hn -k )) =0, pour 1 < k < p— 1. Cette condition étant un polynéme en les 4 variables, on peut passer a la li-

Xk+1,n Vk+1,n

mite « a l'intérieur », soit det ( ( ai’: 1 ﬁi ’i ] )) =0, ce qui traduit la colinéarité de u et v

Remarque : En fait, plus généralement, la condition { rg(M) < m}, pour m fixé, est une fermé de ./, (K). Ce n’est pas si

facile a démontrer, mais ceci donnerait une autre réponse a cet exo avec m = 1

%) On partde v, = A,uy. Si uy, — 0, évidemment v et u sont colinéaires. Sinon, u # 0. Montrons que u, n'est pas

orthogonal a u apcer : (uylu) — (ulu) = || ul2#0 par continuité de y — (y|u), application linéaire 1-lipschitzienne donc

_ (walw)

continue ((immédiat, démontré en exo méme en dimension infinie). On peut alors effectuer le rapport A, = TR suite

(wlw
llell® *

réelle convergeant vers On termine alors en utilisant Qé.



Centrale PSI 2022 (fermeture des classes de similitude) X X

Ex 24

1) Soient P € C[X], A, B € .4,(C). Montrez que, si A est semblable a B, P(A) est semblable a P(B)

2) Soit (Bg)k une suite de matrices de .#,(C) qui converge vers B € .#,(C). On suppose que, pour tout k € N, By est
semblable a une matrice A € .4,(C) diagonalisable. Montrez A semblable a B.

% ) Est-ce encore vrai si A n’est pas diagonalisable?

1) Enposant Q= Y!_ aiX* etsi A= PBP™!, A¥ = PB*P~! puis:

p p p

QA=Y axA*=Y aPB*P'=P Y @B*P'=PQ®B) P!
k=0 k=0 k=0

2) Sion essaye d'utiliser By = PkAPlzl, on va étre « embété » car il est guere possible de conclure que la suite (Py) converge.

En plus une limite de matrices inversibles n’est pas nécessairement une matrice inversible ('ensemble n’est pas fermé, je

vous laisse y réfléchir). Il faut procéder autrement.

A est diagonalisable donc annule un polynéme P scindé a racines simples que 'on peut prendre égal a Hf:I(X - A
ot les A; sont les vp distinctes de A. Comme les matrices By sont semblables a A, d'une part elles ont nécessairement les
mémes vp distinctes (ce n’est pas suffisant) et d’autre part elles sont diagonalisables. On en déduit P(By) = 0. Lapplication
M — P(M) étant continue car chacune des n? applications-coefficients est un polynéme en les n? coefficients de M. Il
vient alors P(B) = 0. Donc B est diagonalisable mais malheureusement on ne peut en déduire que B a les mémes vp que

A et de toute fagon ce ne serait pas suffisant pour conclure)

On utilise parallelement le polynéme caractéristique de A noté y 4. Comme les By sont semblables a A elles ont méme
polyndme caractéristique. Considérons I'application y : M — y s = det(X I — M). Elle est continue car chacun des coeffi-
cients du polyndme dépend continiment de M, ce sont des polynémes en ses coefficients. Comme y(B) = x4 = ¥(A), en
passant a la limite on a yp = y 4. B a donc les mémes vp que A, avec la méme multiplicité, et est diagonalisable, donc est

semblable a la (une) méme matrice diagonale que A, donc est semblable a A.

Remarque : Si on enléve '’hypotheése A diagonalisable, la conclusion (peut) est en défaut. Le lecteur s’en convaincra en
1

c1s . 00 5 010 . . . ,
considérant la suite By = (0 X 0), toutes semblables a A = (8 0 (1)), non diagonalisable, alors que lim By n’est pas semblable
001

aA.

Centrale PSI 2021 (fonction matricielle sur 4, (R)) X X &1

Ex71 Soit A: R — .4, (R) de classe C'.

1) Supposons, dans cette question, qu’il existe S: R — %[, (R) de classe C! telle que STHHAD)S(t) = A0) pour tout
t € R. Montrez il existe B : R — .4, (R) continue telle que, pour tout ¢ € R, A'(f) = B(t) A(t) — A(£) B(1).

2) Supposons, dans cette question, qu'il existe B : R — .#,(R) continue telle que, pour tout ¢ € R, A’ () = B(1) A(t) —
A(?)B(1). Montrez, pour tout £ € R, A(f) est semblable a A(0).

1) On suppose S~H(H) A(£)S(t) = A(0) ce qui s'écrit aussi A(£)S(f) = S(£) A(0). Comme ces applications (d’une variable

réelle) sont C! sur R, on peut dériver et il vient A'S+ AS’ = S’ A puis :
A'=8A4S-A8S1=5(1A9)S ! -ASs T =5 A-AS'ST!
Lapplication définie par B(t) = S’ (1)S~1(#) convient. Elle est continue sur R.
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2) Réciproquement, on suppose ici que A'(t) = B(t)A(t)— A(t)B(t) avec B: t € R — B(t) € .4, (R) continue. On considere
le systeme différentiel X' = B(£) X. Il n’est pas a coefficients constants. D’apres le théoréme de Cauchy (ce n’est plus vrai-
ment au programme), il existe une unique solution C;(¢) de classe C' sur R, vérifiant la condition initiale C;(0) = E; o1 E;
est le i-eme vecteur de la base canonique de .41 (R). On pose la « matrice» par blocs en colonnes S(¢) = [C}(f)...Cp(1)].
alors S est bien de classe C! sur R et, produit par blocs, S'(£) = B(£)[C1 (1) ... Cn()] = B(£)S(£). On a S(0) = I, et S inversible

pour tout ¢ car

S
(detS(n)' = det(Ci(),..., Calt)’ ?Z t(C1(8),...,Ci1(8), C}(1), Ciz1 (D), ..., Cn (1))
_Z (G (D, Cima (0, BOCi (1), i1 (1),..., Cu(0) =" tr (B(1) det (C1 (1), ..., Ci1 (1), Ci(1), Cis1 (1), .., Cu (D))

t
= tr(B(n)det(S(1)) =—> det(S(t)):det(S(O))exp(f tr(B(s))ds);éO
0

* (1) Par n-linéarité, det(fi,..., f)' = ’fz det(fl,...,ﬁ_l,fi’,ﬁ+1,...,fn). c’est du cours. c’est la généralisation de :
pour toute application bilinéaire B en dimension finie, (B(f, g))' = B(f', g) + B(f, g").

*(2) On démontre que (x1,...,X;) — Z?:l detg(x1,...,xi-1, u(x;), xi,..., xn) est une forme n-linéaire alternée. Elle
est par conséquent colinéaire a det, (qui est la forme n-linéaire alternée prenant la valeur 1 sur la base canonique

€). Le facteur de colinéarité est tr u.

Reste a vérifier AS = SAp. On écrit :

Ex%2 On munit £ = 6°([0,1] ,R) de la norme de la convergence en moyenne, cad N(f) = f | f].

1) Etablir que la forme linéaire ¢ : E — R qui a f associe f(0) n’est pas continue. (Indication : On pourra considérer la
suite de fonctions f;, définie par f,, est affine par morceaux joignant les points (0,1) (1/#,0) (1,0))

2 ) En munissant E de la norme infinie usuelle (norme de la convergence uniforme), montrez, a contrario, que 'applica-

tion linéaire ¢ est continue (indication : on pourra montrer lipschitzienne)

1) Comme E est de dimension infinie, la forme linéaire ¢ : f € E — 0 n’est pas nécessairement continue. En plus sa
continuité peut dépendre de la norme choisie sur E. On choisit d’abord la norme 1, norme de la convergence en moyenne,
notée ici N. L'énoncé nous donne une suite de fonctions (f,;) et de prouver que ¢ n’'est pas continue, ce qui nous laisse

supposer que I'on va utiliser la caractérisation de la limite (ou de la continuité). Rappelons-la :

)lcig}lf(x) = ¢ < Pour toute suite (x,) tq x, — a, f(x,) — f(a)
Icila suite va (probablement) vérifier f;, — f pourlanorme N (f qu’il faudra déterminer) et ¢(f;;,) = f;,(0) ne tend pas vers
f(0). Il n'y a pas besoin de préciser la norme a I'espace d’arrivée, car on est dans R, toutes les normes sont équivalentes,

on n’en parle méme pas ...(sinon on prend la valeur absolue).

Pour trouver vers quelle fonction converge la suite de fonctions (f;;) pour la norme N on peut toujours commencer par
regarder la suite réelle N(f,;) comme je vous l'ai déja expliqué. Ici c’est une aire, je ne vous fais pas le dessin, on voit que

= zi — 0. On en déduit que f,, — 0 pour la norme N.

c’est un triangle-rectangle de hauteur 1 et de largeur %, soit N(fy) = 3,

On a aussi ¢@(f;) = f(0) =1 d’apres les données de I'énoncé gt @(f) = f(0) =0. La preuve est donc acquise.



2) On munit ici E de la norme |/l . Pour montrer qu'une application linéaire f est continue (norme |.||), on essaye en
général de montrer || f(x)||r < kllx||g. C'est ce que I'on va faire ici, attention aux deux normes différentes au départ et a

Parrivée : [o(f)| =1f(0)| < || flloo , inégalité immédiate! La preuve est donc teminée.
On répond proprement a la question en montrant ¢ lipschitzienne, on applique simplement la linéarité de ¢ :

Vf,g€E lo(f)-p@|=lo(f-8| <If-glw

Ex38 Montrez que O= | —1,1[ xRu{(x,y) € R? |1 < |x| < y*} est un ouvert de R?.

Onpose O; =] -1,1[ xR=]-1,1[ x | —0o, +oo[ qui est un ouvert de R* comme produit d’intervalles ouverts. On pose
02 ={(x,y) e R?,|1 < |x| < y*}. O, estlintersection des 2 ouverts Uy = {(x,y), f(x,y) >0} et Us = {(x,y), g(x,y) >0} avec
les 2 fonctions continues sur R? : f,y) =lxl-let g(x,y) = y2 —|x|. Oy est donc un ouvert et par suite O aussi comme
union finie des 2 ouverts O; et O,.

a

Centrale PC 2018 (fermeture matrice 2 x 2 de valeurs propres de module 1) ¥ ¥

Ex%9 Montrez que 'ensemble des matrices de .#>(C) dont les valeurs propres sont de module 1 est un fermé

II faut essayer de trouver une caractérisation pour quun polynéme de degré 2 unitaire (polynéme caractéristique de
A (C)) aie 2 racines de module 1. On procede par analyse-synthese mais on procede « simultanément », cad on essaie

de remonter a chaque CN trouvée.

Méthode 1 : Soit le polynéme X2+ aX +b. Siles 2 racines z,z' sont de module 1, alors |b| = |zz'| = 1. Evidemment ce

n'est pas suffisant. Si on regarde la somme S = —a = z + z’. On peut écrire |a| < |z| + |2/| = 2. Mais ce n’est pas encore

1

suffisant, car 2 et _71 vérifie ces 2 conditions. On a l'idée de considérer |z| + T

(onal|z|= %). Si on étudie f(x) = x+1
sur R*, on s’apergoit que f(x) =2 < x = 1. On a donc trouvé une CNS. Le probléme est maintenant d’exprimer |z| + | 2’|
en fonction des coefficients du polynéme, c’est difficile simplement. En fait une meilleure alternative est de considérer
plutot |zI2 +|Z'|2. On a toujours x%+ é =2 < x =1 (pour x = 0) mais, par contre, cette quantité s’exprime facilement
en fonction des coefficients du polynéme. En effet, on sait, |z|* + |z|> = %(Iz +2'|? +12—2'|?), en se rappelant |a + b|* =
lal® + |b|? + 2Re (ab). On utilise z+2z' = —a et (z—2)2 = 22+ 22 —2z7 = (z+2)2 —4zZ'. Via b = detM et a = —tr (M),
Lensemble cherché est donc I'ensemble des matrices de .4, (C) vérifiant |det(M)| = 1 et 4 = | tr (M)|? + | tr (M)% —4det(M)|.
Ces 2 conditions sont fermées par continuité de |.|, de 'application M — det(M) (polyn6me homogene de degré n en les

n? variables-coefficients de M) et M — tr (M) (application linéaire en dimension finie).

Méthode 2 : Voici une méthode beaucoup plus générale : elle « marche» en dimension n et pour tout ensemble F fermé
... C’est-a-dire que I'ensemble E des matrices de .#,(C) telles que toutes ses valeurs propres (ou de tous les polyndmes

de C,[X] tq toutes ses racines) appartiennent a un fermé F est un fermé de .4, (C)

On rappelle que toute norme sur un ev induit une distance d par d(x, y) = |x — y|| et qu'on peut définir alors la distance
d’un vecteur a un ensemble quelconque A par d(x, A) = infze 4 d(x, a) = infze 4 || x — all (ici, c’est la valeur absolue). Mon-

trons que I'ensemble cherché est caractérisé par Vz€ C, |y a(2)| = d"(z, F) avec y 4(z) = ]'[l'.’:1 (z—a;)
9



SiM€eE,a;c FdoncV1<i<n,|z—a;| = d(z F). Lerésultat suit. Réciproquement, si une racine a; n’est pasélémentde F,
pour z = a;, yala;) =0etd(a;, F) > 0.Linégalité n’est pas vérifiée. On termine en observant que M — yp/(z) = det(zI-M)
est continue (a z fixé). La propriété devant étre réalisée pour tout z, c’est une intersection (infinie!) de fermés, NzecC,
avec C, = {M € Mup(C),lxm(2)|—d"(z,F) = 0}. (Comme on raisonne a z fixé, d(z, F) est une constante, sinon, pour info,

x — d(x, A) est continue car lipschitzienne, regardez I’exo 49 si cela vous intéresse).

Remarque : Dans ma démonstration, je ne me suis servi nulle part de 'hypothese F fermé. Il y a donc une erreur de

raisonnement. Voyez-vous ol elle se situe?

Ex41 Soit E un evn de dimension finie et F un sous-ev (strict) de E. Montrez F =@ et F= F

Soit F un sous-ev strict de E, donc F # E. On peut « comprendre» que son intérieur est vide, cad qu’il n’a aucun point
intérieur : tout boule centrée en un point du sey, le plus gros étant un hyperplan, tout boule donc « débordera» del’ev, mais
il fautle démontrer proprement... Soit H un hyperplantq H > F et a ¢ H. On saitalors H @ Vect (a) = E. Munissons E d'une
norme quelconque |.|| (puisqu’elles sont touts équivalentes et définissent la méme topologie). Soit A € F quelconque

etR > 0 quelconque. Montrons la boule B(A, R) ¢ F. 1l suffit de démontrer B(A, R) ¢ H. Considérons le vecteur u = A+

a.Onabien ue€ B(A,R) car:
2|lall

R R
ol =y =<
2|all 2|al 2

et u ¢ H (donc ¢ F) car sinon, par stabilité, comme A € H, on aurait a € H. Absurde.

e — All

Montrons ici que tout sev F de dimension finie est un fermé ou autrement dit F = F. Le plus simple est d’utiliser la
caractérisation séquentielle d'un fermé. Soit (ey,...,ep) une base de F que 'on compléte en une base (ey,...,ep,...,en)
de E et soit une suite (f;;) d’éléments de F convergente (dans E a priori). Montrons qu’elle converge dans F. On écrit
fu = ainer +---+ appep +0ep11 + -+ + 0e,. Comme elle converge,ces n suites-coordonnées rélles convergent etr donc

lim f, =limayne; +---+limapnep qui est bien un élément de F par combinaison linéaire d'une base de F.

Remarque : Attention ! un sev de dimension infinie n’est pas toujours un fermé et cela peut aussi dépendre de la norme

choisie. On pourra consulter 'exercice 42.

Ex47% On se place dans E = M), (C). Montrez I’ens. des matrices diagonalisables est dense dans E (cad D=E).

Indication : utilisez toute matrice est trigonalisable dans C.

On utilise la caractérisation séquentielle : pour toute matrice M € .#,(C), on montre qu’il existe une suite de matrices
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diagonalisables convergeant vers M. M est trigonalisable dans C, donc M = PTP~! avec P inversible et

a * ay+ 4 *
2a
0 a 0 d2+7
T= Tn:
pa
0 ... 0 ap 0 0 ap+ -

En considérant les suites coefficients de T, on a que T, converge vers T, puis par continuité de 'application M —
PMP™! (car linéaire en dimension finie), que la suite PT,,P~! converge vers M. Reste a vérifier que les T}, sont diagonali-
sables. Elles le sont car ses valeurs propres (qui sont les coefficients diagonaux) sont tous distincts par le choix d'un « bon »
a. 1l faut le prouver proprement. Si a; = aj, a; + % £aj+ %l On considere alors I'ensemble d’entiers / < [ 1; p| contenant
tous les indices des a; distincts entre eux. Cet ensemble est fini et donc m = inf; je;,ixj|a; — a;j| existe et m > 0. Tout a < %

convient.

Ex46
1) Montrez que toute matrice de .#,(C) estlimite de matrices inversibles.
2) Soit A inversible et B quelconque. Montrez AB et BA ont méme polynéme caractéristique. En déduire que cela reste

vrai pour A quelconque.

1) Soit M € .4, (C) quelconque. Alors immédiatement la suite M — %I converge vers M. Elles sont inversibles ssi % n'est

pas vp de M (cours). C'est possible dés que n est plus grand que max{1/|A|,A # 0 € Sp M}, ensemble fini, donc le max

aussi.

2) Méthode 1: Si A est inversible, on écrit AB = A(BA)A™l. AB et BA étant semblables ont méme polynéme carac-
téristique. Dans le cas géhéral, soit A, une suite de matrices inversibles convergeant vers A. On a alors det(Al — A, B) =
det(AI—-BA,). Attention! a bien justifier le passage a la limite « a I'intérieur » par la continuité. Lapplication M — det(M)
est continue comme polynéme homogene de degré p en les p? coefficients m; j- LUApplication M — AI — BM est conti-
nue car chacune des p? applications-coordonnées I'est (a A fixé), ce sont des polyndmes en les m; j- Le passage a la limite
amene alors det(AI — AB) = det(AI — BA)

Méthode 2 : On cherche a construire un produit de matrices triangulaires par blocs qui donne AB—AI et BA— AI sur
la diagonale en les commutant car det(M N) = det(INM) et triangulaires permet un calcul facile des dets. Apres une petite

analyse :

A AI|l(B Al AB-AI 0 B AI||A Al BA-AI AB
MN= = NM: =

I 0]\l -A B Al I -AJ\I O 0 i

det(MN) = det(NM) donne, les matrices étant triangulaires paar blocs, le produit des dets des blocs diagonaux, soit

det(AB—ADA" =det(BA-AI)A", soit'égalité demandée pour A # 0. Pour A = 0, le cours nous donne le det(AB) = det(BA)
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Mines-Ponts PSI 2022 (adhérence d’un hyperplan) X

Ex42 Soient E un evn et F un sev deE.
1) Montrez que I'adhérence de F est un sev de E
2) Que dire de I'adhérence de F lorsque F est un hyperplan? On commencera par le cas E de dimension finie.
%) [Pas dans l'oral : Dans E = 6€°([0,1] ,R), on considere I'hyperplan H des fonctions f € E vérifiant f(0) = 0. En

considérant les normes usuelles || - |, et || - |1, établir que H est fermé pour I'une et dense pour l’autre.]

1) Onrappelle F c F. Ily a égalité ssi F est un fermé.
e 0cFcarO€F.
« On utilise la caractérisation séquentielle de I'adhérence. Soient @, € K et f, f' € F, donc il existe 2 suites d’éléments

de F (fy) et (f;,) convergeant vers f et f'. Par propriété des limites des suites de vecteurs :

af+Bf' =alimf,+Blimf, =limaf, +Bf,

Comme af;, + Bf,, € F par stabilité du sev F par + et ., il suit af + ff' € F

F est donc un sev de E (contenant F) (et un fermé de E).

Remarque : Si F est de dimension finie, F = F (facile 2 démontrer si F est un sev d’un ev de dimension finie, traité en exo

41). Donc tout sev de dimension finie est un fermé. C’est (peut-étre) faux pour un sev de dimension infinie.

2) La particularité d’'un hyperplan est que c’est le plus grand (au sens de I'inclusion) sev strict de E. Méme en dimension
infinie (ce n’est pas stricto-sensu au programme). Donc si H est un hyperplan et F un sev contenant H,ou F= Hou F = E

(méme en dimension infinie). En dimension finie, il suffit d'utiliser un argument de dimension.

Donc, pour en revenir a la question, ou H = H, ou H = E. Ceci se traduit, fopologiquement, par ou un hyperplan est fermé
ou il est dense dans E. Ce résultat peut dépendre de la norme qui structure différemment les evs de dimension infinie.
En dimension finie, toutes les normes sont équivalentes (cours) et donc définissent la méme topologie : H étant fermé,

comme tout sev de dimension finie, H = H.

%) H est un hyperplan comme noyau d’'une forme linéaire non nulle (méme en dimension infinie). Ici E est 'ev des

fonctions réelles continues sur [0;,1]

Munissons E ici de la norme usuelle infinie, norme de la convergence uniforme pour rappel. Supposons (f;,) € H conver-
geant uniformément vers f, donc il y a en particulier convergence simple donc f(0) =lim f,(0) =lim0 = 0. soit f € H. Par

la caractérisation séquentielle d'un fermé, H est ici un fermé.

Munissons ici E de la norme 1, norme de la convergence en moyenne, cad | fll; = fol |fI. On montre que H n’est pas
fermé, (il sera donc dense dans E), par la caractérisation séquentielle : on trouve une suite (f;;) vérifiant f,(0) = 0, ainsi
que || f — flli — 0 mais f(0) # 0. On construit f;, affine par morceaux, de la facon suivante : on joint (par des segments
de droites) (0,0) a (%, 1) puis a (1,0). on considere f(x) = x. Faites un dessin pour visualiser! On a

n-1 n-1 ;-+c0

1 1/n 1 1
||fn—f||1:j; |fn(t)—f(t)|dt=f0 |nt—t|dt+f1/ |1_l(1—t)—t|dt= + 0

2n?  2n?

On abien f,,(0) =0et f(0)=1#0.

12



Ex49 Soit (E, N) un evn et A c E. On définit d(x, A) = infue 4 |1 x — all.
1) Montrez que x — d(x, A) est continue. (montrez qu’elle est lipschitzienne)

2) On suppose A fermé. Montrez d(x, A) =0 <= x € A. Et si An’est pas fermé?

1) Pourtousvecteurs x,y€ Eeta€ A, |la—x| < | x—yll + |y — all par inégalité triangulaire. On raisonne proprement pour
gérer I'inf, qui est le plus grand des minorants.

d(x, A), infsur a € A, étant un minorant des || x—al|, il vient d(x, A) < [x—yll + 1y —al, puis d(x, A) -l x—yll < [ly—all. Dela
méme maniere d(x, A) — || x— yll est un minorant de tous les ||y — all pour tous les a (car il n’y a pas de a dans |’expression),
I'inf étant le plus grand des minorants, il vient d(x, A) — || x — yll < d(y, A) qui s’écrit encore d(x, A) —d(y, A) < |lx— yll. Du
choix quelconque de x, y on a également d(y, A) — d(x, A) < | x— y|l qui amene alors a |d(x, A) —d(y, A)| < |x -yl quin’est

rien d’autre que 'application 1-lipschitzienne.

2) On va montrer directement d(x, A) =0 <= x € A, ce qui répondra a la question posée puisque A est fermé ssi A = A.
Supposons d(x, A) = 0. Donc pour tout entier n, par caractérisation de l'inf, il existe a, € Atq |x— a,ll < % Il suit que (a,)
est une suite d’éléments de A convergeant vers x. Par caractérisation séquentielle de I'adhérence, x € A.

Supposons x € A. Par caractérisation séquentielle, il existe une suite (a,,) d’éléments de A tq lim a,, = x. Pour tout £ > 0, on

en déduit I'existence d'un élément de A, a,, tq llx — a, |l < €. L suit d(x, A) < ¢, pour tout € > 0 donc, d’ot1 d(x, A) = 0.
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