Queloues corrections sur les Espaces Euclidiens

Ex4 On se place dans le R-ev E des suites réelles bornées. On définit ((u,,)|(v,)) = X1 “4

1) 8 Montrez que c’est un produit scalaire sur E.

2) Soit F le sev des suites presque-nulles (cad nulles apcr). Montrez F* = {0}

1) Avant de vérifier toutes les propriétés du produit scalaire, on n'oublie pas de vérifier que la série converge. La série }_ %

converge absolument comme il en résulte du criteére de majoration des séries positives par une série géométrique convergente

(raison |3| < 1) : [“272| < M, M, (1)" car par hypotheses, les suites sont bornées, (u,,) par M, et M, pour (v,). Il est clair que

(U, v,) = X532, “2* est symétrique et bilinéaire sur I'ev des suites réelles bornées.

2
* La positivité résulte de ¢(u,,u,) = Y5, % > 0 car les termes sont réels positifs et que la somme d’'une série positive
convergente est positive.
2
* Soit (u,,) une suite réelle bornée telle que ¢(u,, u,) = X5, % = 0. Comme tous ces termes sont réels et positifs, on en déduit

Vn =0, u, =0 ce qui se traduit par (u,,) est la suite nulle. ¢ est bien définie.

2) 1l faut et il suffit de démontrer F* < {0}. Soit u = (u,) € F*, alors pour toute suite (v,) presque nulle, ((«,)|(v,)) = 0.
« Classiquement », I'idée est de choisir judicieusement des (v,,)...
Considérons pour p entier la suite v, = (w,) ,en définie tout simplement par w, = 1 et tous les autres termes de cette suite valent

0. C’est une sorte de base canonique « étendue ». Cette suite est clairement presque nulle et bornée. On a immédiatement :

O U w. upxl
(ull/p):nZ::O ;nn = > =0 — up:()

Ceci étant réalisé pour tout p € N, il vient u = (0)
Remarques

o «Ceci» n'arrive jamais en dimension finie, je veux dire, en dimension finie, F* = {0} < F = E. Autrement dit, en
dimension infinie, il y a des sevs qui ne sont pas 'espace tout entier et pourtant, aucun vecteur n'est orthogonal a ce sev.

Surprenant, non?

* On aici aussi un exemple (impossible en dimension finie) que F # (F*)* car ici (F1)* = {0} = E et aussi du fait que ici
P P! q q

FeF'=Fe{0}=F+E

BQ CCP MP 2023->2021 | CCP PSI 2015 (propriétés des supplémentaires orthogonaux)

Ex 7 Soient F et G deux sev d'un espace préhilbertien E. [MP 8 euclidien]
1) Montrez F c (F4)*.

2) Montrez F = (F*)* si E est de dimension finie.

) Etablir F < G = G c F*.

4) Montrez (F +G)* = Ft nG*.

% ) Montrez F* + G* < (F nG)*. Montrez I'égalité en dimension finie.

1) Rappelons que x € G si et seulement si pour tout f € G alors f 1 x.



Soit x € F, alors comme F* L F, onapourtout y € F*, y | x, donc x € (F*)*. O nvient de démontrer l'inclusion F c (F+)*

par la méthode usuelle. (1l faut bien vous concentrer).

2) Onsait quen dimension finie, pour tout sev H de E, alors H* est de dimension finie et dim H* = dim E — dim H. Légalité

F = (F1)* résulte de I'inclusion démontrée a la question précédente et de 1 égalité de dimension car :

dim(F+)* =dimE - dimF* = dimE - (dimE - dimF) =dimF

%) Raisonnement assez analogue a Q1. Supposons F < G et démontrons G* < F* par la méthode usuelle :
Soit x € G*, alors pour tout y € Gonay L x. Comme F est inclus dans G, en particulier on a aussi pour tout y € F, y | x, d’oit

xeF*t.

4) Rappelons qu'on est a priori en dimension infinie. On ne peut donc utiliser I'égalité de dimension et on va alors démontrer

la double inclusion :

(F+G)' cFtnGt

Soit x € (F +G)*, donc pour tout y € F +G, y L x. On rappelle que l'on a F c F + G (en prenant f +0) et G < F + G. Par
conséquent, en particulier, pour tout f € Fona y L x, soit x € F*. Raisonnement totalement identique pour x € G*. Il vient

alors x € Ft nG*t.

FtnGtc(F+G)*

Soit x € F- nG*, alors x € F* et y € G*. Pour tout f € F,f L x cad (f]|x) = 0 et pour tout g € G,g L x, cad (g|x) = 0. Par
linéarité a gauche du produit scalaire, il suit pour tous f € F,g € G,(f + g|x) = (f|x) + (g|x) = 0. Comme I'ensemble de tous

les f + g n'est rien d’autre que F + G, il suit pour touty = f + g € F + G,y 1 x, donc x € (F + G)*.

%) On a seulement une inclusion en dimension infinie : comme F NG < G, par Q2) on en déduit G* < (F n G)*. De méme

F1 c(FNnG)*. (FnG)* étant un sev, donc stable par +, il suit que toutes les sommes d’éléments de G* et F sont aussi dans

cetev, soit| Gt +Ff c (FNnG)*

Par contre,en dimension finie on a I'égalité des 2 ev que 'on peut démontrer avec une égalité de dimensions :

dim(F* +G') =dimF* + dimG* — dim(F* NnG') = 2dimE — dimF — dimG — dim(F + G)*
=2dimE - dimF — dimG — (dimE —dim(F + G)) =dimE - (dimF +dimG — dim(F + G))

=dimE —dim(F nG) = dim(F nG)*

CCINP PSI 2023 €% | Mines-Ponts PSI 2014 (produit scalaire intégral) %

Ex 6 Soit E = 6*([0,1] ,R).Pour f, g € E, on pose ¢(f,g) =[1fg+f’g’.
0

1) Montrez ¢ produit scalaire sur E.

2) SoientV={f€E, f(0)=f(1)=0}letW={f€E, f=f"}.

Montrez qu’ils sont en somme directe et orthogonaux [Mines : Montrez supplémentaires orthogonaux.]

Paul ne se rappelle plus les 2 autres questions. Probablement celles-1a :

% ) Montrez que V est I'orthogonal de W [Mines : C’est la question précédente]

4) Déterminezlaprojectionorthogonalesuri-def<£-




1) Commencons par remarquer que 1'intégrale existe puisque t — f(t)g(t) + f'(t)g'(t) est bien continue sur le segment
(fermé) [O, 1 ] , par hypothese. ¢ est bien un forme a valeur réelles.
* Lasymétrie estimmeédiate
* Lalinéarité a gauche résulte de la linéarité de I'intégration puis la symétrie amene la linéarité a droite, soit la bilinéarité
de ¢.
* La positivité également puisque les fonctions sont a valeurs dans R, ol1 un carré est positif : ¢(f, f) = fol f2+f?%=o0.
e Quant a définie, puisque la fonction dans 'intégrale nulle ¢(f, f) = 0, est continue et de signe constant sur [0,1], un

théoreme permet de conclure que f2(t) + f"?(t) = 0. Comme on est dans R, il vient f nulle sur [0,1].
Remarque : On peut remarquer que €' suffit pour démontrer produit scalaire. Lhypothese est plus forte.

2) Notons que l'on sait grace au cours sur les équations différentielles d’ordre 2 (le coefficient « dominant » d’ailleurs est 1 # 0
sur R), que W est un ev de dimension 2, cad un plan. Par résolution immédiate (c’est du cours), ona W = Vect(x — e*,x —
e *) = Vect(x — coshx,x — sinh x).

Rappelons que I'on sait que le noyau d’'une forme linéaire (cad a valeurs dans R) non nulle est un hyperplan (méme en dimen-
sion infinie, mais alors on ne peut pas dire de dimension n — 1, et ce n'est pas au programme). Il subsiste quand méme que
c'est un sev de E. Lapplication f € E — f(a) € R étant clairement une forme linéaire non nulle sur E, son noyau H, est un sev

(hyperplan) de E.Ona V = Hy N H; , donc V est bien un sev de E.

Il reste a démontrer orthogonaux et en somme directe. On se rappelle son cours : si 2 sevs sont orthogonausx, ils sont en somme

directe.... Soient f e Vetg € W, cad f(0) = f(1) =0etg" = g. Utilisonsune IPP: v/ = f' v=g'" u=f v =g"

['rg=lrogw] - [ rngwa=-"rg

On a donc immédiatement ¢(f,g) =0cad f L g,puis| VL W

Remarque : Aux mines, on demandait de démontrer directement, en plus, V & W = E. C’est plus fort et plus dur mais de toute
facon c’est la question d’aprés dans CCINP. On rappelle qu'en dimension finie, pour démontrer F et G supplémentaires ortho-
gonaux, il faut et il suffit de démontrer F = G* ou G = F*, mais ce nest pas toujours trés « pratique ». 1l est plus simple de
démontrer F 1 G etdimF = n—dimG. Comme E est de dimension infinie, on ne peut utiliser cette égalité sur les dimensions,

par conséquent pour démontrer V et W supplémentaires orthogonaux, il faut et il suffit de démontrer V+W =EetV L W.

%) Selon la remarque on démontre V + W = E cest le plus simple. On pourrait aussi démontrer V = W+ par les inclusions.

Analyse : Soit h 6? sur [0,1] tel que h = f + g avec f(0) = f(1) = 0 et g" = g. Il vient h(0) = g(0) h(1) = g(1) et par
double dérivation, il suit 2" = f" + g soit f” — f = h" — h ou autrement dit f solution de y" — y = h” — h aux conditions initiales
f(0) = f(1) = 0. La résolution de I'’équation homogene est y = a coshx + Bsinh x. Une solution particuliere est h!, d'ou1 la

solution générale est f(x) = a coshx + Bsinh x + h(x). On trouve les 2 constantes par les conditions initiales :

a+ h(0) = —-h(0)

B = miz(-h(1)+h(0)cosh1)

S}
Il

acoshl+ fBsinh1+h(1) =
Lanalyse est terminée puisque nécessairement g(x) = h(x) — f(x).

Synthése : Soit h € sur [0,1]. Posons f(x) = acoshx + Bsinh x + h(x) avec a et § comme plus haut et g(x) = h(x) — f(x).

On a bien



* h(x)=f(x)+g(x)
e g € W, puisque g € Vect(coshx,sinhx).

e feVcarf(0)=a+h(0)=0et f(1)=acoshl+ Bsinh1+ k(1)=0.

4) Sion maitrise son cours sur les projections, la projection orthogonale de f sur V est le décomposé sur la somme directe

V @ V* =E, et onla traité plus haut, cest| py(f) = —f(0)coshx +

sinlhl (—f(l) +f(0)cosh1)sinhx + f(x)

Ex7 A € M,,(R). Montrez KerA" A= KerA. (Onrappellesi X € .4, ;(R) =R", X" X = ||X|3,,)

can

KerA c KerAT A

Immédiat. Résulte de KerB c KerAB ou Kerf c Ker(g » f). On peut considérer que c’est du cours. De toute facon cette

inclusion est aisée & démontrer : si X € ., (R) vérifie AX = 0, alors AT AX = 0.

KerAT A c KerA

C'est l'inclusion délicate. On prend la méthode générale : Soit X € .#,, ,(R) tq A" AX = 0.1l faut démontrer AX = 0. Comment
«enlever»le AT 2 ... Anoter que si AT est inversible (ce qui équivaut a A inversible), c’est immaédiat, je vous laisse y réfléchir.
En fait, comme indiqué, I'idée est d’utiliser le produit scalaire canonique dans .4, ;(R) qui est XY (Attention! i ne pas

confondre avec celui de .#,(R) ni, d’ailleurs, avec XY" ). L'idée est de multiplier a gauche par X" :

0=X"(ATAX) = (AX)' (AX) = ||Ax]|2 = AX=0

can

Remarque : On en déduit rg (A" A) = rgA. Je l'utiliserais en cours.

Mines-Ponts PSI 2013 | Ensam PSi 2013 | CCP PSI 2009 (expression de produit scalaire) ¥

Ex 9 Soit (E, (-|) )un ev euclidien, ey, ..., e, et fi, ..., f,, deux bases orthonormées de E et u € £(E).
1) Montrez Y7, (u(e;)| ;) indépendant de la BON (e;) choisie. [CCP, Mines-Ponts : Question absente|

2) Montrez ). <; j<n ( u(e;)| i )2 ne dépend pas des BON choisies. En donnez une expression en fonction de u.

Rappelons un théoréme du cours : dans un ev euclidien E, si on considere une base orthonormeée (e, ..., e, ), alors les coor-
données d’un vecteur x quelconque sont x; = (¢;|x) (il n’y a donc pas de calcul a effectuer pour les trouver!). On peut donc
écrire en particulier, en utilisant un autre théoréme qui « dit » que tout produit scalaire quelconque ou toute norme euclidienne

quelconque ont toujours une expression canonique par rapport aux coordonnées dans une base orthonormée (¢e;),<;<,, :

n n n n n n
x=Y xe=Y (alx)e  IxlP=Y 2= (elx)f  (xly)= X xn= Y (alx)(ely)
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
Tout ceci est du cours...
1)
0 2 ®

Xn: aci(ecle;)

1 k=1

(ule)le;) =

1 i

n
i=

n n (

( D ariey | ei)

) n
1 k=1 i=

n
Y a;=tr(A)=tru
i=1
*(1) OnaposéA=(a;)<;j<n = Mat(u, &), la matrice de u dans la base (e;).
*(2) Linéarité a gauche du produit scalaire

*(3) Onaappliqué (e;) base orthonormée, soit ( e, | e;) = 8;. I ne reste que i = k avec (e; | e;) = || ;]| = 1.
4



2)
> ¥ (ule fF =3 >

i=1 j=1 i

(ue) £ = X lute]?

= 1 i=1
n 2

> (ule)|u(ey)) 35 i ( i Qi € | i akiek)

i=1 i=1 k= k=1

—
-

(i) n n n (4) »n

= Z ( Z Qg€ ‘ Z dpe]) = Z akiaji(eklej)
i=1 " k=1 j=1 i=11<k,jsn

(,-i) n n 2 @ 2 T

= Z Z ajia]l - a]l = (AlA can = ||A|| can = tr(A A)
i=1 j=1 1<i,j<n

*(1) Clestlaformule rappelée plus haut car (f;); est une BON.

*(2) Onaposé A= (a;)<;j<n = Mat(u, &), la matrice de u dans la base (¢;).

*(3) Onchangele « nom» del'indice k en j dans la 2° pour éviter une grosse erreur apres.

*(4) On aappliqué la bilinéarité du produit scalaire.

*(5) Onaappliqué (e;) base orthonormée, soit (e, | ¢;) = ;. Il ne reste que j = k avec (¢; | ¢;) = [|¢;]|* = 1.

*(6) On areconnu le produit scalaire canonique sur .4, (R).
Reste a montrer que tr (A" A) ne dépend pas de la base orthonormée, sachant que A en dépend puisque cest la matrice de u
dans la base &. Soit &' une autre base orthonomée de E. On a la formule :

A' = Mat(u, &')=P" Mat(u, &) P =PTAP

avec P = Pg " matrice de passage de la BON & alabase &'. On sait que c’est une matrice orthogonale car les 2 bases sont des
BON, cad que P~! = P' ouaussi P' P = PP" = . On écrit :

tr((ANTA") = tr((PTAP)T PTAP) = tr (PTAT (PPT)AP) = tr(PTATA p) = tr (P PTATA) = tr (ATA)
B B

Remarque : Ce n'est pas au programme de PSI (mais au programme de MP), mais pour information, en fait tr (AT A) = tr (u*ou)

ol1 u* est ce qu'on appelle 'adjoint de u. Dans une BON A" est la matrice de u*...

CCINP PSI 2023 €3 (produit scalaire intégral)

Ex11 Soit E = €°([a,b] ,R) avec a < b. On pose ¢(f,g) = fhf(t)g(t)dt.

1) Montrez que ¢ est un produit sclaire. ‘

2) Montrez qu'il existe une unique fonction g quiest C* sur [a,b] tqg”" = f et g(a) = g(b) = 0. Montrez que fa”f(t)g(t) dt =
- [2 (') at.

% ) Déterminez I'orthogonal du sev F de 'ensemble des fonctions C? sur [a, b] avaleurs dans R.

1) Commencons par remarquer que 'intégrale existe par continuité de f g sur le segment [ a, b] . ¢ estavaleurs dans R, donc
une forme car:

e Symétrique : immédiat.

e Linéaire a gauche par linéarité de I'intégration puis linéaire a droite par symétrie donc bilinéaire.

* positive car ¢(f, ) = [ f? = 0 car f? est un carré réel.

e définie: si ¢p(f,f) = fah f? =0, comme l'intégrande est continue et positive, un théoréeme nous amene la nullité de f2

puis de f sur [a, b]

2) Comme f est continue sur l'intervalle [a, b] elle y admet une primitive (cours), puis une primitive de primitive, soit un h(x)
tq h"(x) = f(x). h seraalors C?. Il estimmédiat que les g(x) = h(x)+ Ax + u vérifieront cette méme propriété. Un choix adapté

de A et y (il suffit de résoudre un systéeme 2 x 2 que je ne fais pas ici) permettra de vérifier en plus g(a) = g(b) =0



Oneffectue alorsuneippavecu' = f=g" v=g u=g vV =g":

!

[ g = [ gwgw = [sgo]) - [ gwgwa=- [ (g}

3) 1l faut utiliser la question précédente, en n'oubliant pas qu'elle s'écrit aussi (f|g) = —[|g'[|>. On procede par analyse-

syntheése pour trouver l'orthogonal de F.

Analyse :

Soit f € F+. Alors Vh € F,(f| h) = 0. on utilise Q2 en considérant ce g et en prenant en partoculier i = g. Il suit, en particulier,
—lg'II*>=0,donc g’ =0, puisg” = f = 0.

Syntheése :

Réciproque immédiate : F+ = {0}

Remarques

Ceci n’est pas possible dans un ev de dimension finie (cad un ev euclidien) car F* = {0} < F = E. C'est du cours (par

la dimension).

Il y a une démo plus subtile (mais pas plus courte) mais qui dépasse le cadre d'une simple PSI, niveau X-ENS. Je vous l'ex-
plicite néanmoins, pour les éléves « ambitieux » : on utilise les evns (un ev préhilbertien de dimension infinie, comme ici,
est un evn, muni de sa norme euclidienne). Elle utilise deux résultats : F* = F' etle théoreme de Stone-Weierstrall, que
vous avez peut-étre vu en MPSI? (en tous cas, au programme de MP). qui affirme que les ('ensemble des) polynémes
sont denses dans les fonctions continues pour la norme-infinie sur un segment [a, b] (ou si vous voulez, équivalence
de la densité au programme de PSI d’ailleurs, caractérisation séquentielle, il existe une suite de fonctions-polynémes
convergeant vers n'importe quelle fonction continue pour la norme sup sur [ a, b] .

F < Fdonc F* > F". On peut utiliser la caractérisation séquentielle de 'adhérence (au programme PSI). Soit x € F*.

Pourtout f € F,(f|x)=0.Sif €F, f' =limf, avec f, € F.Ona(f, | x) = 0. Lapplication f — ( f | x ) étant continue (car
1-lipschitzienne, c’est du cours), on peut passer a la limite et on a bien (f'|x) =0, soit x € F .

Onremarque | f||? = fah f? < (b-a)||f|l?2. onendéduitladensité des polynomes pour la norme euclidienne de1’énoncé.

Pour cette norme (cetevn), onadonc R[X] = E, puis commeR[X] < 6€*°([a,b] ,R) c €*([a,b] ,R) = €*([a,b] ,R),
par suite, RIX]* = €°([a,b] ,R)*: = €*([a,b] ,R)" =€"([a,b],R)" ={0}.Vous avez suivi? Bravo!

Centrale PSI 2021 (produit scalaire sur [*(R)) ¥

Ex17% Soit E 'ensemble des suites (u,,),, tqlasérie Y. u% converge. Pour u = (u,,), etv = (v,), onpose (u|v)= X}

(o)

0 UpUn

1) Montrez produit scalaire sur E.

. ) 1 ) . N
2) Montrez que, si u € E ne s'annule pas, ;; n'appartient pas a E.

% ) Trouvez une CNS sur a pour que (n—la) e€E.

4) On note F 'ens. des suites réelles nulles apcr. Montrez F est un sev de dimension infinie.

%) Que dire de F + F* et de (F*)*?

1) De I'inégalité usuelle |u,v,| < L(u% + v?) (que 'on démontre avec la valeur absolue par (u,, — v,)* = 0 etu, + v, = 0), on

déduit, critere de majoration d’'une série positive, 'existence de (u#|v). Forme bilinéaire symétrique positive sur E estimmédiat.

Quant a définie, ce l'est aussi car (u|u) = ¥}1% u7 = 0 entraine par réalité et positivité, u,, = 0 nul pour tout n, soit c’est la suite

nulle.

=0



2) SoitY u, tq ¥ u? converge. Par 'absurde : si}_ uiz converge, alors par I'inégalité vue plus haut, la série de terme général

1 =u, x -+ converge. Absurde.
un
%) Immédiatement, par Riemann, ¥ (- )’ converge ssi a > 1.

4) En notant (u,),ey la famille de suites définie par u,,,, = §,,, pour tout n, famille immédiatement libre de cardinal infini

(dénombrable) de suites presque nulles, on en déduit que F est de dimension infinie.
Remarque : En fait, c’en est une base car elle est génératrice de F (je vous laisse y réfléchir).

%) Ondémontre rapidement que F* = {0}. En effet si (v,) € F*, (v,) L u,, définie plus haut ce qui amene ((v,)|u, )= v, =0,

pour tout p, puis (v,) est la suite nulle. On en déduit F + F* = Fet (F 1)* = E.

Remarque : Cet énoncé nous fait remarquer (prouver) que, en dimension infinie, on n’a pas toujours F + F*- = E, ni (F*)* = F.

Par contre, on a toujours ((F)*)* = F*.

IMT PSI 2022 | CCINP PSI 2022 63 (produit scalaire et orthogonal d'un sev)

Ex14 Soient des réels a, ...,a, n + 1 réels 2 a 2 distincts. On définit sur E = R, [X], 'application de E x E dans R par
n
$(P,Q) = ) P(a;)Q(ay)
k=0
1) Montrez que c’est un produit scalaire sur E.
2)OnposeF = {P ER,[X]| Xy Plag) = O} Trouvez F*. [CCP : En +, Montrez que F sev de E et donnez sa dimension] .

3 ) Déterminez la distance de P a F. [CCP : Question absente?]

1) Méthode 1 : Lasymétrie et la bilinéarité sont immédiates. La positivité résulte de ¢(P,P) = Y.} _, P(a;)* = 0 car ce sont
des carrés deréels. Quant a définie : la « réalité » amene V0 < k < n, P(a;) = 0. Comme ce sont n+1 réels distincts, le polyndme

de degré < n a au moins 7z + 1 racines, donc c’est le polyndme nul.

Méthode 2 : On se place dans la base des polynémes de Lagrange associés aux (a;) (cad les n + 1 polynémes L;, tous de
degré n, vérifiant L;(a;) = 6,~]-). On sait que tout polynéme P a pour coordonnées dans cette base (P(a,), P(a,,...,P(a,)). Par
conséquent, I'expression de 'énoncé dans cette base est 'expression du produit scalaire canonique. On en déduit aussi que la

base de Lagrange est une base orthonormée.

2) Lapplicationy : P € R, [X] — X.}'_, P(a;) est une forme linéaire (je ne le démontre pas ici), par conséquent son noyau,
qui est F, est un hyperplan, cad un sev de dimension (7 + 1) — 1 = n. (si on reprend la base des polynomes de Lagrange, F a
pour équation x, + -+ + x,, = 0, je vous laisse y réfléchir). Lorthogonal de F est donc une droite, conformément au cours. Il faut
et il suffit de trouver un vecteur orthogonal a tous ceux de F. Si l'on sait bien son cours sur I'orthogonal d'un hyperplan, on a
immédiatement I'orthogonal via les polynomes de Lagrange, c’est Vect(1,...,1) mais attention! , coordonnées dans la base de

Lagrange, ce qui donne le polynéme constante-1. Sinon, si on ne devine pas, on est contraint de procéder par analyse-synthése.

Analyse : Soit Q € F*. Alors, pour tout P tel que Yoo Play)=0,ona¢p(P,Q)=Y;_, P(a,)Q(ay) = 0.1l faut analyser pour
en déduire des « choses » sur Q. Pas facile... On essaye des polyndmes particuliers P bien choisis, en général, c’est la bonne idée.
On a envie d’essayer le polynéme [, (X —a;.), saufqu’il est de degré n+ 1! Allez, il faut penser tout seul au polynéme Q vérifiant

Q(a,) = 1, puis ceci doit vous amener a penser a constante-1.

Synthése : On considere Q = 1. pour P € F, cad vérifiant }.}!_ P(a;) = 0, on aimmédiatement }.}'_ ) P(a,)Q(a;) = 0, soit

(P| Q) =0, ouencore Vect(Q) = Vect(1) c F*. Pour des raison,? de dimension, comme dim F* = 1, on al’égalité F* = Vect(1).



%) Un théoreme nous donne d?(P,F) = |P - q(P)|*> = ||P||* - | g(P)|?, ot q est la projection orthogonale sur F. Pour des

raisons de dimension, la projection g’ sur F* est plus facile 4 déterminer, en appliquant ses formules :

noP
6/(P)=P—6/’(P)=P—(P|1)ﬁ1=p_Zk—OT(“k)

Yoo Play) )2 Yoo Play) B ( Yoo Play) )2
n n

n

(P.F)= Y P(ay) - Y. (P(a)-

k=0 k=0

Zheo P00 §: pay- L3 pra) =(%- ) (5 pran)

n k=0

2 1 &
dou d(P,F)=\/=-—| Y. P(a,)|
k=0

IMT PSI 2022 &3 | Ensam PSI 2018 | CCP PSI 2013 (matrice de projection orthogonale)

n
=0+2 ) P(a)x
k=0

=2

_ X+y+z+t=0
Ex18 Soit R* euclidien canonique et F le sev dA©quat. { Y

x—y+z—t=0'
1) DA©terminez une base orthonormA®©e de F et de F*.

2) Donnez la matrice dans la base canonique de la projection orthogonale sur F*. [2013 :sur F] .

1)
X = -z
x+y+z+t = 0 (Hp) y = -t
x—-y+z—t = 0 (H,) z = z
tr = t

(u,v) avec u = (-1,0,1,0) et v = (0,—1,0,1) est donc une base de F. Le principe est alors d'orthonormaliser par 'algorithme
de Gram '-Schmidt?, mais ici ce n’est pas nA©cessaire si on remarque que la base est dAA©jA orthogonale : (u|v)= 0. Il suffit

alors de normer, cad diviser par la norme, pour rendre la base orthonormA®©e. (\/LE u, \/LE U) estune BON de F.

Pour trouver une BON de F*, au moins 2 mA©thodes

MA®©thode 1 (calcul « mental ») :

C’est possible ici car la base est constituA©e de 0 et 1 ... On (devine) considA™re e = (1,0,1,0). On aimmA®©diatement ( el u) =
(e| 1/) = 0 (car Cest le produit scalaire canonique), donc e € F*. Idem avec f = (0,1,0,1). On constate (e, f) famille libre (les
2 vecteurs sont visiblement non colinA®©aires) et dim F* = dimR* — dim F = 4 — 2 = 2. Par suite, (e, f) est une base de F~. Par

« chance », les deux vecteurs sont dA©jA orthogonaux donc (\/LE e, \/LE f ) est une BON de F*

MA®©thode 2 :

Ona F = H, n H, avec H;, H, hyperplans. Comme ces 2 A©quations sont des A©quations des hyperplans dans la base cano-
nique de R?, que le produit scalaire cet exo est le produit scalaire canonique et que I'on sait alors que la base canonique est
orthonormA®©e, on en dA©duit (cours) H;* = Vect(1,1,1,1) et H;- = Vect(1,-1,1,-1), vecteurs respectivement notA©s g et
h. On utilise alors F = H, N H, < H,, doA! H{" ¢ F* et de mA®me Hj;  F*. Raisonnement AOIA©mentaire comme plus haut,
(g, h) est une base de F* qui, par « chance », est encore orthogonale... Attention! quand mA2me, ici ||g| = | k] = 2, donc

(38,3 h) estune BON de F~*

1. Jorgen Pedersden Gram : mathématicien danois (1850-1916).
2. Erhard Schmidt : allemand (1876-1959) fondateur de l'analyse fonctionnelle.



Remarque : On n'obtient pas la mA2me BON mais pas de quoi « saffoler », il y a une infinitA© de BON... Le lecteur est d’ailleurs

invitA© A vA@rifier manuellement Vect((1,1,1,1),(1,-1,1,-1)) = Vect((1,0,1,0),(0,1,0,1)).

2) Attention! je calcule la matrice de la projection sur F (de toute faA§on, il suffit de changer la base)

Pour calculez la matrice de p dans la base canonique (donc orthonormA®©e ici) il faut et il suffit de calculer ses images par p.
On dispose d’'une formule, qui n’est pas toujours applicable A cause du coA»t de calcul de la BON de F, mais ici, elle est dA©jA
calculA©e...Onadonc p(x) = 3(u|x) u+ 3(v|x) vetonlapplique aux 4 vecteurs ¢; de la base canonique de R*. Le calcul est

trA”s aisA©, je ne donne que le rA©sultat :

p(1,0,0,0) = 3(1,0,-1,0) 1 0 -1 0
(0,1,0,0) = 1(0,1,0-1) 110 0 -1

P 2 Mat(p,e) = -

p(0,0,1,0) = 1(~1,0,1,0) 2.1 0 1 o0

p(0,0,0,1) = 3(0,—-1,0,1) 0 -1 0 1

Remarques

 La matrice est symA®©trique ce qui A©tait « prA©uisible » puisque une projection orthogonale est un endomorphisme

symA©trique et la base utilisA©e est orthonormA®©e (cours de la semaine prochaine)

* Les 4 endomorphismes, projection orthogonale sur F (ici p), sur F* (notA© p'), symA®©trie orthogonale par rapport A
F (s), par rapport A F* (s") de « dA©duisent » les uns des autres, donc leur matrice aussi. Si on se rappelle, partant de

E=FeF* soitx=f+g,alorsp(x)=f, p'(x)=g, s(x)=f—g, s'(x) =g - f, il vient :
p+p' =1d s=2p-1d=1d-2p' s'=2p'-ld=1d-2p=-s

un AOIA"ve « ambitieux » peut retenir ceci.

CCINP PSI 2022 | Mines-Ponts PSI 2019 | CCP PSI 2017 | CCPBQMP 2023->2021 (distance a un sev de matrices)

Ex 20
1) Montrez que l'application (A, B) — tr (A" B) est un produit scalaire sur .#,(R).
2) Montrez que 'ensemble V' des matrices de la forme (_“b Z) avec a, b € Rest un sevde .#,(R).

¥ ) Déterminez une BON de V*.

%) Calculez la distance de J a V+ [Mines PSI: d(J,V)]

1) Méthode 1:
¢ : (A, B) — tr (A" B) est un produit scalaire sur .#,(R) car :
* avaleurs dans R, soit une forme.
* ¢ est symétrique : en rappelant que la trace d’'une matrice est égal a celle de sa transposée :
$(AB) = tr(ATB) = tr((A"B)" ) = tr (B (A")" ) = ¢(BA)
* ¢ estimmédiatementlinéaire a gauche parlinéarité de la trace et de la transposition. Il en résulte, par symétrie, la linéarité
a droite, soit la bilinéarité ;
* (¢ est positive car, par réalité des A; :

VA€ M,(R), p(A,A)=tr(ATA) = i [A"B],, = i i [A"]i A= Y AL =0
i=1 k=1

i=1



* ¢ est définie car, par réalité des Ay; :
$p(AA)=0= Y A}, =0= pourtousl<ik<nA,;=0=A=0
1<i,k<n

Méthode 2 :

C’est la méthode la plus rapide, peut-étre un peu abusive?

n
Y (A" ikByi = AyiBri
1 k=1 1<i,k<n

tr(A'B) = f [A"B],, =
i=1 i

n
On reconnait le produit scalaire canonique de R" =~ M, (R).
2) Méthode générale (par stabilité) :

C’est une méthode assez lente et peu élégante en général.

e V + @ car V contient la matrice nulle: a = b = 0.

* Soient M, , et M, ,, deux matrices de V et a, § 2 scalaires dans R :

aa+pa ab+ b A B
aM,p+BMy = = avec A = aa+ fa’, B=ab + b’ réels
—ab-Bb aa+pa -B A
Méthode du Vect :
a b 1 0 0 1
=a +b
-b a 0 1 -1 0
I J

V est donc I'ensemble de toutes les combinaisons linéaires de (I,,] ), c’estun sevet V = Vect (I,,] ) Cette famille est génératrice
(par définition du vect) et, étant immédiatement libre, il en résulte que c’est une base et que V est un plan, soit dimV = 2. C’est
méme une base orthogonale car tr (I' V) = tr (V) =0!)

L'avantage de cette méthode est qu’elle donne (presque) « gratuitement » une base et la dimension...

%) Grace alaméthode 2 de la question précédente, on sait dim V* = dim .#,(R) —dimV = 4 — 2 = 2 Une idée peut étre donc

de chercher d’avbord 2 vecteurs orthogonaux a I et J S’ils sont orthogonaux, tant mieux, sinon on appliquera le procédé de

Schmidt.

1 0 1
Par exemple, K = etL = conviennent. Elles sont orthogonales. Ona | K ||? = |N||*> = 2.

0 -1 1 0

N 11
Une BON de V* est (—K, —N)
NZERVZ)

4)

Cet exercice fait partie de la banque d’exos CCINP MP, n°081.

Vous pouvez regarder la correction fournie par le concours : Banque CCINP MP 2023 avec corrigés

n n
Ex21 Calculez inf Y. Y (i-my)?  (Onutilisera une distance & un sev).
M=(my)e&n(R) ;57 j=1

On rappelle (quasi-cours) quel'ona %, (R) ® A, (R) = .4, (R), cad que toute matrice carrée d’ordre n se décompose de maniere
unique en la somme d’'une matrice symétrique et d'une matrice antisymétrique. Pour les éléves « ambitieux », il est bien aussi

de connaitre cette décomposition : M = %(M +MT) + %(M —M’T)

symétrique antisyméfrgue


http://prepas.troyes.free.fr/enligne/download/bqccinpmp_janv2023.pdf

Autre chose intéressante : si on munit .#,(R) du produit scalaire canonique, cad (A | B) = ¥\, i<, A;;B;; = tr(A" B) Alors
Z,(R) L A,(R). Comme ils sont supplémentaires (le sev est orthogonal « maximal »), cela nous donne méme .%,(R)* =
A,(R) < A,(R)! = .#,(R). Démontrons 'orthogonalité de ces 2 sev :

Méthode 1:

(A]S),,,=tr(S"A) = tr(SA) = r(ATS) = —tr (AS) = —tr (SA) = (A[S)

can

Méthode 2 (par les coefficients) :

* (1) Rappelons que pour une matrice antisymétrique, A;; = 0
. (2) Al] = _Aji'

*(3) Echange du « nom» des 2 variables muettes i et j dans la 2° somme.

Donc, pour terminer ce préambule en appelant p la projection orthogonale sur .%, (R) (orthogonale au sens du produit scalaire

canonique), on a (rappelé plus haut) p(M) = %(M +M"' ) On notera qu’on n’'utilise pas la formule d’'une projection orthogonale

Revenons a I'exo et rappelons le cours sur la distance d’un vecteur a a un sev F dans un ev euclidien E :

d*(a,F) =}I€11§d2(d,f) = la-pp(a)|® = llal? - | pr(a)I?

n n
Ici on nous donne inf (i- m,-j)z. 1l faut donc trouver a, F et le produit scalaire. F se « voit »immédiatement :

M=(my)e&n(R) ;51 j=1
c'est #,(R).On doit « deviner » le produit scalaire canonique (sur les matrices carrées) et ensuite on vérifie bien que ¢a « colle »
pour la distance euclidienne associée :
d*(AM)=[A-M|*=(A-M|A-M)= ) (A;-My)
1<i,jsn
Par suite, on « prend » pour le vecteur a, la matrice A = (i)l ~ .Finalement:
<i,jsn

5 3o my) =, A, @) = AP - A

M= m”)ey’ (R)

nonoonopn+1)2n+1) n(n+1)2n+1) n*(n+1)(2n+1)
ZIEPEDIDIEDY 5 =nx 5 = 6
j=1i=1 j=1
1 1 . 1 P ..
Ip(A)N2an = I 5(A+AT)|? = ~ (i+j)2=~ Y 2+j*+2ij
2 4 1<i,j<n 4 1=i,j=n
1 , 1 L, 1 n  pi(n+1)2n+l) 1 X
== i“+ - jo+= ij= - i j
IR AP TR PP
2 2
n 1)(2n+1 1 & n(n+1 n“(n+1)2n+1 nn+1) &
_ e DRndl) 1 n(nel) _ndnsDEntl) n(neD) &
12 25 2 12 4 =
B 2(n+1)(2n+1) n?(n+1?)
a 12 8

Je vous laisse faire la soustraction finale ... Je rappelle la somme des entiers, des carrés des entiers, des cubes des entiers. Tout

le monde doit connaitre la premiére et la deuxiéme est au programme :

" n nn+1)2n+1 " n?(n+1)>?
e o nrDEnrl) &y ni(ne)
i1 2 =i 116 i=1 4

~



5 -2 1
1
Ex22 ¥ Soit p € Z(R®) canoniquement associé a A = : —2 2 2|-Montrez projection orthogonale sur un plan.

1 2 5

R® est usuellement muni de sa structure euclidienne canonique. Ce n’était pas dit dans I'énoncé, ce qui entraine qu’il était
completement impossible de démontrer que la projection était orthogonale. C’était pour voir si vous 'aviez vu...

Un calcul immédiat (laissé au lecteur) montre A? = A. Il s'ensuit que p? = p, cad p est une projection. Pour démontrer que p
est une projection orthogonale, il y a 2 méthodes : ou bien on montre que le « sur » est orthogonal au « parallelement » de la

projection, cad Imp = Ker(Id — p) L Kerp, ou bien on montre que I'endomorphisme est symétrique (cours de Spé).

Méthode 1:
La matrice A est visiblement symétrique et comme la base canonique est orthonormée pour la structure euclidienne cano-
nique, on en déduit que p est une projection orthogonale. Notons que cette méthode ne donne pas « sur » quoi on projette. Il

faudra donc ensuite utiliser une partie de la méthode 2. On pourrait aussi démontrer que rgA = 2.

Méthode 2 :

Montrons KerA L ImA. Usuellement, le noyau d’'une matrice amene a un systéme :

Sx-2y+z = 0 X = -z
(x,y,2) € KerA <= { —2x+2y+2z = 0 <=4y = -2z
xX+2y+5z = 0 z = z

C’est doncla droite dirigée par U = (—1,-2,1). Le théoréeme du rang donne dim Im A = 2. On « remarque» —C; —C,+C; = 0(c'est
normal, cela « vient » du noyau, je 'ai déja dit en cours plusieurs fois...). Par conséquent Im A = Vect (C;, C,, C;) = Vect(Cy, C,).
En général, donner 'image d'une matrice équivaut a donner une base des colonnes, ce qui est fait ici. Pour démontrer 'ortho-

=-5+4+1=0et(U|C,),,, =2-4+2=0.La

gonalité, il faut et il suffit de démontrer 'orthogonalité des bases : (U|C, ) can

can

projection est donc bien orthogonale et sur un plan (I'image).

Ex27% 8 Soit w(a, b, ¢) un vecteur unitaire de R® euclidien canonique. Ecrivez la matrice dans la base canonique de la

projection orthogonale sur R.w.

Comme w = (a, b, ¢) est un vecteur unitaire, c'est une base orthonormée de la droite D = Vect(w) = R.w. Par conséquent, la
formule de la projection orthogonnale p sur cette droite est: p(x) = (w|x)w. Pour écrire la matrice de p dans la base canonique

& = (&,¢&,,€3) on calcule :

p(g) =p(1,0,0) =((1,0,0)|(a,b,c))w = aw = (aa,ab,ac)
p(&) =p(0,1,0) =((0,1,0)|(a, b, c))w = bw = (ba,bb, bc)

p(g) =p(0,0,1) =((0,0,1)|(a, b, c))w = aw = (ca,ch,cc)
12



R® étant muni de sa struture euclidienne canonique, on a appliqué le produit scalaire canonique. On peut écrire la matrice :

aa ba ca
P=|ab bb cb

ac bc cc

Remarque : Cette matrice est symétrique ce qui n'est pas étonnant, puisqu’une projection orthogonale (comme une symétrie

orthogonale) est un endomorphisme symétrique.

IMT PSI 2023 (matrice projection orthogonale)

Ex2% Soit B = (e,, e,, e3,e,) une BON de R* et Hle sevengendré para=e, +e, +e;etbh=e — ¢,
1) Construire une base orthogonale de H.
2) Donnez la matrice dans la base 28 de la projection orthogonale sur H.

%) Calculezinf, g |x — e ||

1) Le principe pour construire une base orthogonale est d’utiliser le procédé d’orthonormalisation de Gramm-Schmidt, mais
pour la dimension 2 on peut s’en passer. On procéde comme ci : on prend a’ = a et b’ = b + Aa en choisissant A pour que
b' L a’' = a. On applique dans le calcul que la base (¢;) est orthonormée soit (ei | ej) 6;; et on utilise, bien sar, la bilinéarité

du produit scalaire :

('la)=((1+)e,+Aey +des—e,le +e,+e3)=(1+A) (e ]e )+ A(e ] e )+ A(es]e3)=1+310 = /1:—%

, 2 1 1
On trouve b’ = gel - gez— geg —e

2) On applique la formule de la projection orthogonale avec ( BON de H. On calcule en préambule ||a’||? = ||e; + e, +

la'll” IIb’II)

esl? = e I* + lles|* + Il es||* (par pythagore), soit |a’|* = 3 et de méme ||b'||* = & + § + & + 1 = 3. Pour tout vecteur x de R* :

- Lalx)ar+ l (b’lx)

(b'|x)b' = 3

1
(x) = a'|lx)a +
()= qaplalx)a

Pour chacun des 4 vecteurs de la base canonique :

1 2 1 1 2
e)=—(e +e,+e3|e)(eg+e +ey)+ ——e,——e;—e e )(=e,——e,——e;— ¢,
p(e) 3(1 2 3|1)(1 > +e3) 5(31 3%273% 4|1)(31 3%273% 1)
1( et )+2(2 1 1 )= N N 2
=—(eg+e,+e e —e)=—-e +—-e+-e——¢
glaTeTe)rTolze - 3 3 W= gaT et el
1 2 1 1 1 2 2
e)=—(e,+e,+e)——(=-e —e)=—-e +—-e+—e;+—¢
p(e,) 3(1 > +e3) 5(31 3 3 ) = Tt el
1 2 1 1 1 2 2
e)=—(e +e,+e —e)=—-e +—-e+—-e3+—¢
p(es) 3(1 , +e3) — 5(31 3 3 ) = Ot Tl
3 1 1 2 1 1 3
e)=—(=-e,——e —e)=——e +—-e+—-e;+—¢
p(es) 5(31323 1) 5T 2T EB T A

Je n'ai mis tous les détails que pour le premier e,. On met ensuite les coordonnées en colonnes comme vous savez certaine-
ment. On peut éviter certains calculs en se rappelant que la matrice va étre symétrique puisque matrice dans une BON d'un
endomorphisme symétrique (les projections et symétries orthogonales). Cela ne fait que 10 coeffs a calculer au lieu de 16. Cela

évite aussi de faire des erreurs : si la matrice n'est pas symétrique, il y a des erreurs de calcul... Utile (de méme que P? = P) j’ai

13



moi-méme effectué plusieurs erreurs de calcul... Pfou ...La matrice recherchée est :

w
—
—
S

—
—
\S]
[NSHEN S
—

|
[\
—
—
w

%) Il faut reconnaitre la distance a un sev pour appliquer le théoréme du cours : on reconnait d(e;, H). Le cours nous donne

alors :

V10

1 10
e, H)=|le,|?-p(e)|?=1- =(9+1+1+4)=— = inf|x—e|=—~——
(e, H)=lle]I” = lIp(e)|l 25( ) 5= er” 1l 5

CCP PSI 2021 6 (calcul inf intégrale)

T

Ex26  Onposem =inff (cos(x) — ax* - bx — c) dx.
=7

1) Montrez 'existence de m.

2) Trouvez des réels a, b, c réalisant cet inf. (Ind:on pourra utiliser 'orthonormalisation de Gramm-Schmidt).

1) Enseplacantsurlev €°( [ -, 7], R) etle produit scalaire usuel associé (f|g) = /™ f(x)g(x)dx.On sait que d*(f,g) =
JE(f(x) - g(x))? dx estla distance euclidienne canoniquement associée et que m existe puisqu’il réalise alors la distance de

f(x) = cos(x) au R-ev R,[X], engendré par (1, x, x?).

2) Le cours nous apprend que P(X) = aX? + bX + c réalisant I'inf est obtenu par la projection orthogonale de f sur R,[X].
(1,X,X?) nest pas une BON de R, [X ], pour se produit scalaire-12 en tous cas, car par exemple, ( 1|x2 ) = %7‘[3. On ne peut alors
appliquer la formule avec cette base, il faut utiliser le procédé de Schmidt pour en construire une (Q,, Q;,Q,) :

1 T
* Q car |[1)|*2= | 1%dt =2nm.

1
TR -
3
3

R 1 2
¢ Q =——avecR, =X —(X|Q)Qp (Q|X)=—= ﬂtdt=0et||X||2=i.Finalementhz —X
1Ryl /27 J-n 3 2n

R 2
. Qz=”R—j“avech=X2—(X2|QO)QO—(X2|QI)01=X2—%

Par application de la formule, le projeté est alors :

1540, 15

(cos(x)] Qo) Q(X) +(cos(x) Q1) Qi (X) + (cos(x) Q) Q(X) =| ——- X*+

TPE PSI 2019 (éléments propres matrice orthogonale) §

Ex 28
p 0 gq
1) A quelle condition sur les réels p, g lamatrice A=|0 1 0 |est-elleorthogonale?

qg 0 -p
2) Donnez les éléments propres de A

1) La matrice est orthogonale ssi les 3 colonnes forment une BON pour R* muni de sa structure euclidienne canonique. On
constate que ces 3 vecteurs sont déja orthogonaux 2 a 2. Comme ||C; |> = ||C;||> = p? + g% et |G, ||* = 1, il vient que A € O(3) ssi

pr+q*=1.

2) On peut remarquer que la matrice est symétrique réelle donc diagonalisable. On calcule le polynéme caractéristique pour

14



trouver les vps (par ailleurs on sait que les seules vp réelles possibles d'une matrice orthogonale sont +1) :
A-p 0 —q
=] 0 A-1 o0 |==A-DA-p*-¢*)=(A-1*(A+1)

-q 0 A+p

Remarque : Puisque I'endomorphisme canoniquement associé est symétrique et orthogonal, on pouvait espérer (mais At-
tention! ce nest pas équivalent, c'est juste plus probable...) que c’est une symétrie orthogonale d’ot1 calculer A? et vérifier
immédiatement que c’est I. On retrouve ainsi un peu plus rapidement que les deux vp sont +1, comme pour toute symétrie.

Espace propre associé a 1 :

x
l1-p)x—-qz = 0
X=|y|€eE(l) = (1=plx=a — (1-p)x—-qz=0
-gx+(1+p)z = 0
z

On va un peu plus vite dans la résolution du systéme si on a remarqué que les deux plans sont les mémes puisqu’on sait, par
diagonalisabilité, dim E(1) = u(1) = 2!
Espace propre associé a -1 : 11 est ici maladroit de le calculer puisque le cours nous apprend qu'’il est orthogonal a E(1) : c’est

donc la droite dirigée par le vecteur (1 - p,0,—q)

ENSAM PSI 2015 (inégalités sur les matrices orthogonales) X &1

Ex30  Soit M € O,(R) de coefficients m;;. Montrez que Z iy S > ‘ n?

1<i,j<n

On va utiliser deux produits scalaires canoniques ici, celui sur .4, (R) et celui sur R" = .4, ,(R). Ce sont :

VA,Be M,[R), (A|B)= Y a;b;=tu(A'B) VX, YeR" (X,Y)= ) xy=X'Y

1<i,j<n 1<i<n

On peut noter que le 2¢ produit scalaire est aussi égal a tr(X'Y) parce que c’est une matrice 1 x 1 mais c’est sans intérét.
On va noter de la méme fagon, les 2 normes euclidiennes correspondantes, cad |.|. On va utiliser aussi deux fois I'inégalité
de Cauchy?®-Schwarz’ : (x|y) < ||x|||y| avec égalité ssi les 2 vecteurs x et y sont colinéaires positifs. On a aussi d’ailleurs

[(x]y)| < x|l lly | avec égalité ssiles 2 vecteurs x et y sont colinéaires.

M étant une matrice orthogonale, la norme (euclidienne canonique) de chaque vecteur colonne C; vaut 1, soit pour tout

l<js<n, |G|*= ;; = 1. Par suite :

i= 1
n

n n
j=1i=1 j j
m;; X €;; aveC &;;

On peut écrire |m;;| = m;; x €;; ij = +1.Posons J =

0 @
(MIT)= Y myxe;= 3 |myl < IMIx|]]| = Vnxn (Ey)

1<i,jsn 1<i,jsn
* (1) Inégalité de Cauchy*-Schwarz*
*(2) Oncalcule [J|*= Y (g))*= Y 1=n®

1=i,jsn 1=i,jsn

Posons maintenant U = (1,...,1), puis:

\Z;Mw44 |memw@ww (E»)

1<i, k<n

‘(MU, U)‘ =

‘ZMU

3. Augustin-Louis Cauchy : frangais (1789-1857). Oeuvre considérable de 700 mémoires. A l'origine de ’Analyse moderne par rigorisation des limites et

de la continuité. Travaux en théorie des fonctions d'une variable réelle et complexe, en théorie des groupes.
4. Hermann Schwarz : mathématicien allemand (1843-1921). Eleve de Weierstrass. Analyse fonctionnelle.
3. Augustin-Louis Cauchy : frangais (1789-1857). Oeuvre considérable de 700 mémoires. A l'origine de ’Analyse moderne par rigorisation des limites et

de la continuité. Travaux en théorie des fonctions d'une variable réelle et complexe, en théorie des groupes.
4. Hermann Schwarz : mathématicien allemand (1843-1921). Eleve de W(iigrstrass. Analyse fonctionnelle.



¢ (1) Inégalité de Cauchy*-Schwarz*

¢(2) M étantun matrice orthogonale représente (dans une bon) un endomorphisme orthogonal qui conserve la norme

dot [MU| = U]

La derniére inégalité s'obtient en remarquant que puisque la norme (euclidienne canonique) de chaque colonne C; vaut 1, cad

YL, mj;=1,onendéduit m;; <1, puis |m;;| < 1.1l suit :

()

(2)

> |m;| = > |mij|2:||M”2 =n (E3)
1<i,j<n 1=i,j<n

*(1) Comme |m;|<1,il vient mlzj < |my;

¢ (2) Egalité déja calculée un peu plus haut.

Remarques

 Pour la premiere inégalité (E, ), il y a égalité ssi il y a égalité avec Cauchy-SChwarz (sans valeur absolue) donc ssi M et J
sont colinéaires positifs. Ceci nécessite que les coeflicients soient tous des i\/Lﬁ pour que les colonnes soient de norme
1. Réciproquement, ce sont bien des matrices orthogonales a condition que 7 soit pair (et méme multiple de >4 pour
n = 3), les + ou - soient « équilibrés » pour que les colonnes soient orthogonales entre elles. Le lecteur vérifiera qu'il y en

a 8 pour une matrice d’ordre 2 (coefficients i\%)). Ce sont les matrices de Hadamard (colinéaires a).

 Pour la deuxieme inégalité (E,); 1a encore, elle s'appuie sur Cauchy®-Schwarz* avec valeur absolue. L'égalité a lieu pour
MU et U # 0 colinéaires, ce qui se traduit exactement par U vecteur propre de M, puis la somme des lignes égales,
puisque la i-éme coordonnée de MU est la somme de la i-ieme ligne. On trouve par exemple toutes les matrices de

permutations (un seul 1 par ligne et par colonne) et leurs opposées

CCP PSI 2016 (cns isométrie) &

Ex%2 Pour a # 0 donné dans un ev euclidien E, déterminez les valeurs de a € R pour lesquelles u(x) = a(x | a) a—x est

une isométrie. Rajout a l'oral originel : les reconnaitre

On calcule : |u(x)||? = (a(alx)a - x| a(alx)a - x) = a®(x|a)*(a|a)-2a(alx)(a|x)+ (x| x), par bilinéarité.

Par suite, u € O(E) ssi u conserve la norme ssi pour tout x € E, ||u(x)||? = ||x||? ssi:

V2

Vx€eE, a(a|x)(alal*-2)=0 < a=0ou|a| =-=
a

Etant donné que (a|x) = 0 n’est pas possible pour tout x mais que pour x € Vect(a)* (a # 0).

Remarque : Pour a = 0, on reconnait évidemment la symétrie orthogonale par rapport a {0} (symétrie « centrale » par rapport a

0 pourrait-on dire). Pour I'autre valeur, on constate pour x L a, u(x) = —x et, pour x colinéaire a a, il faut et il suffit de regarder
PRSP _ 2 — = — = etri

la valeur en a par linéarité : u(a) = a|a||“a — a = a. Comme u [ Veet (a)* Id etu [ Vect(a) Id, u est la symétrie orthogonale

par rapport a la droite Vect(a).

Ex?7 Matrice de Householder® : Soit R” muni de sa structure euclidienne canonique et une matrice colonne
V € M,,;(R) de norme 1. Montrez que 'endomorphisme de matrice I — 2V V' représente une symétrie, puis montrez qu’elle

orthogonale et donnez ses caractéristiques.




Je rappelle que VV! est une matrice de rang 1 oi1 toutes les colonnes sont colinéaires a V, tandis que V! V représente le produit

scalaire canonique (V| V) dans ./, ,(R) ou, de maniere équivalente, I'expression matricielle du produit scalaire dans R".

can

Méthode 1:
Soit F un sev de E de dimension finie (= R" ici). On sait F @ F* = E, cad pour tout x € E, on peut écrire x = f + g avec f € F
etg € F', cad f L g.Je rappelle que py, la projection orthogonale sur F est définie par pp(x) = f, la projection orthogonale
p' sur F* est définie par p'(x) = g, que py + p’ = Id et que la symétrie orthogonale s par rapport a F vérifie sp(x) = f — g =
f+g-2f=(Id-2pg)(x),cad sp = Id - 2pp.
D’autre part V étant de norme 1, (V) est une base orthonormée de la droite D = Vect (V). Une formule du cours nous donne
que la projection orthogonale p sur la droite D s'écrit : VX € 4, ,(R), pp(X) = (X| V)mnV expression qui matriciellement
s’écrit :

Mat(pp(X) =XV V=V XV =VvVIX = Mat(pp)=VV"
On termine par I —2VVT = Mat(Id —2pp,) = Mat(Sp.). C'est donc la matrice de la symétrie orthogonale par rapport a I'hy-
perplan D+ = Vect (V)* (’hyperplan « normal » 4 V). Les symétries orthogonales par rapport a des hyperplans s’appellent des

réflexions (I'’hyperplan est comme un « miroir »).

Méthode 2 :

S =1-2VV?! estla matrice d’'une symétrie puisque :
(1) )
S2=(I-2VV' P = 12 —4vV" +4(VVT )2 =1 —avV! +4v (VI V)VT = 1—4vVT +avvT =1

* (1) I commutant avec toute matrice, on a pu appliquer la formule du binéme de Newton®.

*(2) Ilfautreconnaitre V'V = |V ||?,, = 1 car V est unitaire par hypothese
Pour démontrer symétrie orthogonale, il faut et il suffit de démontrer que la matrice est symétrique, ce qui est immédiat :
St =(1-2vv) =1-2(vv) =1-2(V")' VT =5
Pour trouver le « par rapport », on cherche 'espace propre associé a 1, les vecteurs invariants, E(1) = Ker(I — )
XeEl) = SX=X=([2VV) X=X = X2V X=X = VX=0=V{VX)=0= X1V

On retrouve bien la symétrie orthogonale par rapport a I’hyperplan orthogonal aV, H = Vect(V)*.

CCP PSI 2019 (matrice orthogonale vérifiant équation) &1

1
Ex%7 Soit M € @,(R) telle que g(In +2M) € 0,(R).
1) Montrez que pour tout x € R”, (Mx|x) =[x

2) Que peut-on en déduire sur M?

1) On apar hypothése, M' M = I et aussi:

Iz(%(l,ﬁzM))T(%(1,,+2M))=é(1n+2MT](I,,+2M)=$(I+2(MT+M)+41) — M'+M=2I

On se place dans une BON pour utiliser I'expression canonique du produit scalaire par rapport aux coordonnées (le produit

5. Alston Householder : américain (1904-1993). Contributions en analyse numérique, Méthode et matrice éponyme.
6. Isaac Newton :anglais (1643-1727). Partage avec Leibniz la découverte du calcul infinitésimal. Connu pour la formule du binome etla méthode éponyme

d’approximation des zéros d'une fonction.
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scalaire de R" n'est pas précisé) :

@)
VX € My (R), (MX|X)=MX) X=X"M"X = (X"M"X)' =Xx"MX

(2 1
= EXT(M+MT)X=XT1X =X'X=|X|?

*(1) Comme la matrice X" M" X est une matrice 1 x 1, elle est égale a sa transposée

*(2) Onutilisesix =a=b,alors x = {(a+b).

2)

X
Méthode 1: On peutserappeler quel’angle (sansle sens) est donné par cos = % Onen tire ici que I'angle (de mesure)
0 entre M X et X vérifie (s'ils sont non nuls)

(Mx1x) _ (Mx]X)
cosf = = =1
IMXIIX XXl

On a utilisé |[MX | = | X || car M orthogonale. donc 8 = 0 [2r], soit MX = AX avec A = 0 puis par méme norme, M X = X pour
tout X donc M = 1.
Méthode 2 : On utilise Cauchy-Schwarz: Vx, y, (x |y) < x|yl Ici, cela amene :

IX1? = (MX]|X) < [MX|IX]| = |X]|?

1l y a donc égalité dans Cauchy-Schwarz, soit MX = AX avec A = 0 (car il n'y a pas de valeur absolue) puis comme plus haut

A=1puisM =I.

Ex41 ¥ Montrez le seul endomorphisme symétrique vérifiant Vx € E (x| f(x)) =0 (cad f(x) L x) est I'application

nulle par deux méthodes : le théoréme spectral et en « considérant » x +y )

Méthode 1 (par le théoréme spectral) : Soit f un endomorphisme symétrique vérifiant Vx € E, = (f(x)|x) =0, cad

pour tout vecteur x, f(x) L x. Soit A une valeur propre de f, alors il existe x # 0 tel que f(x) = Ax. Il suit :
(f@)x) = (Ax|x)=Alx]* =0

Comme x # 0, on en déduit A = 0. Atfention au raisonnement, on n'a pas démontré que 0 est valeur propre! Seulement que
0 est la seule valeur propre possible. Ceci dit, on sait que f a n valeurs propres puisqu’est diagonalisable, donc 0 est valeur
propre de multiplicité n. Pour toute matrice S symétrique représentant f dans une base orthonormée, le théoréme spectral

nous apprend qu'il existe une matrice orthogonale P telle que S = PDP~' = PDP" = POP' =0.

Méthode 2 (indication de I'énoncé) : On écrit :

0=(fx+|x+y)=(f@OIy)+(f@Ix)+(yIfWM)+(xlf») = (f®Iy)=-(x1f1))

Comme on sait (f(x)|y) = (x|f(»)) il vient pour tous x, y, (f(x) |y ) = 0, donc f(x) € E* = {0}, soit f est 'application nulle.

CCINP PSI 2022-2014-2012 | CCEM PSI 2015 (inégalité trace d'une matrice symétrique)

Ex47% Soit A une matrice symétrique réelle. Montrez (trA)? < rgA tr(A?).
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A étant symétriqueréelle, on lui applique le théoréme spectral : il existe une matrice P orthogonale et une matrice D = Diag(A,, ...

telles que A = PDP' . Ona (trA)? = (X1, A)? = (trD)?. On sait aussi rgA = n — dim Ker A. Comme A est diagonalisable, on
a dim Ker A est la multiplicité de 0 dans le polyndme caractéristique. Par conséquent, rg A est le nombre de valeurs propres
non nulles.

Supposons les vp numérotées de telle facon que les r premieres vp soient non nulles, cad A4, ..., A,. Ensuite

(w4 = (£ 2= (L4 = (£ 1 A $28)( 51 = (5 ) re4 = i) rga

En (*), on a appliqué I'inégalité de Cauchy®-Schwarz* au produit scalaire canonique de R”, cad :

(el =(Ea (£ o)

Remarques :

¢ 'inégalité demandée provenant uniquement de 1'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a méme la condition d’égalité qui est le
«vecteur » des A, colinéaire au « vecteur » des 1. En se rappelant qu'une matrice diagonalisable de valeurs propres 0 et 1 ne peut
étre qu'une projection P, on en déduit que I'égalité est réalisée uniquement pour les a P, avec P matrice de projection. En fait
pour une projection p, trp® = trp = rgp.

 Remarquons que tr(A?) = 0 ssi toutes les valeurs propres sont nulles, ce qui par la diagonalisabilité, améne A nulle, d’'ott
I'hypotheése de I'énoncé qui permet de diviser ensuite par tr(A?).

e Pour une matrice quelconque, le rang r'est pas en général le nombre de valeurs propres non nulles. Il suffit de prendre une
matrice triangulaire « stricte », cad avec des 0 sur la diagonale. Le nombre de valeurs propres non nulles est 0, par contre, le rang

peut prendre toutes les valeurs entre 0 et n — 1 selon le choix des autres coefficients (mais pas r, pourquoi?)

Mines-Ponts PSI 2022 (inégalité de Kantorovitch partielle) X

Ex47% Soit A € #,(R). On dit que A est définie positive si SpA < R**.

1) Soit A définie positive. Montrez il existe une unique matrice B symétrique définie positive tq B> = A.

2) Soit (¢, ..., ¢,) une BON de vecteurs propres de A. Exprimer (AX|X) en fonction de la décomposition de X dans cette
base.

3 ) Montrez, pour tout X € R”, | X ||* < (AX|X)(A7'X|X). Dans quels cas a-t-on égalité?

1) Montrons que toute matrice symétrique positive A posseéde une unique racine carrée symétrique positive (c’est un peu plus
général que I'énoncé). Je vous laisse traiter seul avec définie, il n'y a pas grand changement.

Existence : On utilise le théoréme spectral : A = PDP~! = PDP! avec P € @, (R) et D avec sur sa diagonales, les vp A; = 0.
On pose alors A = Diag(y/A,...,1/4,). On écrit alors A = PA*P" = PAPT PAP". La matrice B = PAP" est symétrique, car
(PAP")" = PAT P! = B, et positive, car ses vp sont les \/A; = 0, et vérifie B> = A

Unicité :

Méthode 1 : Soient C € .%; (R) une autre matrice vérifiant C? = A. Dans une 1'° étape, on suppose A, B, C co-diagonalisables,
on le démontre apres. Elles sont diagonalisables car symétriques! Il existe donc P inversible tel que B = PDzP~!, C = PDP™!
et A=PDP™'. De B® = C* = A, il suit D} = D2 = D et donc par positivité, nécessairement le i° coefficient diagonal de Dy et D

est laracine carrée du A; de D, d’ou finalement Dy = D, puis B = C.

3. Augustin-Louis Cauchy : frangais (1789-1857). Oeuvre considérable de 700 mémoires. A l'origine de ’Analyse moderne par rigorisation des limites et

de la continuité. Travaux en théorie des fonctions d'une variable réelle et complexe, en théorie des groupes.
4. Hermann Schwarz : mathématicien allemand (1843-1921). Eleve de Weierstrass. Analyse fonctionnelle.
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Rappelons que des matrices diagonalisables sont co-diagonalisables ssi elles commutent (ce n’est pas du cours mais a savoir
quand méme, voir exo41 corrigé de la feuille 5). Bcommute avec A car BA = B®> = AB. On peut aussi dire car A est un polynéme
en B. Idem pour C. Pour établir que B et C commutent, nous allons montrer que B est un polynéme en A (et doncen C). Aet B

sont co-diagonalisables
3Q € R[X],B = Q(A) = PDyP" = Q(PDP™') = PQ(D)P™' < Dy=Q(D) = 3Q e RIX]V1=i=n, \/2;= QL)

Pour trouver ce polynome, il faut utiliser la théorie des polyndmes de Lagrange, je vous conseille d’aller réviser ce chapitre.
Considérons A, ..., A, les p +1 vps distinctes de A (on les a réindicés) et (Lo, ..., L,,) les polynomes de Lagrange associés. Alors
la polynome Q(X) = Y7, v/A;L;(X) convient.

Méthode 2 : On raisonne avec les morphismes. Soit ¢ un endomorphisme symétrique positif vérifiant c¢*> = a, avec a € S*(E).
a est diagonalisable de vps distinctes 4,,...,4,. Onaalors E = E(1,) & - ® E(1,,)). Comme ¢ commute avec a, chaque espace
propre E; = E(A;) est stable par c : notons ¢; 'endomorphisme induit par c. a; 'endomorphisme induit par a sur E; vérifie
a; = A;1d! (je vous laisse y réfléchir). ¢; est diagonalisable (car symétrique) et, vu en cours en raisonnant dans C, les vps de
c? sont les carrés des vps de ¢;, par conséquent, comme elles sont réelles et positives, ce ne peut-étre que \/A;! Par suite, on
sait que c; ne peut-étre que \/L Idg,. ¢ étant défini de maniere unique sur chaque E; de la somme directe égale a E est donc

unique. (et on a I'existence aussi).

Remarques

« Il existe des matrices, mémes symétriques, qui n‘ont aucune racine carrée, par exemple Diag(—1,1) (je vous laisse y

réfléchir). par contre elle admet une racine carrée complexe.

e Lamatrice ({ § ) "admet aucune racine carrée, méme dans C.

2) SiX=X", x;c;,avec Ac; = A;c; et (c;) BON,

n

.Z XiCi ) = ( 2": xiAic;

i=1 i=1

n n n
(AXlX):( Z‘ixiACi z‘ix](:j): Z A/ixix]'(eilej): ZAZ.X?
i= j=

1=i,j<n i=1

%) Ense placant dansla BON (¢, ..., ¢, ), la norme euclidienne a son expression canonique.
n 2 n 1 M n no1 (2 ~
IXI* = (X ) = (X VAdwi—=x] = (X Axd)( X 3] = (Axx)(a7'x[x)
i=1 i=1 VA; i=1 iz i
¢ (1) Inégalité de Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire canonique sur R”.
*(2) Formule de la Q2 et la méme s'applique pour A~! puisque des vecteurs propres de A sont des vecteurs propres de

AL

Comme cette démonstration n'a qu’'une inégalité, il y a égalité ssi cette inégalité (de Cauchy-schwarz) est une égalité cad ssi
les 2 vecteurs sont colinéaires cad ssi (1/A1;x;); col. a (\/#Tixi)i ssi il existe une constante C tq pour tout i, (ﬁi)z =CssiA=CI

homothétie.

Centrale PSI 2021 (adjoint intégral) X

Ex47  Onnotel = [0,Z] etE = 6¢°(I, R). On munit E du produit scalaire usuel (f|g) = f;''* fg. Pour f € E, on définit 2
fonctions A(f) et B(f) sur I en posant A(f)(x) = [ f et B(f)(x) = [T/* f.

1) Montrez que Vf,g € E, (A(f)|g)=(f|B(g) ). En déduire que les vp de B o A sont positives.

2) MontrezVf € E,Vx €I, (A(f)(x))* < x [ f(#)* dt . En déduire I'existence d’'un réel K indépendant def tq |A(f)| <K || |-

% ) Montrez que A est un endomorphisme continu de E.
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1)
4 X m x 7 p 7 7 7t 4
(an1g)= [ gwrax [“rwa = [ [Tr [+ [ rwa [ gac= [T rna [T grax = (r18())
*(1) Oneffectueunelppavecu= [*f v'=g(x) W (x)=f(x) v=- g

Remarque: Sionregarde le 2° etle 3° égal, on a interverti 'ordre d’intégration entre x et £, ainsile domaine {0 =x<30=<r< x}
«devient » {O st=<Zt=sx<3 }; Cestle théoreme de Fubini (pour les intégrales doubles), utilisé sans doute en Physique, mais

il n'est pas au programme (ni de MP non plus d’ailleurs) ...

SidestunevpdeBoA, (BoA)(f) =Af avec f £ 0et ((BoA)NIf)=2AIfI? = (ANIAY)) = |A()I* = 0. Comme [ #
0,Ifll #0etdonc A =0

Remarque : Si on était en dimension finie, via une BON, en passant aux matrices notées A’ et B, on aurait B’ = AT, puis la
matrice de Bo Aest AT A’ € % (R) comme déja vu en exo. Un éléve « ambitieux » peut méme considérer que c'est du cours.
2)

@ = ([ rwa) =([rwxra) 2 [eas [ e [

*(1) Inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée au produit-scalaire [;* fg (x est considéré fixé pour le raisonnement)

A= [P 2 [ [z [T [T rac= T

* (1) Croissance de I'intégrale (bornes ordonnées) et inégalité précédente.

*(2) Encore croissance de I'intégrale et 'application x — [ f2 croissante car 2 = 0 car réelle.

%) Onen déduitimmédiatement que A est lipschitzienne donc continue car :

T
IA(S) - A = IA(f - &)l = N IF =gl

Reste a prouver endomorphisme et surtout endo (laissé au lecteur, c’est le théoreme fondamental de ’analyse)
Remarques

* Une application linéaire f est continue ssi elle est continue en 0 ssi elle est lipschitzienne ssi il existe une constante K tq

pour tout x, || f(x)] < K||x|. On peut considérer que c’est du cours.

* Toute application linéaire est continue en dimension finie.

n
Ex48 Soit (uy, ..., u,) une base d’'un ev euclidien. On pose f(x) = Y (ug|x)u
k=1
1) Que vaut f(x) sila base est orthonormée?

2) Montrez que dans le cas général 'endomorphisme f est symétrique défini positif.

1) Sion sait bien son cours, lorsque la base est orthonormeée, le scalaire (u; | x ) est la coordonnée x;. selon u;. Par suite,

fx) = ”



2) Montrons d’abord f endomorphisme symétrique. Pour tous x,y de E

(f(x)|J’)=(I;(uk|x)uk|J’) = g}(uﬂx)(ukb’) = (fMIx) = (x1f)

¢ (1) Découle de lalinéarité a gauche du produit scalaire.

*(2) Lexpression obtenue étant symétrique, on peut inter-changer les lettres dans 'expression du départ

*(3) Lasymétrie du produit scalaire...

Montrons que les valeurs propres sont strictement positives. Soit A réel tq f(x) = Ax avec x # 0. Alors en ré-utilisant la formule

n
plus haut (f(x)|x)= Y (ug|x)* >0et dautre part (f(x)|x)=(Ax|x)=A|x||> > 0. De x # 0, il résulte A > 0.
1)

k=1

La positivité de (1) étant immeédiate, il suffit de prouver que la quantité est non nulle (pour x # 0). Par la contraposée : si elle

était nulle, par positivité, on aurait pour tous 1 < k < n, (u;|x) = 0. (Note : si la base était orthonormée, comme ce seraient les

s

coordonnées de x, on auraitimmédiatement x = 0, mais pas ici). Cette nullité amene x L u; pourtout k puis x € Vect ()2,

et comme cest une base de E, cet ensemble est E* = {0}.

CCINP PSI 2023 &3 -2022 | Mines-Ponts PSI 2023 (endomorphismes de % *(R) ) %

Question absente] . On note alors s € S**(E)

2) Si a et b sont 2 endo. symétriques de S** (E), montrez il existe un unique c € L(E) tqb=aoc+coa..
% ) Montrez que c est symétrique défini positif.

4) [Mines : On prend n = 2. Montrez il existe ¢,a € S**(E) avec a o ¢ + ¢ o a a spectre non inclus dans R™* .|

A REVOIR CAR GROSSE ERREUR
1) Une question de cours qui tombe souvent... Je vous la retraite par les endomorphismes. Dans le cours elle est traitée par

les matrices, sans doute un peu plus facile. u est un endomorphisme symétrique.

Par hypothése, pour tout vecteur x # 0, (u(x) |x ) > 0. En prenant, en particulier un vecteur propre x # 0 associé a une valeur

propre A quelconque, il vient : (u(x)|x )= (Ax|x)=A|x[* > 0 et comme | x| # 0, il suit A > 0.

Si u possede des vp toutes > 0. Par théoréme spectral, il existe une BON de vecteur propres (e;) vérifiant u(e;) = A;e;. Ensuite

pour un vecteur quelconque x de coordonnées x; (x; = ;| x ) c'est du cours) :

(u(x)|x)=(u(i1xiei)| ilxiei)Z( ilxifliei ilxjej)z Y Aixixi(ele)= il/l,-x,?EO
1= 1= = J= i=

1=<i,jsn
On a utilisé BON qui se traduit par ( ¢ | e )=6; ;- Cette somme est positive car les x7 e sont par « réalité ». Elle est méme stric-

tement positive pour x # 0 car sa nullité impose (comme A; > 0) tous x; = 0, soit x = 0.

2) C'est une question difficile. On raisonne matriciellement. Par hypotheése A, B € .#,(R). Quand on a la question : montrez il
existe un unique ..., il faut d’abord penser a prouver bijection. On considére donc (regardezle lien avec la question) I'application

¢ : M — AM + M A clairement endomorphisme de 'ev .4, (R) et on cherche son noyau.

SiAM+MA =0, AM = —M A donc M anti-commute avec A. Comme lorsque les matrices commutent (je ne refais pas la démo
ici, c'est du cours), les espaces propres E, (1) de A sont stables par M. Si on co-restreint (endomorphisme induits) a ce sev, a est
I’homothétie de rapport A (je vous laisse y réfléchir), et alors cela s’écrit AId o m,; = —m; o A1d, soit m; = 0. Lendomorphisme
m est donc nul sur E4(A) (A REVOIR SAUF SI A = 0) et comme la matrice A est diagonalisable, la somme directe des E, (1),
pour A parcourant le spectre de A, vaut E, et donc m =0, ou M =0, Ker¢ = {O } On en déduit que 'application ¢ est bijective

d’oui le résultat de I'énoncé sur l'existence et 'unicité de c endé)inorphisme.



Remarque : On peut noter que 'hypothése U symétrique ne sert pas ici, ni A symétrique non plus, seulement A diagonalisable

est utile.

%) il faut constater que si ¢(C) = B, en se servant ici de A et B symétriques :
H(CT)=AC" +CTA=(CA" +A"C)' =(CA+AC)' =B" =B =¢(C)

Par unicité, on en déduit CT = C, soit C symétrique

Remarque : 11 est probable que si I'éléve réussit a traiter cet exercice, le correcteur lui donne en plus '’hypothese défini positif
a traiter, comme en 2022. Traitons-le, c’est un peu plus difficile, c’est pour cela que 'examinateur a du le supprimer en 2023 et
le mettre en question subsidiaire.. On suppose donc A, B € .%,*(R). On applique le théoréme spectral a C € .%,(R),S = PDP*

avec D diagonale et P € 0, (R).
B=AC+CA < B=APDP' +PDP"A < P'"BP=P'APD+DP AP < B' =A'D + DA’

Je rappelle que multiplier une matrice quelconque a gauche (rp. a droite) par une matrice diagonale (de coefficients A;), re-
vient 2 multiplier la i-ieéme ligne (rp. colonne) par A;. Léquation plus haut s’écrit, en regardant seulement le i-ieéme coefficient
diagonal, b}; = 24;a;;. Comme a;;, b;; > 0, il suit A; > 0, soit C € &, " (R).

Je détaille un peu plus : A’ = PT AP est clairement symétrique et comme ses vp sont celles de A (A et A’ sont semblables). On

adonc A’ € #*(R). Idem B’ € &, *(R). On a vu en exo que les coefficients diagonaux d’'une matrice symétrique définie

positive sont tous > 0. Il suffit de remarquer a;, = E;' A'E; > 0, avec E; i-ieme vecteur de la base canonique de .#,, ;(R).

Ex 22 Soit  un endomorphisme symétrique d’'un R-ev euclidien E. Montrez Im u = ( Ker u)*

Soit 2 un endomorphisme symétrique. On sait dim( Ker «)* = n—dim Ker « = dim Im u. Par suite, il faut et il suffit de démontrer

Imu c (Keru)* qui équivauta Imu L Ker u. Montrons-l'orthogonalité :

Vy=u(x)e Imu,Vze Keru, (y|lz)=(u(x)|z)=(xlu(z))=(x|0)=0

Ex 24 Soit S € .%,(R). Montrez S € .,/ (R) < 3IBe M,(R)tqS=B'B

Soit S € %] (R). Utilisons le théoréme spectral : il existe une matrice orthogonale P € O(n) telle que S = PDP~! = PDP"
avec D = Diag(A,,...,A,). Par hypothése A; > 0. Rappelons aussi P! = P'. On peut simplement écrire D = A? avec A =

Diag(\/A;, ..., /A,). D’autre part, comme A est diagonale, A" = A. Par suite :
S =PDP" = PATAP" = (AP")' (AP")
En posant B = AP' € .#,(R), on a bien le résultat demandé.

Par hypothese, S = B' B. Remarquez au passage que ceci prouve que S est symétrique puisque (B B)' = B' (B")' =B'B = .

Soit A une valeur propre de S, alors il existe U # 0 € .4, | (R) tq SU = AU. Par suite :

can —

U'SU =U"B'BU = (%J)T BU =|BU|?,,=0



Attention! a bien vérifier que BU est une matrice-colonne, cad € .4, ;(R) pour affirmer que c’est une norme. Par exemple, on
na pas B' B = | B||? car c’est une matrice carrée n x n! (il faudrait prendre la trace). D’autre part, comme plus haut, UT SU =

AU |24, En «reliant » les deux, il vient aussi 1| U ||2,,, = 0 et donc A = 0, car U # 0. Soit S € .%;" (R)

Mines-Ponts PSI 2022 (endomorphisme antisymétrique) ¥

Ex%%  SoitE uneveuclidien. On dit qu'un endomorphisme de E est antisymétrique ssi Yx,y € E, (f(x) |y )=—(x|f ().
1) Montrez f antisymétrique ssi Vx € E, ( fx)] x) =0. Dans toute la suite f est un endomorphisme antisymétrique.
2) Montrez Ker f orthogonala Im f.
%) Soit s = f o f. Montrez s endomorphisme symétrique. Montrez que toutes ses vp sont négatives ou nulles. Montrez Kers =
Kerf.

4) On suppose n = 3. Montrez il existe une BON dans laquelle ma matrice de f est de la forme (§ 0 —ga)
a

1) Si f est antisymétrique, en posant y = x, il vient (f(x)|x)=—(x]| f(x)), soit (f(x)|x)=0
Réciproquement, pour tous x, y € E, on peut écrire ( f(x+y)|x+y ) = 0, puis par linéarité de f et bilinéarité du produit scalaire :

0=(f)+fWMx+y)=(f)x)+(fFy)+(FWx)+(fWy)=(f)y)+(fO)]x)

Le résultat suit.

2) Soitx e Kerfetye Imf.Alorsy = f(z) et f(x) = 0. On écrit alors :

(xly)=(x1f(2))=~(f(x)|z)=~(0]z)=0

Ilvient Ker f L Imf.Comme dim Im f = n — dim Ker f, on améme ( Ker f)* = Imf et (Imf)* = Kerf.

3)
va,y ek, (s(x)|y)=(fUeNly)=-(fIf0)=-=(x1fFGN)=(xIs())
C’est d’ailleurs, un peu plus rapide par les matrices : si A € <7, (R),A% € ., (R) car (A2)" = (AT)? = (—A)? = A%,

Soit A vp de f, soit s(x) = Ax avec x # 0, puis (f(x)|x)=A(x|x)=A|x|? = 0. Comme x # 0, A = 0. La seule vp réelle (possible)
d’'un endomorphisme antisymétrique est 0. Les autres sont complexes conjuguées : supposons donc A = a + ib avec b # 0.

On sait que son carré est une vp de s, donc réelle. Or A = a?

— b +2iab, ce qui impose ab = 0 puis a = 0. les vps d’un
endomorphisme antisymétrique sont imaginaires pures A = ib et leur carrés qui sont les vps de s sont des réels négatifs ou

nuls (-b?).

Notons que 'on a déja Ker f = Kers = Ker f2. On se sert de la question précédente : Ker f é Im f = E. On prend une BON
adaptée a cette décomposition (réunion d’'une BON de Ker f et Im f, orthogonaux entre eux). La matrice de f dans cette base
est diagonale par blocs car Im f et Ker f sont stables par f. F = Diag(0,A). D’autre part A est inversible puisque la matrice
de 'endomorphisme f induit dur Im f qui est bijectif puisque Imf n Kerf = {0} On a alors S = Diag(A?,0) et comme

rgF = 1gA = rgA? = 1g$, le résultat suit.

Remarque : Pour tout endomorphisme f diagonalisable, Ker f = Ker f2. Un endomorphisme antisymétrique est diagonalisable

dansC...

4) Si f =0, le résultat est immédiat (avec a = 0). On suppose désormais f # 0. Comme la dimension est impaire, il y a une vp
réelle qui est 0, donc Ker f # {0 } Ker f ne peut étre que de dimension 1 ou 3 (vps complexes conjuguées 2 a 2), donc c’est 1, il
existe donc, comme déja vu, une BON tq f aie pour matrice F = Diag(0,A) avec A inversible matrice 2 x 2 et nécessairement

antisymétrique (car F antisymétrique dans cette BON). Cette ﬂatrice est donc nécessairement de la forme (& ), avec a # 0.



1
Ex26 On munit E = C*([-1,1],R) du produit scalaire usuel (d|f)g = f fg. Prouvez que 'endomorphisme ¢ de E
-1
défini par ¢(f)(x) = (1 —x?)f"(x) — 2xf'(x) est un endom. symétrique de E. (Utilisez une ipp bien choisie)

Rappelons que le produit scalaire (f|g) = fub f g ne vérifie la propriété définie que si on se place sur un R-ev ot les fonctions

sont continues, ce qui est le cas ici. Vérifions que 'endomorphisme ¢ de E est symétrique :

(s(D1g)= [ (=55 - 257 (0)g()de = [ (-7 () g(x)dx
1PP
]

(-], - [ 0= g == [ (1= () g'(x) e
-1 -1

De la symétrie en f et g de ce dernier résultat, il vient qu'il est aussi égal a (¢(g) | f) = (f|¢(g) ). Ok.

Mines-Telecom PSi 2024 &3 | TPE PSI 2015 | Centrale PC 2016-2014 (dilatation x — x + a(u|x)u) <&

Ex %7 Soient E un espace vectoriel euclidien de dimension finie, z € E un vecteur de norme 1 et a € R. Soit f, € £ (E) qui

axassocie x +a (u|x)u.

Note : Certains énoncés prennent a # 0 et u unitaire ce qui change un peu les cas et les calculs.

2) Montrez que f, est symétrique.

) [PSI(2015) : Trouvez un polyndme annulateur de f;.]

4) Prouvez les valeurs propres et vecteurs propres de f;,.

% ) [PSI(2015) : Pour quelles valeurs de a 'endomorphisme f, est-il un projecteur orthogonal?]
6 ) Pour quelles valeurs de a et u l'endomorphisme f,, est-il une isométrie vectorielle ?

7)) Pour quelles valeurs de a et u I'endomorphisme f, est inversible?. Si oui, donnez son inverse.

1)
(1
vx,yeE, (f,(x)|y)=(x+alulx) uly) = (xly)+a(ulx)(uly)

—

@ @
= (L0)1%) = (x1460))

* (1) linéarité a droite du produit scalaire
*(2) Cette formulation symétrique en x et y permet de symétriser I'expression du départ

*(3) Clestici, la symétrie du produit scalaire...

[, est donc diagonalisable...

2) Parla question précédente, on sait qu’il y a n valeurs propres réelles comptées avec la multiplicité

Analyse : Si Avpde f,, f,(x) = Ax,avec x # 0, puis (1-A)x = —a (u|x) u. Il vient, ou A = 1 ou x est colinéaire a w. Il faut
comprendre qu’on a trouvé au plus 2 vps (distinctes) donc I'analyse est terminée.

Syntheése : On aimmédiatement f,(x) = 1.x < (u | x) =0 (si on suppose a + 0 et u # 0, je vous laisse traiter ces deux cas

sans intérét puisque f, = Id). 1 est donc bien valeur propre et E(1) = Vect («)* qui est un hyperplan.

On calcule f(u) (si on sait son cours, les espaces propres d'un endomorphisme symétrique sont orthogonaux, u est le seul
vecteur, 4 a pres, orthogonal a Vect (u)4)... :
faw)=u+a(ulu)u=u+alull’u=1+alull*)u

Comme u + 0, on déduit 1+a| u|* vpde f, et E(1+al u|?) < Vect (u).Attention! au raisonnement, on ne peut en déduire que

I'inclusion. Maintenant pour des raisons de dimension, comme on a déja un espace propre hyperplan, la dimension ne peut
25



étre que au maximum 1 (je rappelle que les espaces propres sont en somme directe, la somme de leurs dimensions ne peut
dépasser n et d’ailleurs si elle vaut 7, 'endomorphisme est diagonalisable, tout ceci est du cours), soit 1'égalité. Si vous avez

bien suivi, on retrouve f, diagonalisable.
Remarque : Attention! ici aux cas a = 0 ou u = 0 qui redonneraient la méme vp 1! (c’est le « piége »).

%) Pour un endomorphisme orthogonal / automorphisme orthogonal / isométrie vectorielle, les seules vps possibles ne

peuvent étre que +1. Donc il est nécessaire que ||u|*a +1=—1soita = ﬁ

Réciproquement, comme cet endomorphisme est diagonalisable de vp 1 et -1, c’est une symétrie (annule (X —1)(X + 1) =
x? — 1, c’est quasiment du cours). Comme I'endomorphisme est symétrique, c’est une symétrie orthogonale (Attention! a ne
pas confondre symétrie et symétrique). C'est donc bien un automorphisme orthogonal. (question que je laisse a vos soins,

symétrie par rapport a quel sev?)

Remarque : Je rappelle (ce n’est pas stricto-sensu du cours) que les seules isométries vectorielles diagonalisables sont les sy-

métries orthogonales.

4) f, estinversible ssi 0 n'est pas vp, donc ssi |u||?a+1# 0ssia # ﬁ Pour trouver son inverse, I'idée est de le chercher du

meéme « fype », soit f;,. On calcule :

L) =fix)+a(ulfy(x))u=x+b(ulx)u+a(ulx+bulx)u)u

2 x+b(ulx)u+a((ulx)+bulx)(ulu))u=x+(b+a+ablul®)(ulx)u

¢ (1) linéarité a droite du produit scalaire

—a

Cette application vaut Id dansle cas b + a + ab||u||* = 0 qui améne b = 1+—||||2
allu

Remarque : Le cas non inversible ||u||?a + 1 = 0 correspond a une projection, donc projection orthogonale, puisque c’est un

endomorphisme symétrique.

Ex 28 Soit A € #3(R) antisymétrique non nulle. Montrez que 0 est la seule valeur propre réelle et est d'ordre 1. Quelle

est la différence avec les matrices nilpotentes?

Méthode 1 (par la matrice) :

0 a b A —a -b
A=|-a 0o ¢ ) =det(Ay—A)=|a A —c|=-=22+(a®+b*+c?)A = AL+ (a® +b* + c?)]
-b —c 0 b ¢ A

11 est immeédiat que 0 est valeur propre réelle d’'ordre 1 et la seule réelle puisque les 2 autres sont les 2 complexes conjugués

+iv/ a? + b? + ¢? qui sont non réels car (a, b, c) # (0,0,0) par hypothése de A # 0.

Méthode 2 :
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Cette démonstration convient en dimension quelconque. On consideére, vous devez commencer a étre habitués, le réel (matrice
1 x 1) XT AX avec X matrice-colonne de My (R) :
XTAx g:) (xTAx) =x"A"Xx (”2:“) -X"AX = X'AX=0

* (1) Une matrice 1 x 1 est égale a sa transposée.

*(2) A estantisymétrique
Considérons maintenant A valeur propre de A, alors il existe U # 0 tel que AU = AU, Il suit :

0=UTAU =U" AU =AUT"U =1 |U|%,, =0

Comme U # 0, il vient que A = 0. Attention! On n’a pas démontré 0 est la seule valeur propre réelle. On a seulement démontré
0 est la seule valeur propre réelle possible, ou encore Sp A < {0}. En dimension paire, il est possible que 0 ne soit pas vp. En
dimension impaire, on se rappelle qu’il y a toujours au moins 1 vp réelle, donc 0 est vp. On peut aussi, méthode alternative,

utiliser le déterminant : det(A) = det(A”) = det(—A) = (=1)*"*' det(A) = —det(A) = det(4)=0
Remarques
e Ouse sert-on de réel dans la démo plus haut : la seule valeur propre réelle possible est 0?

e Pour une matrice nilpotente, on a la seule vp est 0, ou, si vous préférez, la seule vp complexe est 0. il n'y en a donc pas

d’autres.

Télécom SudParis PSI 2015 (inégalité endomorphisme symétrique)

Ex61 Soit u un endomorphisme symétrique d'un espace euclidien E, de valeurs propres A, < ... < A,,. Montrez pour tout

x € E, A x| = (xJu(x)) = A, [1x||*

Pour un endomorphisme symétrique ou une matrice symétrique réelle, une bonne idée est souvent d’utiliser le théoreme
spectral. On utilise une BON quelconque et on raisonner matriciellement avec la matrice symétrique S. Alors il existe une

matrice orthogonale P telle que S = PDPT = PDP™! etle produit scalaire a son expression canonique matricielle (x|y) = X' Y

T g-) T (}-) T (i) z 2 < 2 2 2 = < 2 (5*“) 2
(x|lu(x))=X"SX =X"PDP'X =Y'DY = Zi)L,-yi < Zlanyi =M 2 V7 = A ) X7 = Ayllx]
Y i= i=
¢ (1) Utilisation du théoréme spectral
*(2) OnaY'=(P"X) =x"(P") =Xx"P

*(3) Egalité déja démontrée plusieurs fois en cours. Je rappelle juste que les n coefficients diagonaux de D sont évidem-

ment les n valeurs propres A; de S.

*(4) P,commme P', étant un matrice orthogonale, elle représente des automorphimes orthogonaux qui conservent la

norme d'ou |Y || = |PTX| = | X]||

*(5) Comme ons'est placé dans une BON, 'expression de la norme euclidienne est Pexpression canonique, soit | X ||* =
n 2
il X;

La minoration par A, | x || se procéde de maniére similaire.

Ex 6% Soit w un vecteur unitaire d 'un ev euclidien orienté E de dimension 3. Reconnaitre f : x — w A (w A x)
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Méthode 1 : On applique la formule du double produit vectoriel (exo sur la feuille), mais, bon, cette formule n'est pas au
programme.

f=or(lwrx)=(o]x)o-(o]o)x=(0|x)w-x=(pp-1d)(x)
On a appliqué w unitaire : (w | w) = 1 et on aura reconnu la formule de la projection orthogonale sur la droite D = Vect (w).

Ensuite on se rappelle que Id — p = pp. et donc f = —py avec H 'hyperplan Vect(w)*. C'est un endomorphisme symétrique

Méthode 2 : On passe aux matrices, via une BONDirecte & = (i, ], k) (important de la choisir orthonormée et directe!). On a

alors w = ai+ bj + ck, cad par les coordonnées w = (a, b, ¢). On applique la formule sur les coordonnées du produit vectoriel :

a a 1 a 0 —-p?-c?
f@) =|p|A||p|A]o||=|b|[A| c |=| ab
c c 0 c -b ac

Identique pour f(j) et f(k), laissés au lecteur. Finalement on arrive a la matrice M de f dans & :

-p?-c? ab ac aa-1 ab ac aa ba ca
M = ab —a?®-c? bc =| ab bb-1 bc |=|ab bb cb|-L=P-1
ac bc -b?-c? ac bc cc-1 ac bc cc

On a appliqué w unitaire soit a*+ b?+c¢* = 1. Maintenant, il faut reconnaitre P! on calcule P? = P,1a matrice est symétrique donc
c’est une projection orthogonale; Toutes les colonnes sont colinéaires a (a, b, ¢), donc on projette sur Vect(w). On retrouve la

méthode 1.

Ensam PSI 2013 | Centrale PC 2014 | X-ESPCI PC 2011 (caractérisation des rotations en dimension 3) X

Ex 66 Soit R? euclidien canonique orienté. Soit f € GL(R®). Montrer I'équivalence :

(i) f estune rotation.

(ii) f vérifie V(u,v) € (R®)?, f(uAv) = f(u) A f(v).

Soit f une rotation d’axe orientée par w (unitaire) et d’angle (de mesure) 6, D = Vect(w),D ® P = R® avec P = D*. En prenant

1] irecte up an,onsalt L]0 e .Un a aussi w)=w, 1) =CoSsU1 + SIn ]et = —SInd1 + cos -
(i,j) BOND di du pl it (i,j, @) BOND de R3. O i f(w) (i) 0i +sin6j ) ingi 0j

Méthode 1 (par une matrice) :
cosf —sinf 0 cosfx —sinfy

Dans (i, j,w), la matrice de f est M = [ sinf cosf 0|, puis celle de f(u) est | sinfx + cos Oy |-

0 0 1 z
cosfx —sinfy cosfx’ —sinfy’ sinfxz' + cosfyz' —sinfzx' — cosOzy’
FW)Af(v):]sinOx +cosOy [ A|sinfx’ +cosfy’ | =| cosOzx’ —sinfzy’ +cosHxz' —sinbyz’
z 4 cos?0xy’ —sin?Qyx’ — cos?Oyx' +sin®Oxy’
X x' yz —zy' cosO(yz' —zy') —sinf(zx' — xz')
funv):M|y|Aly ||=M]||zx' —xz' || =|sin0(yz' —zy') + cosO(zx' —xz')
z z' xy —yx' xy' —yx'

Méthode 2 : On pose k = w. Lapplication ¢ : (u,v) — f(u A v)— f(u) A f(v) étant bilinéaire, il suffit de démontrer sa

nullité sur la base de (R%)? ((i, i),(i,7), (1, k), 0),G.J) G k), gg, i),(k,j), (k, lc)) et, par antisymétrie (cad ¢(u, v) = —¢(v, u)),



et nullité immédiate sur les (u, u), seulement sur ((i, ), (i, k), (j, k)) :

d((i,7)) = f(k) = (cosBi +sinOj) A (—sinbi + cos0j) = k — (cos®6 +sin*6) k = 0
¢((i,k)) = f(=j) - (cosBi +sinbj) A k = +sinfi — cosOj — cosOi A k —sinfj Ak =0

(G, k)=--=0

Pour démontrer f rotation, il faut et il suffit de démontrer que 'image d'une BONDirecte est une BONDirecte (méme en
dimension n). Soit (i,, k) une BOND de R*; montrons (f(i), f(j), f(k)) BOND de R®. On sait déja base car f est une bijection
par hypotheése.

e f(k)=f(inj)=f(HE)A[f(j), donc f(k) L f(i),f(j). On trouve, par un raisonnement analogue, f(i) L f(j). La base est
orthogonale.

e f(k)=f(i)Af(j) s écrit, avec'orthogonalité, || f(k)|| = | f() [l f()] (1). On obtient aussi les expressions « symétriques »
IFON=1FONLEIN @) et I LG = NFEINfCE)] (3). Notons que ces normes sont non nulles car les vecteurs le sont
car clest une base. En remplacant (3) dans (1), on obtient || f (k)| = | f(D) I £ (k) |, soit | f(i)||? = 1, puis || f(i)| = 1 par
positivité.

* Reste a prouver que la base (f(i), f(j), f(k)) est directe (on a déja néanmoins f automorphisme orthogonal). La base
étant BOn, ceci équivauta f(k) = f(i) A f(j), ce qui a déja été vu. Méhode alternative : prouver que le déterminant vaut
1 (on méme positif!); or det f = [f (i), F(7), f(K)] = (F(D) A F(DIF(K)) = I F(R)IIZ.

CCP PSI 2013 (matrice a reconnaitre)

8 1 -4
1
Ex68 Caractériser f € Z(R)? euclidien canonique de matrice dans la base can. M = 5 -4 4 -7/
1 8 4

Comme R® est muni de sa structure euclidienne canonique, 1a base canonique est orthonormée. Par conséquent, f € O(R?) <
M € 0(3). Vérifions M € O(3) :

1 1
IGIP =11 = (8 +42+12) =1 GIP = (P +42+#) =1 (GIG)=(GIC) =(GIC) =0

On fait on améme M € SO(3) car detM = gig () =1 (je ne fais pas le calcul du déterminant ici). En« rajoutant » R® orienté ca-
noniquement (c’est une imprécision de I'énoncé), la base canonique est méme orthonormée directe et donc f est une rotation

ou isométrie vectorielle positive. Reste a trouver I'axe et 'angle.

Laxe est le sev des vecteurs invariants, ici nécessairement une droite, ou I'espace propre de f associé alavp 1:

8x+y—-4z = 9x -x+y = 4z x = -3z
MX=X<<—{ —4x+4y-7z = 9y < —4x-5y = 7z =<5y = z
x+8y+4z = 9z x+8y+4z = 9z z = z

C’est donc la rotation d’axe A dirigé par le vecteur (-3,1,1).

16 7
On obtient I'angle (non orienté) par son cosinus et la formule : tr (M) =1+ 2cosf = r < 6 = +arccos (E)

Pour avoir le sens de 'angle, il est nécessaire d’orienter I'axe : on l'oriente par le choix (du sens) de w = (-3,1,1). On applique
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alors la formule :

1 & -3 -
signe (0) = signe [i,f(i),w] =signe|0 1 |=signe—
0 5 1

7
C’est donc 'angle de mesure| 6 = —arccos (E)

Notons que si on avait orienté I'axe par (3,—-1,—1) = —w, on a aurait obtenu I'angle 6 = + arccos (1—78)

Mines-Ponts PSI 2006 (exponentielle endomorphisme antisymétrique deR>) ¥

Ex69 Soit « un endomorphisme antisymétrique de R®, muni du produit scalaire et de I'orientation usuels.
1) Préciser la forme de la matrice de v dans la base canonique.

2) Montrer qu'il existe un unique vecteur w € R® tel que u(x) = w A x pour tout x.

n

% ) Justifier la convergence de exp u = Z;‘:@) %

4 ) Montrer que exp u est une rotation, dont on précisera 'axe et 'angle.

1) Puisque R® est muni du produit scalaire et de 'orientation usuels, la base canonique est orthonormée directe. Démonstra-
tion similaire a celle d'un endomorphisme symétrique du cours, on trouve que la matrice dans une BOND est antisymétrique.
Je ne la reproduis pas ici.
. 0 ab . P .
2) La matrice est donc de la forme (—z 0 8]' On démontre, en écrivant la matrice de x — w A x avec un w quelconque dans
-b —c
la base canonique (qui d’ailleurs est un endomorphisme antisymétrique), par identification des coeffs de la matrice, déja fait

en cours, je ne la reproduis pas non plus ici, que u(x) =w A x avecw = (—a, b, —c)

%) Rappelons que seules les suites vectorielles (d’endomorphismes, de matrices, ...) est au programme de PSI, pas les séries

vectorielles. Il faut comprendre ici qu'il s’agit de prouver que la suite des sommes partielles (S,,) converge.

Méthode 1 : Une suite d'endomorphismes (u,,) converge ssi pour tout x la suite de vecteurs (u,(x)) converge (si on est
en dimension finie) ssi, dans une base quelconque, chaque suite-coordonnée (qui est réelle) (u,,(x);) converge. On remarque
que, dans une BON d’'un ev euclidien, les coordonnées vérifient |x,~| =/ Xh xl? = ||x|| et que |lw A x|| < |lw||lx||, puis par
récurrence immédiate [|u" (x)[| < [w[|"||x].OnaS§,; = X} _, % u*(x); (i-eme coordonnée). C’est une suite réelle, donc on sait

que sa convergence équivaut a celle de la série }_ % u"(x);.
lo]”

< 42—
n!

" ()] =

]

On conclut par le critére de majoration d'une série positive par une série exponentielle (réelle) convergente.

1
nl

1
|—u(x);
n!

Remarque : Attention! on n’a pas, dans un evn de dimension infinie, une suite de fonctions (f,,) converge ssi pour tout x, la
suite (f,,(x)) converge. Il suffit de penser a la norme de la convergence uniforme : on w'a pas une suite de fonctions converge

uniformément ssi elle converge simplement.

Méthode 2 : On démontre ici (par le programme de PSI) la convergence de la série exponentielle d'une matrice pour une
matrice quelconque. On va utiliser une norme matricielle (cad qui vérifie |AB| < |A|||B]), par exemple la norme ||A]| =
sup; Z}’zl la;j|. On adonc |a;;| < | A[|. On sait qu'une suite de matrices (4,,) converge ssi chacune de ses n? suites-coefficients

(A,],;) converge, suites qui sont réelles.

n
15 ll= 5 =
n! lij n! n!
On conclut comme a la méthode 1, de la convergence de la série a la convergence de la suite réelle des sommes partielles [S,, ],

puis a celle de la suite matricielle (S,,). 30



L
4) On passe par les matrices. On pose ici e = m unitaire, on prend une BOND adaptée a la décomposition D & P = R® avec
D = Vect(w), et P = D* orienté par w. Il est clair que u;p=0etup= || rot(n/2): pourle démontrer on prend (i,j) BOND
directe du plan et les propriétés du produit vectoriel donnent e A i = j et e A j = —i. Par conséquent la matrice de u dans cette

base est diagonale par blocs et (Attention! aU°!):

0 0 n wll® [0 0 wl?=nk {0 0 o211k [0 0
U=l — s,=p+y 1 gy el CU lol**'(-1)
0 R(%) k=1 k! 0 R(k%) 2<2k=n (Zk) 0 12 2k+1<n (2k+1) 0 R(%)
On en déduit donc la convergence vers :
1 0 0

© lo*(=DF [0 0) @ o (=)0 0
I; + P — + T a1 1w =10 cos|w —sin ||w

0 sin|w| cos|w]||

On reconnait la rotation d’axe D = Vect(w) et d’angle de mesure |w|| (en orientant la normale par w)

CCINP PSI 2022 (matrice normale 2 x 2)

Ex71 Soit M € ,(R) tq MM" = M* M et M* + 21, = 0.
1) Montrez M" M est diagonalisable.
2) Montrez que les vp d'une matrice sont racines de tout polynéme annulateur de cette matrice.
3 ) Déterminez les vp de M M.
L
4) Montrez ﬁM orthogonale.

7 ) Déterminez les matrices M qui conviennent.

1) S=M"M symétrique réelle car ST = M M =M (M"Y =M"M =S.

Remarque:On saitméme M' M € %, (R), cad ses vp sont > 02 C’est quasiment du cours : puisque VX € My, (R), X"M'MX =
MX)' (MX) = |[MX| %, =0

2) Question de cours que je ne redémontre pas ici.

%) Il faut trouver un polyndéme annulateur de S = M’ M en se servant de M? +2I = 0. En x(M" )? a gauche :
0=(M")2M?+2(M")? g:) (M*M)? +2(M>)! (”25) (M"M)? -4,
(1) (M")’M?=(M"M)? car M et M" commutent par hypothése.
*(2) Ona transposél'équation: M*>+1 =0
il suit que X? — 4 est un polynéme annulateur de S = M* M, donc SpS < { —2,2}. Par positivité, SpS = {2}. SpS = @ est

impossible car S est diagonalisable donc posséde 7 vp réelles, comptées avec la multiplicité. Comme S est diagonalisable avec

la seule vp 2, ce ne peut étre que 21 (j'ai déja démontré / expliqué cela en cours, je ne le redémontre pas ici).

T _ s vz s(_1 T 1 _ . _ 1
4) OnavuM" M =21, qui s’écrit aussi ( ﬂM) ﬂM =1,,s0itP = ﬁM orthogonale.

7 ) Rappelons le cours : les seules matrices orthogonales d’'ordre 2 sont :

cosf —sinf cosf sinf
R(O) = €S50(2) S(0) =
sinf cos0 sinf —cosf
Les matrices R(6) sont les (matrices de) rotation d’angle (de mesure) 6, de déterminant 1 et les S(6) de déterminant -1 sont

les matrices de symétrie orthogonale (par rapport a une droite). Alors S(6)? = I, et on sait R(6)? = R(26). Par suite 'hypothese

31



(ﬁM)2 = 2M? = —I, = R(w) amene que seul R(6) est possible avec 20 = 7, 2 27 pres, ce qui ameéne les 2 valeurs 6 = % et 0
Les deux matrices M solutions du probléeme de I'énoncé sont donc :
0 -2
R R =
27 \V2 o 2 V2 o0
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