Classe de PS]

Feuille

d’Exercices 10
Evs préhilbertiens

O
s

Produits Scalaires, Normes Euclidiennes, Orthogonaliré

Produit Scalaire : ¢(x,y) définie sur E x E est un produit scalaire ssi c’est une forme bilinéaire symétrique
définie positive :

* (i) forme : ¢ avaleurs dans R.

e (ii) symétrique : Y x,y € E, ¢(x,y) = p(y, x).

* (iii) bilinéaire : ¢ linéaire a gauche (ou par rapport a x) et linéaire a droite (ou par rapport a y).

* (iv) positive : Vx € E, ¢(x,x)=0.

* (v) définie :Vx € E, ¢(x,x)=0 = x =0.

Inégalité de Cauchy-Schwarz : Vx,y € E, |(x|y)| <||x|||y]| (avec égalité ssi x et y sont colinéaires)

L'Orthogonal F* : Soit F c E. On appelle lorthogonal de F et on note F, 'espace vectoriel contenant tous les
vecteurs de E orthogonaux a tous les vecteursde F: F-={x€eE, VfeF, (x|f)=0}

Ex1 ¥On munitR,[X] du produit scalaire (P, Q) — ZZ:p PD0)Q¥(0)
1) Montrez rapidement que c’est un produit scalaire ssi p =0
2) Explicitez une BON de R, [X].

X+y+z+t=0

. Montrez plan et donnez une base de F*.
x-y+z—-t=0

Ex2 &DansR* euclidien canonique, on pose F : {
Ex% &8SoitH ={M e .4,(R), r(AM) =0} avec A € .#,(R). Montrez H hyperplan et précisez H*

Ex4 #) Onse place dansle R-ev E des suites réelles bornées. On définit( (u,,) | (v,) ) = X 5% “*

1) $Montrez que c’est un produit scalaire sur E.
2) Soit F le sev des suites presque-nulles (cad nulles apcr). Montrez F* = {o}

CP MP 2023->2021 | CCP PSI 2015 (propriétés des supplémentaires orthogonau.
E)((2 § Soient F et G |cleux sev cg un(gspgce préﬁilbgr’%ien E. |MP: euc‘ﬁdienT) “

1) Montrez F < (F+)*.

2) Montrez F = (F*)* si E est de dimension finie.

%) Etablir Fc G = G c F*.

4) Montrez (F +G)* = F- nG*.

% ) Montrez F* + G* < (F nG)*. Montrez I'égalité en dimension finie.

CINP PSI 2023 6% | Mines-Ponts PSI 2014 (produit scalaire intégral) ¥ £
Ex AV Soit E = ngl(ifo, 1(1 , IR)S. Pour%g € E, on pose (b(g},g)) =ﬁ& fg+f'g'.
0
1) Montrez ¢ produit scalaire sur E.

2) SoientV ={f€E, f(0)=f(1)=0}etW={f€E, f=f"}.

Montrez qu’ils sont en somme directe et orthogonaux [Mines : Montrez supplémentaires orthogonaux.]

Paul ne se rappelle plus les 2 autres questions. Probablement celles-1a :
7 ) Montrez que V est l'orthogonalde W  [Mines : C'est la question précédente]

4) Déterminezlaprojection-orthogonalesurV-def<£-
Ex7 #) AeM,(R). Montrez KerA"' A= KerA. (OnrappellesiX € #,,(R),X' X = [|X|3,,)

ines-Ponts PC 2016 (Egqlité sur 1 de matrices) X
%ﬁ'ifs "Soient A e'[(Bg ga{ness%nr?ﬂ%steell@sa qullcgst)r (AA" + B'B-2AB) = 0. Montrer que A = B" .

Indication pas d'origine : on pourra utiliser le produit scalaire canonique



e, etf, deux bases orthonormées de E et u € £(E).
1) Montrez Z "’ (u(e,) | ;) indépendant de la BON (e,-) ch0131e. [CCP, Mines-Ponts : Question absente]
2) Montrez ) 1 <; j<p (u(e)] [ )2 ne dépend pas des BON choisies. En donnez une expression en fonction de u.

é\/llaes Ponts P I 20 nsam PSi 201 3| CCP PSI2009 (e presszon de prodult scalaire) 25
un ev euclidien, e, .. ]‘(v

ines-Ponts PSI 2022 (translation d’'une hoy) ¥ N .
g(nlef) Soit E un ev euclidien mum d'unebon (ey, ..., e,). On considere une famille (u,, ..., u, ) de vecteurs de

E tq, pour tout 1 < k < n, |u || = 1. La famille (e, + uy, ..., e, + u,) est-elle une base?

Ecziviapszzozgﬂ (prg &l(“[ltscgﬁaue netl%gerglgl 23, On pose b(f,g) = /bf(t)g(t)dt.

1) Montrez que ¢ est un produit sclaire.
2) Montrez qu'il existe une unique fonction g qui est C* sur [a,b] tq g" = f et g(a) = g(b) = 0. Montrez que
Jo fg(oydr = [7(g'(1)f ar.

% ) Déterminez l'orthogonal du sev F de 'ensemble des fonctions C? sur [a,b| avaleurs dans R.

Ex 12 SR B R PasE B P eSS £ (P, Q) = P)Q(D) + P (1)Q'(1) + P'(1)Q"(1).

1) Montrez f est un produit scalaire sur E.
2) Déterminez une base orthonormée de E.
% ) Exprimez les coordonnées de P € E dans cette base. Que remarque-t-on?

Een{rglePSI 2021 (produit scalaire sur £*(R)) F)
X Soit E I'ensemble des suites (u,,), tq la série Y u? converge. Pour u = (u,), et v = (v,), on pose

(ulv)= X525 u,vy
1) Montrez produit scalaire sur E.
2) Montrez que, si u € E ne s'annule pas L yappartient pas a E.
% ) Trouvez une CNS sur a pour que ( =) €E.
4) On note F l'ens. des suites réelles nulles apcr. Montrez F est un sev de dimension infinie.
%) Quedire de F + F* etde (F+)*?

E\/I T 1&91 2022 | CCINP PS] 2022 &3 (produit scalaf [ onal dun selg
x1 Soient des réels ay, ..., a, n+1réels 2 a2 distincts. On définit sur E = R, [X ], 'application de E x E dans

R par ¢(P,Q) = Z P(a;)Q(ay)

1) Montrez qug_co’est un produit scalaire sur E.

2) Onpose F = {PeR,[X]| X}_, P(a;) = 0} Trouvez F*. [CCP : En +, Montrez que F sev de E et donnez sa
dimension] .

3 ) Déterminez la distance de Pa F. [CCP : Question absente?]
Ex1% Inégalité d’Hadamard ¥ Soit M € A, (R). Etablir [detM| < []}_, [IC || les Cy. sont les colonnes de M
et ||| la norme euclidienne canonique. (Indication : On pourra appliquer Gram-Schmidt).
Montrez que 'égalité est atteinte ssi les vecteurs-colonnes sont orthogonaux. Interprétation géométrique?

E)e(n{rgle Pt 2019 (pO[R}/n[XerrsnolilenIia U epr;gd%lt scalaire (P|Q) = [ P(t)Q(t)e " dr

1) Montrez qu’il s’agit bien d'un produit scalaire.

2) Pour tout 0 < k < n, on pose By, = X—k .La famille P = (By,...,B,) est-elle une BON de E?

%) V0<k<n,onpose fi(t)=tre™* Lk(t) = ( ’fkk)(t) Prouvez que L, est polynomiale, donnez son degré
et ses coefficients.

4) Montrez que & = (L, ...,L,) estune BON de E.

7 ) Exprimez la matrice de passage de % a &.

Projections Orthogonales er DisTances A uN sev

Projeté orthogonal : Soit F un sev dont une base orthonormée est (e,, ..., e,) et py la projection orthogonale
sur F, alorson a pp(x) = Zle(eilx)ei.
Si F est la droite D = Vect(a) avec a unitaire, P,(x) = (a|x)a.
Si F est !’ hyperplan H = Vect(a)* avec a unitaire, Py(x) = x — (a|x )a.

Distance a un sev : Si F est un sev de E euclidien, x € E et py la projection orthogonale sur F, alors la distance
de x au sev F est minimale en pg(x) et: d(x,F) = }n}; | = £1l = |x = pe)| = ]2 = [|pe(x)]|?
=




Ex17 ¥
1) Montrez f(A, B) = tr (A" B) est un produit scalaire sur M,, (R).
010 111
00 1)etK=(000).
100 000
Montrez (I3,]) famille orthogonale puis calculez le projeté orthogonal de K sur I'ev engendré par (I,]).

IMT PSI 2022 €% | Ensam PSI 2018 | CCP PSI 2013 ( matrice de proje tegq_(j}f{(}%ggqaéeb@
Ex18 Soit R* euclidien canonique et F le sev dA©quat. f

2) Onpose] =

X—-y+z—-t=0"
1) DA©terminez une base orthonormA®©e de F et de F*.
2) Donnez la matrice dans la base canonique de la projection orthogonale sur F*. [2013 :sur F|.
Ex 19 Soit p une projection de E espace euclidien ou hermitien. Etablir

p est une projection orthogonale < Vx € E, |p(x)|| < x| (p 1-lipschitzienne)
E’((Jlé\fg PSI 2022 | Mines-Ponts PSI 2019 | CCP PSI 2017 | CCPBQMP 2023->2021 (distance d un sev de matrices) #3

1) Montrez que l'application (A, B) — tr(A" B) est un produit scalaire sur .#,(R).

2) Montrez que 'ensemble V des matrices de la forme ( %, %) avec a, b € R est un sevde #,(R).
¥ ) Déterminez une BON de V' *.

% ) Calculez la distance deJa V =+ [Mines PSI: d(J,V)]
Ex21 &y Calculez inf Z Z (i—my)®  (On utilisera une distance & un sev).
M= ( z])ey (R) i= 1]
5 =21
Ex22 Y2y Soitp e Z(R®) canoniqu. associéa A = 5 (—2 2 2). Montrez projection orthogonale sur un plan.
1 25

Ex2% ¥y Soitw(a,b,c)unvecteur unitaire de R* euclidien canonique. Ecrivez la matrice dans la base cano-
nique de la projection orthogonale sur R.w.

engrgle PSI 2013 ll’ll isation d’'une som xH
Ex iﬂ Soien ’(l une famille 11% cﬁ)e R” muni de son produit scalaire usuel { , )etceR".

1) Montrer que (a, b)? # {(a,a) x (b, b).
2) Déterminer A et u minimisant la quantité Y7 _, [Aay + b + ¢ |*.

7 2023 mamce rojection orthogonale
EVIZE:;S ( e ,]ez, €3, €,) ur‘ige BOIQI%E R*et Hlesevengendrépara=e, +e,+e;etb=e —e,

1) Construlre une base orthogonale de H.
2) Donnez la matrice dans la base 2 de la projection orthogonale sur H.
%) Calculezinf,y [|x — e ||

CP.PSI 2021 €% (calcul 1
Ex26 Onpgcs%cr% mfl f ce())é%)c) ax*—bx—c)dx.

1) Montrez 'existence de m.
2) Trouvez des réels a, b, c réalisant cet inf. (Ind:on pourra utiliser 'orthonormalisation de Gramm-Schmidt).

Martrices Orthogonales er Automorphismes Orthogonaux / IsoméTries

Matrice orthogonale : M € ./, (R) est appelée matrice orthogonale et on note M € O(n) ssil’'une des pro-
priétés équivalentes suivantes est vérifiée :

e (i) Mestinversibleet M~ = M'.

e (i) M'M=MM" =1,.

* (iii) Les vecteurs-colonnes (C, ...,C, ) forment une base orthonormée pour R” euclidien canonique.




Automophisme Orthogonal : u € £ (E) est appelé endomorphisme orthogonal ou automorphisme ortho-
gonal ou isométrie vectorielle ssil'une des propriétés équivalentes suivantes est vérifiée :
e (i) Vx,y€E, (u(x)|u(y)) =(xly) (conservation du produit scalaire).
e (ii) Vx € E, |u(x)|| = |x|l. (conservation de la norme).
e (iii) Vx,y € E, d(u(x),u(y)) =d(x,y). (conservation de la distance).
e (iv) Dans toute base orthonormée & ,la matrice de u est orthogonale.
 (v) Limage d’'une base orthonormée (e;) par u , cad la famille (f(e;)), est une base orthonormée.

Ex27 Onpose¢p:M e #,(R) — PM.
1) Y Etablir si P € O(n), alors ¢ est un automorphisme orthogonal.
2) Montrez la réciproque (on pourra montrer conserve le produit scalaire)
EI;%%SI 2019 (éléments propres matrice orthogonale) ¥#
q
0

p o0
1) A quelle condition sur les réels p, g la matrice A = (0 1
q0-p

) est-elle orthogonale?

2) Donnez les éléments propres de A

Ex29 SoitA€O,(R). Montrez Y |a;| < n\/n (utilisez Cauchy'-Schwarz?).

1y
1<i,jsn

ENSAM PSI 2015 (inégalités sur les matrices orthogonales) ¥ &1
Ex3%0 Soit M € O, (R) de coefficients m;;. Montrez que > mi;

1<i,jsn

< n3/2

<ns ) ’mij

1<i,jsn

Ex?1
1) Montrez que les seules vp réelles possibles de u € O(E), E euclidien, sont A = +1.
2 ) Reconnaitre tous les endomorphismes de O(E) diagonalisables d'un R-ev euclidien.

EC%I%SI 2016 (cns isométrie) ¥ . , .
X Pour a # 0 donné dans un ev euclidien E, déterminez les valeurs de a € R pour lesquelles u(x) =

a(x|a)a - x estune isométrie. Rajout a loral originel : les reconnaitre

Ex%% #3 Matrice de Householder?® : Soit R” muni de sa structure euclidienne canonique et une matrice co-
lonne V € M, ; (R) de norme 1. Montrez que l'endomorphisme de matrice I — 2V VT représente une symétrie, puis
montrez qu'elle orthogonale et donnez ses caractéristiques.

yiris—Ponts PSI 2015 (composée de 2 réflexions) ¥ L.
x 24 Soient E un espace euclidien et H;, H, deux hyperplans de E. On note s; la symétrie orthogonale par

rapport a I'hyperplan H;. Montrer que H; = s,(H;) est un hyperplan et que s, o s, = s, © 53, 0l $5 est la symétrie
orthogonale par rapport a H;.

CINP PSI 2022 (rotation en dimension 3
Ex%\l; Soit(E un ev euclidien de dim 3, 2 = (e, e,, ;) une BON directe, e = \/Lg(e1 — e, + e3) et D la droite

portée par le vecteur e. On considere la rotation u« autour de 'axe D, d’angle 2?” Déterminez la matrice de u dans
AB.
1
Ex?6 On munitR,[X] du produit scalaire défini par V(P, Q) € R[X]?, (P,Q) = f PQ.MontrezP — P(1-X)
0

automorphisme orthogonal. Le reconnaitre.

CP PSI 2019 (matrice orthogonale vérifiant équation) &1
EXE;E}S So(it Me O, (Rggterifle queg(}n ﬁ 2M) e)@n@ .

1) Montrez que pour tout x € R”, (Mx|x) = |x|?.

2) Que peut-on en déduire sur M?

Ex%8 Trouvez toutes les matrices orthogonales a coefficients positifs.

Ex39 > Montrez, que pour tout automorphisme u orthogonal d'un R-ev euclidien, la dim. de tout ses propre
E,(u) est toujours égal a la multiplicite de A dans le polyndme caractéristique.

Marrices er ENdomorphismes SyméTrioues

Endomorphisme Symétrique : u € £(E) est appelé endomorphisme symétrique, et on note u € S(E), ssi
I'une des propriétés équivalentes suivantes est vérifiée :

o (i) Vx,yeE, (f(x)ly)=(xIf()

e (ii) Dans toute base orthonormée & ,la matrice de u est symétrique.




Théoreme Spectral : Pour toute matrice symétrique S € #,(R), il existe une matrice diagonale D et une
matrice orthogonale P € 0, (R) telles que: S = PDP~! = PDP'.

« Autrement dit », toute matrice (endomorphisme) symétrique réelle est diagonalisable et ses espaces propres
sont orthogonaux.

« Autrement dit », on « peut » diagonaliser une matrice symétrique réelle dans une base orthonormée.

Matrice Symétrique Positive : Une matrice symétrique réelle S est dite positive et on note S € %, (R)
(rp. définie positive et on note S € %, *(R)) ssil'une des propriétés équivalentes suivantes est vérifiée :
e ()VXe M, (R), X' SX=0 (rp. X' SX > 0 pour X # 0).
e (ii) Toute valeur propre de S est positive (rp. strictement positive).

— DN =

1
1)
2

Ex41 25 Y Montrez le seul endomorphisme symétrique vérifiant Vx € E (x|f(x)) =0 (cad f(x) L x) est
I'application nulle par deux méthodes : le théoréme spectral et en « considérant » x +y )

2
Ex40 Diagonalisez au travers d'une matrice orthogonale (1
1

Ex42 Y VM € M,(R), o(M) = aM + b'M. Soit { , ) le produit scalaire défini sur M, (R) par : V(M,N) €
M, (R)?, (M,N) = tr (‘M N). Lendomorphisme @, p est-il symétrique pour ce produit scalaire?

ECIA[; PSI2022-2014-2012 | CCEM PSI 2015 ( in,éﬁfalité frace d'une magrice symétrigug) g
X Soit A une matrice symétrique réelle. Montrez (trA)® < 1gA tr(A

Ex44 SoitA€ #,(R) etp(X,Y)=X"AY pour X,Y € .4, ,(R). Montrez ¢ produit scalaire ssi A € & (R).

ings-Ponts PSI 2022 (inégalité de Kantorovitch partielle) Y
%( 4% Soit A € n(eﬂgﬁl On dit que A est {éfinie gosi%ﬂe si SpAcR*™.

1) Soit A définie positive. Montrez il existe une unique matrice B symétrique définie positive tq B* = A.

2) Soit (¢, ..., ¢,) une BON de vecteurs propres de A. Exprimer (AX|X ) en fonction de la décomposition de X
dans cette base.

3 ) Montrez, pour tout X € R”, | X ||* < (AX|X)(A™'X|X). Dans quels cas a-t-on égalité?
Y S S/ /A () R Rt T TP U
1) Montrez 0 est la seule vp réelle de A

0 0 O
2) Montrez il existe P € O3(R) eta eRtqA=P|0 0 -a
0 a O

le PSI 2021 (adjoint intégral
EX47" o 0:”’1[7‘67’1%6 (Trg Etz%o(l ,R). On munit E du produit scalaire usuel (f| g )= /77/* fg. Pour f € E,

on définit 2 fonctions A(f) et B(f) sur I en posant A(f)(x) = [ f et B(f)(x) = [7/?f.

1) Montrez que Vf,g € E, (A(f)|g)=(f1B(g) ). En déduire que les vp de B o A sont positives.

2) Montrez Vf € E,Vx € I, (A(f)(x))* < x [ f(¢)* dt . En déduire l'existence d’'un réel K indépendant def tq
A = KIIfI-

% ) Montrez que A est un endomorphisme continu de E.

n
Ex48 #y Soit(uy,...,u,) une base d'un ev euclidien. On pose f(x) = Y (ug|x) u
k=1

1) Que vaut f(x) sila base est orthonormée?
2 ) Montrez que dans le cas général 'endomorphisme f est symétrique défini positif.

Ex49 MatricedeGram: Soit Euneveuclidienet(ey,..., e,) une famille de vecteurs. On pose G = ((ei | ej))
Montrez G € %, " (R)

Ecq’_vg PSI 2023 €% -2022 | Mines-Ponts PSI 2023 (en
X Soient E un espace euclidienet u € S

1<i,jsn

%rgz.orphismes de ¥ (R)) X2

1) » v )
pesitif: [Mines : Question absente| . On note alors s € S**(E)
2) Si a et b sont 2 endo. symétriques de S**(E), montrez il existe un unique c € £(E) tqb=aoc+coa..
% ) Montrez que c est symétrique défini positif.

4) [Mines : On prend n = 2. Montrez il existe ¢,a € S**(E) avec a o ¢ + ¢ o a a spectre non inclus dans R** .|




gﬁr?sl-Ponts PC 2012 (déterminant de la somme de 2 endos positifs) ¥
X

1) Soit A € %, (R). Montrer que det(A +I,,) = 1 + det(A).
2) Soient A et B dans ., (R). Montrer que det(A + B) = det(A) + det(B).

Ex%2 &2y Soit u un endomorphisme symétrique d’'un R-ev euclidien E. Montrez Im u = ( Ker u)*
By o Ly et el *

1) Montrer qu’il existe une unique matrice T € .%,(R) positive telle que T* = S.

2) Soit A € GLn(R). Montrer que A" A est symétrique définie positive.

%) Montrer qu'il existe existe un unique couple (Q,U) tel que Q soit orthogonale, U soit symétrique définie
positive et A = QU.

Ex%4 #5 SoitSe .#,(R).MontrezS € %, (R) — 3Be M,(R)tqS=B'B

ines-Ponts PSI 2022 (endomoyphisme antisyméirique) X
gf?& Soit E un (gv eucli({f;(gan. On ({ilt q}l/lmun ecildg)morphisme de E est antisymétrique ssiVx,y € E, (f(x)|y)=

~(x1f)).

1) Montrez f antisymétrique ssi Vx € E,(f(x)|x)=0. Dans toute la suite f est un endomorphisme antisymé-
trique.

2) Montrez Ker f orthogonala Im f.

%) Soit s = f o f. Montrez s endomorphisme symétrique. Montrez que toutes ses vp sont négatives ou nulles.
Montrez Kers = Ker f.

4) On suppose n = 3. Montrez il existe une BON dans laquelle ma matrice de f est de la forme (§ § —2u)

1

Ex?26 #3 OnmunitE = C*®([-1,1],R) duproduitscalaire usuel (f|g) = f fg.Prouvez que 'endomorphisme
-1

¢ de E défini par ¢(f)(x) = (1-x*)f"(x)—2xf'(x) est un endom. symétrique de E. (Utilisez une ipp bien choisie)

tﬂ"‘fﬁ Telecom, PSi 2024 €% | TPE PSI 2015 hCentr_al_e PC 2016-2014 (dilatation x — x + a(u|x)u) &y .
X Soient E un espace vectoriel euclidien de dimension finie, u € E un vecteur de norme 1 et a € R. Soit
f.€ L(E) quiaxassocie x +a(ul|x)u.

Note : Certains énoncés prennent a # 0 et u unitaire ce qui change un peu les cas et les calculs.

2) Montrez que f, est symétrique.

%) [PSI(2015) : Trouvez un polynéme annulateur de f,.]

4) Prouvez les valeurs propres et vecteurs propres de f,.

7) [PSI(2015) : Pour quelles valeurs de a 'endomorphisme f, est-il un projecteur orthogonal?]
6 ) Pour quelles valeurs de a et u 'endomorphisme f,, est-il une isométrie vectorielle?

7)) Pour quelles valeurs de a et u 'endomorphisme f;, est inversible?. Si oui, donnez son inverse.

Ex28 #; Soit A € /;(R) antisymétrique. Montrez que 0 est la seule valeur propre réelle et est d'ordre 1.
Quelle est la différence avec les matrices nilpotentes?

Ex79  Mineursde Gauss Soit A € S,(R). On note A, 1 < p < n les sous-matrices d’'ordre p du "coin” en
haut a gauche de A. les det A, sont appelés les mineurs de Gauss.

1) MontrezA€S; = Vi<ps<n detA,=0.

2) Montrez que la réciproque est fausse.

3) ¥ ¥ Montrez A€ S;* < Vli<p=<n detA, >0

yirbeﬁponts PSI 2022 (matrjce de ?mm des vecteurs ropres{, X i i
X SoientA € 4, ([Rﬁ et(V,,...,V,,) une famillelibre de vecteurs propres de A avec m > 0. Soit Q la matrice

de colonnes V;, ..., V,, et S = QQ". Montrez S € .#; (R), S est de rang m et AS = SA"

Eéléégim SudParis PSI 2015 (inégalité endomorphisme %métrique) &y .
X Soit # un endomorphisme symétrique d'un espace euclidien E, de valeurs propres A, < ... < A1,,. Mon-

trez pour tout x € E, A, || x[|? < (x|u(x)) < A, || x|

Espaces Euclidiens de dimension 2 er



Description de O(2) : Les seules matrices orthogonales d’ordre 2 sont :

R(0) = (

cosf sinf
sinf —cos0

cosf —sinf

sinf cos6 ) €0(2)~S0(2)=07(2)

) €S0(2)=0%(2)  S(0) = (

Description de SO(3) : Les seuls endomorphismes orthogonaux de déterminant 1 en dimension 3 sont les
rotations d’axe A (orienté par le choix de w € A) et d’angle donné (de mesure 6) R(w, ).

RAJOUTER matrice antisymétrique de R® ssiw A x

Ex62 ¥Montrez, dans R?, que le vecteur (a, b) « tourné d’'un angle » de mesure 7 estle vecteur (- b,a)
Ex6% ¥ Démontrez pour tous vecteurs en dim 3, |u A v|? + (u|v)? = ||u|?|v|%.
Ex 64 Double Produit Vectoriel : Démontrez la formule x A (y A 2) = (x]z)y —(x|y) z

Ex67% oit w un vecteur unitaire d 'un ev euclidien orienté E de dimension 3. Reconnaitre x — w A (w A x)

Ensgzz PSI 2013 | Gentrale PC 2014 | X-ESPCI PC 201 (cargctérisqgtiqu des rotations en dimension 3) %
X Soit R° euclidien canonique orienté. Soit ]g € GL?IR{ 7 Montrer I’équivalence :

(i) f estune rotation.
(ii) f vérifie V(u,v) € (R*)?, f(uAv) = f(u) A f(v).

Ex67 Matrice dans la base canonique de R® de la rotation d’axe orienté par (1,2,2) et d’angle /22

CCP PSI 2013 (matrice a reconnaitre) # 1(8 14
Ex68 Caractériser f € £(R)? euclidien canonique de matrice dans la base can. M = 5 (—4 4 —7).
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yi%§-Ponts PSI 2006 (exponentielle endomorphisme antisymétgique deR3) *%) . . . .
X Soit # un endomorphisme antisymétrique de R*, muni da produit scalaire et de 'orientation usuels.

1) Préciser la forme de la matrice de u dans la base canonique.
2 ) Montrer qu'il existe un unique vecteur w € R® tel que u(x) = w A x pour tout x.

+oo u”
n=0 n!"

4) Montrer que exp u est une rotation, dont on précisera 'axe et 'angle.

% ) Justifier la convergence de exp u =

yirbeb—Ponts PSI 2023 (isométrie deR® avec produit vectoriel) . .
X Soient E un ev euclidien orienté de dimension 3 et u un vecteur de norme 1. Onnote f la fonction

XeEE—(x,u)u+unx.
1) Montrez que f est une isométrie et la caractériser.
2) Trouvez les isométries g vérifiant g2 = f.

BT P e L AT Rt M et M2 + 21, = o,

1) Montrez M"' M est diagonalisable.

2 ) Montrez que les vp d'une matrice sont racines de tout polynome annulateur de cette matrice.
¥ ) Déterminez les vp de M™ M.

4) Montrez —-M orthogonale.

7 ) Déterminez les matrices M qui conviennent.

Eer%rfle PSI2Q14-2013 | Ceptrale PC 2012 (matrice circulante de rotation). 3‘16 L 3 2
X Soient u, v, w les racines complexes comptées avec multiplicités de X° + aX“ + bX + c.
1) Montrer les relations u? + v* + w? = a* - 2b, u* + v* + w® = —a® + 2ab - 3c.
vwu
2) Soit f 'endomorphisme de R* dont la matrice dans la base canonique est (u v w) Montrer que f est une
wu v

rotation ssi u, v, w sont les racines de X* — X* + k avec 0 < k < 5+. Préciser axe et angle.




