Queloues correcTions sur les Séries ENTIERES
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On utilise la méthode générale qui est le critére d’Alembert ' et I'équivalent usuel coshx ~,, sinhx ~, Le*:
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e Si %lzl <1 < |z| < e, alors la série }_ u,, converge absolument d'ou R = e.

e Si %lzl >1 < |z| > e, alors la série }_ u,, diverge grossierement Aol R < e

Onendéduit| R=e

1
rgb (1+\/ﬁ)" z

Méthode 1 : On applique la regle de d’Alembert usuelle, mais le développement est tres fastidieux. Ce n'est pas la

meilleure méthode ici.
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1. Jean le Rond D’Alembert : mathématicien philosophe francais (1717-1783).



Je change le O pour 'homogénéiser avec le premier. On peut ici ... (je vous laisse y réfléchir)
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Méthode 2 (plus rapide) :

n—+oo

¥4 n 1\n
1++/n (1+\/_)" :|1+\/ﬁ S(E)

Du critére de majoration d'une série positive par une série géométrique convergente, il en résulte la convergence pour

Pour z € C fixé,

0, par suite, a partir d'un certain rang: 0 < |
tout z, soit R = +o0.

Zn!
1

Méthode de d’Alembert : | 2+1

Up

(n+1)!-n! | nxn!

:‘z

Par conséquent R = 1.

Zcos(zn”) ;

n=0

Ici, la méthode de d’Alembert ne fonctionnera pas car la fonction cos n’a pas de limite en +oo.

On rappelle le résultat : si deux séries entieres ). a, z" et Y. b,z" de rayons respectifs R, et R vérifient (méme a partir
d’un certain rang) |a,| < |b,|, alors R, = Rg. 1l suit immédiatement que si |b,| < |a,| < |c,| et que les séries entiéres
Y b,z" et) c,z" ontmém rayon de convergence R, alors }_ a,,z" a pour rayon de convergence R (une sorte de théoréme

d’encadrement). Ici on écrit

V31

11 ‘ (Znﬂ)l
— —<|cos|—|—| < ——
2n 3 /n 2 n

Les séries entiéres }_ 5 —z et Z z ont méme rayon 1 (par exemple par d’Alembert ou aussi car colinéaire a la série

logarithme), d'ou R = 1.



Remarque :
On rappelle les propriétés de la suite u,, = cos(n8), a retenir pour les éléves ambitieux :
* SifeQmn(cad 0 = %), alors la suite (u,,) est périodique, donc ne converge que ssi 1 est une période, autrement
dit u,, constante, cad 0 = 2kn

* Si6 ¢ Qu (par exemple 6 = 1), 'ensemble des termes { cos(nf)|n €N } est dense dans [ —1,1] .

Ex 2 Soit )" a, z" une série entiére de rayon de convergence R.
1) $Rayon de convergence de la série entiere . |an| z"? Y a,z*"?

2) En utilisant R = sup {|x|, a,x” — 0}, donnez le rayon de convergence de ¥’ a,,,z"

1) Onserappelle R = sup{r >0, ¥ a,r" converge absolument} et comme |a,r"| = ||a,|r"|, il suit immédiatement
R(Z anx") = R(Z |a, |x")

La définition du rayon R de }_ a,,x" permet d’écrire :

e Si|z|* <R,lasérie ¥} a,(z*)" converge absolument.

(e

e Si|z|* >R lasérie ¥} a,(z*)"

diverge grossiérement.
Mais ceci s’écrit aussi, par croissance de la racine,
e Si|z| < \/}_?, la série 1% a,z*" converge absolument.

n

e Si|z| > /R lasérie Y™ a _z?" diverge grossiérement.
n=0 “*n

On en déduitR(Z anzz”) =vR= ‘/R(Z anz")

2) Si|z| < R? /|z| <R, donc la série entiere ¥.*% a,(1/|z])" converge, ou méme la suite a,(1/|z])" — 0. par consé-

)2n —

quent, la sous-suite des termes d’indice pairs a,, (/|z])" = a,,|z|" — 0.

En se rappelant R’ = R(Z a2nz") =sup{r >0, a,,r" — 0}, il suit R’ = R*.

En fait, on ne peut pas en dire plus, on n'a pas nécessairement R’ = R? ... Tout dépend des termes d’indice impairs...

Considérons la suite (a,,) telle que a,, =1 et a,,,; = 2". Alors ¥ a,,z" a évidemment pour rayon R’ = 1 et, en écrivant :

+00 +00 +00 +00 +00
Y a,x" =Y A X+ Y Gy xPT = Y x2ng Y 2ny2ntl
n=0 n=0 n=0

n=0 n=0
B L
R=\/1=1 R=1/V2

Le second rayon peut se justifier car c’est une série géométrique (a a pres) qui converge ssi [2x?| <1 < |x| < ﬁ Par

PR . . . _ n) _: 1 y_ 1 . r_ 1_p2
le théoréme de sommation, on en déduit R = R(Z a,x ) =inf(1, \/E) 7 IcionaR'=1>3=R
CCP PSI 2010 (calcul de rayon de convergence) $
Ex 7 Déterminer, suivant a € R, le rayon de convergence de la série entiére de terme général arctan(n®)x".

Je rappelle que si a,, ~ b, les séries entieres ) a,x" et Y b,x" ont méme rayon. On distingue les cas

n—+oo

e Sia>0,nt +oo donc arctann ~ 7 et donc R(Zarctann“x") = R(%Zx”) =1

* Sia=0,arctann” =7 etR(Zarctann“x") = R(%Zx") =1

n—+oo
_

e Sia<0,n® 0 d’ot1 arctan n® ~ n® puis R(Zarctan n“x”) = R(Z n“x”) =1 (cest du cours)
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Mines-Ponts PSI 2015 (rayon d'une série entiére) ¥

Ex 6 Soit A € M,,(C). Déterminer le rayon de convergence de la série entiere Y tr (A*)z*.

SiAy,..., A, sontles valeurs propres complexes de A, on sait trA = Y | A;. Cette formule « s'étend » : tr (AF) = " /1{‘.
Cette formule n’est pas stricto-sensu du cours mais les éleves « ambitieux » devraient la retenir. On la démontre par
trigonalisation. En effet, dans C, on peut écrire M = PTP~! avec T triangulaire et les valeurs propres sur la diagonale.
Par suite A¥ = PT*¥P~! et le cours nous apprend alors que sur la diagonale de T, il y a les coefficients diagonaux a la

puissance k, soit les )L:‘ d’ot1 le résultat.

Revenons a notre exo. Pour bien raisonner, on utilise plutot les vp distinctes (on les note 4,, ..., 1,) et leurs multiplicité
respective notée m; = 1. On a alors tr(A*) = Zle miﬂtf (je vous laisse y réfléchir). On ne peut considérer que les vp non
nulles dans cette somme (et si elles sont toutes nulles, par exemple pour une matrice nilpotente, la série entiére nulle a
évidemment un rayon +oo). La série entiére a considérer est alors Y (Zle ml-/lf)zk. Pour faciliter la compréhension, on
va prendre 7 a la place de k, en oubliant donc que 7 est la dimension, elle ne devrait plus trop nous servir. Cette série
entiere s’écrit comme somme de p séries entieres i m;y Alz".

i=0
Comme la série entiére géométrique complexe . 1'z"” converge ssi |/L,-z| < 1ssi |z| < ﬁ, on en tire que le rayon de
i

convergence de la série entiére Y 11'z" est R; = ‘L Par sommation, on en tire que le rayon R vérifie

Ail”
1, 1

Rz inf (—)= ——F>F—=
A5 )™ i

Malheureusement on n'a qu'une inégalité. Je rappelle que si R, # R;, on sait que R(Z(an + bn)x") = inf(R,, R} ) mais
ici, méme sion a A; # A;, on n'a pas nécessairement |1;| # |1;|. Montrons que le résultat subsiste : on considére donc
deux complexes tels que A + pet || = |u| = p et établissons que R(Z()L" + ,u”)z") = ,lJ sachant que le cours nous donne
déja= 1. Onpose A =pe’ et u=pe'¥ avecd # pe [0,2n].

Méthode 1 (par les suites) : Considérons la suite u,, = (1" + u"*)z" avec z = %e‘”’. Ona

u, =(p"e™ + p"e""‘P)%e_i"B =1+e"?0 = 1+ cos(n(¢p —0))+isin(n(¢p-0))

Je rappelle les faits suivants (je ne les redémontre pas ici) sur la suite sin(nx) :
* Six = km, la suite est la constante nulle donc converge.

e Six= Il saufle cas au-dessus, la suite est périodique (de période 2q), non constante, et ne converge donc pas.

Par exemple la suite sin (Zn%) prend cycliquement les valeurs 0, ‘/75, - ‘/75
e Six ¢ Qmn, la suite est dense dans [ -1,1 ] donc diverge (par exemple, la suite (sin ).

En se rappelant aussi qu'une suite complexe (z,) converge ssi les deux suites réelles (Rz,) et (3z,) convergent, on

obtient que (Su,,) converge ssi ¢ — 0 = km, qui n'est possible ici que pour +1 et alors la suite (Ru,,) qui vaut cos(nn) =

(—1)" diverge. Par conséquent, on a toujours divergence de la suite complexe (u,,) donc, propriété durayon, R < |z| =

o=

Méthode 2 (par la fonction-somme) : 1l faut préter tres attention a la fonction-somme entiére quand on raisonne
dans C car elle est de C dans C! En effet,ce qu'on appelle une fonction complexe et d’ailleurs toutes les fonctions dites
complexes vues par ailleurs sont de R dans C. La notion de continuité et de limite sont plus délicates, elles font partie
du cours sur les evns (pas encore traité a ce jour). Quant a la notion de « dérivable », elle n'existe pas, tout au moins dans
votre programme : vous avez seulement la notion de différentiable en gérant les 2 variables (x,y) de z = x + iy, la-encore

cours un peu plus tard. La méthode 1 utilise la notion de suite complexe plus abordable.
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Revenons a notre exo. C’est assez simple, quand méme, car on connait 'expression de la fonction-somme, sur ] -R,R [ R

1
1-Az

. P 2 P . 1 » 1 .
puisque ce sont des séries géométriques, qui est donc z — + o Par I'absurde, supposons R > ~. Faisons tendre

l 1 y . . . ' . . . . . . 3. . ) . ' 1 1 .
z — 3. 1-i; 'a pas de limite, Attention! pas de limite infinie ici, I'infini n'existe pas dans C! et TTpz —— 1oz qui

existe bien car A # . Par suite, comme dans R, pas limite + limite = pas limite. Or, si on applique son cours sur les séries

entieres, comme § € | —R,R[, avec R > % = ﬁ, la fonction-somme est continue en ;. Absurde!

1 1
lm.aX(Mil) p(A)
<isp

Conclusion R(Z tr (A")z") =

Remarque : La quantité max, g, 4 | 4| intervient fréquemment dans les exos. Un €éléve « ambitieux » peut retenir qu'elle

s’appelle rayon spectral de A et se note p(A).

Mines-Ponts PSI 2016 (rayon de convergence) §

Ex 9 Déterminez le rayon de convergence de la série entiére de terme général (3 + (—-1)")" x”.

22t yont pas la
an

Ici, la méthode de d’Alembert ne s’applique pas correctement car les sous-suites paires et impaires de
méme limite. On utilise que cette série entiére est somme des 2 séries Y 42" x2" et ¥ 22"*1 x2"*1 (Ces 2 séries ont respec-
tivement pour rayon (immédiat a 'aide des séries géométriques) 1 et 1. Le cours nous donne alors R = inf(},3) = 1 (=

1 1
car ; # 3).

IMT PSI 20223 (calcul rayon de convergence )

1I+2!+--- + n!

Ex10 Soit n € N*. On considere une suite (d,) définie par d,, '
n!

1) Trouvez une relation de récurrence entre d,, et d,, .,
2 ) Montrez par récurrence d,, < 2.
% ) En conclure la convergence de (d,,).

4) Donnez le rayon de la série entiere )" d, x".

1) Ilfautbien s’y prendre. ... :

(n+)d,,=U+-+nl+(n+1)=nld,+(n+1)! = dnﬂzmdn + 1

2) Immédiat, je ne corrige pas.

%) d,=0jointalarécurrence amene d, ., = 1 puis:

d, 2
<
n+l n+1

0<d,,-1<

On en déduit, par encadrement, la convergence vers ¢ = 1

4) Jerappelle que lorsque, la méthode de d’Alembert n'est pas adaptée, on applique les propriétés du cours :

R=sup{r>0, série }_a,r"converge } R=sup{r>0, suitea,r” — 0} R=sup{r>0, suite a,r"bornée }
n

Dans la pratique, on encadre R selon que la série }_ a, 7" converge ou diverge, ou que la suite a,, r" converge ou pas vers
0, ou que la suite a,,r" est bornée ou pas ...
* Ici, la suite d,, — ¢ # 0 : comme la suite d,, = d,,1" (on a pris z = 1) ne tend pas vers 0, R = |z| = 1.

e Comme la suite d, 1" = d,, est bornée (car convergente) ,R <1
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Finalement R = 1.

Mines-Ponts PSI 2016 (rayon de convergence) §

Ex10 Déterminez le rayon de convergence de la série entiere de terme général (3 + (-1)")" x".

Ici, la méthode de d’Alembert ne s'applique pas correctement car les sous-suites paires et impaires de 22X n'ont pas la

a
méme limite. On utilise que cette série entiere est somme des 2 séries Y 42" x?" et Y 22"+ x2"*1 Ces 2 séries ont respec-
tivement pour rayon (immédiat a I'aide des séries géométriques) ; et 3. Le cours nous donne alors R = inf(},3) = ; (=

1,1
car y # 5).

Ex12 On pose f(x) = ) v/n x". En considérant g(x) = (1 — x)f(x), établir que la limite 2 droite de f en -1
n=0
existe et est comprise entre —1 et —3.

La série entiére ¥ \/nx" a pour rayon R = 1 (c'est du cours ¥ n“x" avec a = %). On sait donc qu’elle est définie sur
] -1,1[ (rappel: suraumoins | —1,1[ etauplus [ —1,1]), mais on ne peut, a priori, rien dire sur la limite en -1.

On peut remarquer que la série diverge en x = —1, puisque c’est la série }_ \/ﬁ(—l)” qui diverge grossiérement. On
«aurait » donc tendance a dire que la limite de la fonction-somme en -1 n'est certainement pas finie ... En fait si!,

comme va le montrer cet exo ... On utilise une fonction auxiliaire g :

+00 +00 +00 +00 +00
g(xX)=1-0)f(x)=fx)-xf(x)= Y Vnx"= Y Vnx"™'=Y /nx"- Y Vn-1x"= Y (\/ﬁ— V- l)x"
n=0 n=0 n=0 n=1 n=1
Par utilisation d'un dl usuel en 0, on a

ﬁ—ﬁz\/ﬁ(l—\/l—%):\/Z(l—l+%+o(%))~z\l/ﬁ

On sait alors R(g(x)) = R(Z ﬁx") = 1. Or, a la différence de f, en x = —1, la série entiere g(x) est convergente : elle

est alternée et on utilise la méthode du dl (Attention! on ne peut pas utiliser le critére d’équivalent pour prouver la
convergence) pour le prouver (on reprend le dl plus haut) :

(\/_—\/m)(—l)"=(—1)"ﬁ(1—(1+%(—%)—%(—%)Ho(%))—l(_l)n+l(_1)n+o( ! )

T2 Jn 8 nd n3l2
2yn Bnm
an

n Cn
Les séries ) a, et )" b, sont convergentes par le critere du CSSA et la série ) c,, par le critere « petit o » appliqué a la série
positive convergente Y. —.
On applique alors le résultat suivant, démontré en dessous, que comme g(x) converge en x = —1 (a la différence de
(x) g(-1)

f(x), redisons-le), alors g est continue en —1. Par suite, f(x) = “i_—x admet une limite finie en x = —1 qui est =5—.

En fait, g(—1) vérifie le CSSA (ce qui nous donne une autre preuve de sa convergence) car, décroissance et limite 0

découlent de :

. Wn-vn-)(/n+vn-1) - (1)’
(Vn-vn-1)(-1)" = NI = =

Par conséquent, c’est du cours, g(—1) peut s’encadrer par les sommes partielles paires et impaires, soit :

—1=(V1-0)(-1) =8, =g(-1) =8, = (V1-0)(-)+(v2-vV1)(-1)* = V22 = _% = _é <lim f(x) = @ -

6
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Démonstration de la continuité de g en x = —1 : On va démontrer la continuité de g sur l'intervalle I = [ -1, 0] parle

+00 +00 xn
théoréme de continuité des séries de fonctions a g(x) = ) (\/_ -vVn- l)x" =)
n=1

n=1 y/n+yn-1
[ S ——
uﬂ(x)
* u, est clairement continue sur /
e Il faut démontrer la convergence uniforme de la série de fonctions sur I = [-1,0]. On commence par essayer la
. . N . . A ’ 1
convergence normale mais on voit trés vite que le sup sur cet intervalle va étre de 'ordre de grandeur de = dont
la série diverge. On est donc ramené au cad de I'étude d'une convergence uniforme non normale, cas difficile, sauf

dans le cas d’'une série vérifiant le CSSA, ce qui est le cas ici. En effet il est clair que |u,,(x)| = #ﬁ tend vers 0
n n—

et décroit puisque les 2 « morceaux » |x|" et Wﬁ immédiatement le font, et sont positifs. On applique alors

le résultat sur le reste R,, d'une série vérifiant le CSSA :

|x|n+1

|x|n+1 1
Vo€ [=1,0], |R, ()] = 1ty ()] = = sup [R,(x)|= sup

vVn+l+y/n xe[-1,0] xe[-1,0] \/n+1+\/ﬁ=\/n+1+\/ﬁ~

Par encadrement, il en résulte la convergence uniforme de la suite R,, vers 0, donc la convergence uniforme de la

série de fonctions }_ u,,(x) sur I.

Remarques

* Jerappelle que, pour pouvoir écrire que la limite de g(x) lorsque x — a est g(a), on a besoin de la continuité de

gena.

* Jerappelle que sile rayon de convergence est R, on sait alors que la somme de la série entiére est définie et continue
sur | — R, R[. Si la série converge en R (ou —R), il n’y a rien dans le cours sur la continuité en R (ou en —R). Il faut
donc « revenir » aux théoréemes des séries de fonctions. Néanmoins, les éleves « ambitieux » peuvent retenir que si
une série entiére converge en x = R (ou x = —R), alors elle (la somme de la série) est nécessairement continue en

R (ou —R). Attention! ce résultat est complétement hors-programme. Il est démontré dans un exo de la feuille.

CCINP PSI 2024-2023-2022 (série entiére)

Hool o n!
Ex17% PourneN* etk e N, onposelknzf t“e " dr eta, =
0

T
1) Montrez que [, est bien définie.

2) Calculez I,

% ) Quel est le rayon de convergence de la série entiére }_,,-; a,,x" ?

4) Nature de Y a,e" et ¥ a,(—e)". Donnez le domaine de définition de ¥ % @, x". [2023-22: Quest. absente] .

% ) Montrez'égalité Vx € | =R, R[ ¥} a,x" = [/ 2 dt.

el—tx

1)
* Lafonction f; ,(t) = t*e™"' est continue sur [0, +oo| . (Attention! k = 0 permet de « fermer » en 0)
 Etudeent = +oo Comme n > 0 (Attention! a bien vérifier ceci), on en déduit lim,  t*f;.,,(t) = 0 et donc, par le
critere t2f(t), Vintégrabilité de f,,, en +oo.

fin estdonc intégrable sur [0, +oo| d’outI'intégrale I, existe.

2) Oneffectueuneippavecu=r* v'=e™ W' =kt*' v=-Lle
+00 1 + k [+oo k
Vk=>1, Ik,,zf the gt = | - —tke ™ °°+—f thle Mgt =0+ —1I,_, ,
0 n 7 10 nJo n ’




Utiliser I'ipp en +oco est licite si on prend k = 1, car alors la deuxieme intégrale existe bien et d’ailleurs k > 0 est aussi

nécessaire pour que le premier membre de l'ipp vaille 0 en ¢ = 0. Il faut penser a bien écrire tout cela sur sa copie.

k!
Lin = nk+l

2 . 2 s N ! — N
Une récurrence immédiate amene alors [, = %IO, avecly = [(f® e = %, d’ol1 finalement

Remarque : On remarque que a,, = I,,,

%) On essaye la régle de d’Alembert :

‘M|_| |(n+1)!n"“_| |( n )n+1

n 1
w, | X W ) P = |x|exp((n+1)lnm)= |x|exp((n+1)ln1+

)

= |x|exp((n+1)In(1- % +0(%))) = |x|exp((n+1)( - % +o(%))) = |x|exp(~1+0(1)) —— |x|£

1
n
n—+oo

e Si % <1 < |x| < e, la série converge absolument, donc R = e
e Si % >1 < |x| > e, la série diverge grossierement, donc R < e

Finalement, R = e

4)
] [ +00 +00 400 (1) prioo +o0 +oo t00
Vxe]|-ee[, ) ax"=) the My dr = Y t"e"x"dt = Y (txe ™) dt
n=1 " n=170 Fu() 0 n=1 0 n=1
(2) +00 txe’t +o0o rx
= —dt :f dt
o l—txe b el—tx

*(1) On utilise le théoreme d’intégration terme a terme :

* Les f, sont continues par morceaux et intégrables sur [0, +oo[ (Q1).

¢ Lasérie de fonctions ), f,, converge simplement sur [0, +00 [ C’est une série géométrique mais Attention! ,
il faut vérifier la raison |r| = |txe‘t| < 1! On est contraint d’étudier la fonction g(¢) =te™' : g'(t) = e~ " (1-1)
et une trés simple étude des variations (je ne mets pas les détails ni le tableau ici) montre que le sup sur
[0,+cc[estent =1etg(1)=e'.Onabien |txe™!| < e x e™! = 1. et sa somme est continue par morceaux
sur [0, +oo].

e Lasérie numérique ), f[ 0+00] |fn| converge: [ |f, ()| dt =I,,,1x|" = a,|x|", terme de la série entiere qui
converge donc puisque par hypothése x € | =R, R]|

1= 4

*(2) Attention!lasomme de la série géométrique commence a 1! On a alors Y ;& u”" = ﬁ - -

CCINP MP 2022 | CCP PSI 2022-2019-2008 (série entiere a terme intégral)

Ex14  Onconsidérelasuite (u,) dontle terme est u,, = f;' -2 dt. [2008: Juste rayon et somme]

1+

_ut+b+ @

1) Montrez il existe 3 réels a, b, c tels que Vx €] - R,R[,Vt € [0,1], m =St

2) [2019: Rappelez la définition du rayon de convergence. ]

% ) Donnez le rayon de la convergence de la série entiere )" u,x".
4) Calculez S(x) pour x €] — R, R[.

7 ) Etudiez la limite de S en —R

7) [2019 : Montrez que S(—1) existe et le calculer] .




1) Attention! ane pas oublier I'éventuelle partie entiére dans une décomposition en élément simples; elle existe ssi

F = %avec degP = degQ, c’est alors le quotient dans la division euclidienne de P par Q).Ici deg(1) = 0 < 3 donc elle est

nulle. On prétera aussi attention au parametre x, pouvant faire double usage / confusion avec le parametre ¢.
1 at+b c

=0+ +
Q+2)(1-1x) 2+1 1-tx
2

* x(1—tx) puisvaleur ¢t = % donne ¢ = 152
c

* xtetlimite quand t — +oodonne 0 =a - — soita = ——
x“+1

e t=0donnel=>b+csoith=

x2+1
2) La définition de mon cours : pour toute série entiére )" a, x", il existe un unique réel R € R* U { +oo} tel que :
* Si|x| <R, lasérie ) a,x" converge absolument.
* Si|x| > R, la série diverge grossiérement.

Iy en a d’autres...

Remarque : On peut aussi prendre comme définition, 'une des 4 suivantes, en prenant les sup dans R* U {+oo} :
R= sup{ |x|, la série ) a,x" converge absolument } = sup{ |x|, 1a série )_a,x" converge }

= sup{ |x|, la suite a,x" converge vers 0 } = sup{ |x|, la suite a,x" est bornée }

+1
Apirt" An+1 . A
nt | = —*1 |t], on s'apercoit qu'on est un peu embété,

a,t" a,

la limite est du type g, en soi ce n'est pas cela qui est embétant en prépas!, car on effectue alors un petit dl/équivalent,

%) Sion essaye d’appliquer la méthode de d’Alembert : ‘

mais ici c’est une intégrale, alors les équivalents/dls, c’est plus compliqué...
On essaye une autre méthode : on encadre I'intégrale, en espérant que les valeurs obtenues des 2 cotés donneront une

série entiere de méme rayon

1 " 1" 1" 1
R=1— =f drsu,,:f —dtsf di=—— — R=1
2(n+1) Jo 1+1 0o 1+12 o 1+0 n+1

&
n+l

n+l

apourrayon 1 (ou par d’Alembert ou en reconnaissant la série usuelle % Yt = % (=In(1-

Commelasérie entiere ) i1

x))). Rappelons que la série a )", a,x" a méme rayon que la série entiére )", a, x". Par encadrement, R = 1 et R < 1, soit

R=1.

Remarque : Trouvez un équivalent de u,, n'est pas si difficile que cela, il fait partie des questions « classiques » : avec le

changement de variables u = t" bijectif et C' de 0,1 sur |0,1[, 7 =u"" =exp(LInu)et dr = Lu'/™ du :

O A Pl 1 1 11
U, =— ——duz—f u)du ~— =
" nfol+u2/”u nof"() n2
Car le théoreme de Lebesgue amene fol fu— % lorsque n — +oo car:
e Convergence simple de la suite de fonctions (f,) :
1/n o si0<u<l1
u 1+1
Jalu) = Ten ' fu)
0 sinon
* Domination :
ul/n

1
VneN, < —— intégrable sur |0,1]

g +0

1+ u?/n



4)

+00 1 t'l (1) 1 too tﬂ 1 1 +00
Vx e -1,1 ,S)C = —dtx”?f x" dt:f — t"x" dt
=11, S0 = L | ) D T

= 1+12
xt+1 x?
@ 1 B) T2 1oax2 1 [ixt+1  x?
”Ef S S—T N R S f + dr
o (1+12)(1-1tx) o 2+1 1-tx 1+x2Jo 241 1-1tx

1 X 2 t=1
=12 [Eln(1+t ) +arctan(z) — xIn(1 — tx) o

1 X b4
= 3.2 (Eln2+z—xln(l—x))

* (1) Résulte de I'application du théoréeme d’intégration terme a terme :

* Lasérie de fonctizns Y f,,(¢) = i’;: = 1=1t2 Y (tx)", presque géométrioque, converge simplement sur [0, 1]
vers m (carNtx| < 1) qui est bien continue par morceaux sur [0,1] : 1 — tx ne s’y annule pas car
L >1.

[x]

—L_|x|" < |x|" série géométrique conver-

e Lasérie Y. [ |f,(¢)| dr con\erge car de valeur < 5 [ t"|x|" dr = =

- 1+0

gente et critere de majoration\d'une série positive.

¢ (2) Série géométrique convergente'xar |tx|<|x|<1
*(3) Décomposition en éléments simplags de la Question Q1

%) Attention! abien comprendre le probleme de -\l : c’est une borne de l'intervalle ouvert de convergence | — 1,1
et les théorémes ne « marchent » pas en -1.

+00 1 tn +00
S(-1) = -1)" dr = -1)"u,.
(D= X | D" = X ()",

u, = 0 donc c’est bien une série alternée. Elle vérifie le CSSA cak;

* u, — 0 par le théoreme de convergence dominée de Lebes

(=]

site[0,1]
 Lasuite de fonctions (f;) converge simplement sur [0, 1] vers f :

sit=1
e Hypothese de Domination:Yn eN,Vt € [0,1], |f,(¢)] <1

La constante 1 est bien intégrable sur [0,1].
tn+l "
Ti 72 puis croissancg de I'intégrale.

e |u car:pourf €[0,1],0 < t"*! < ¢t" donc <
lu, | ™\ p [0,1] =21+

Attention! On n'a pas le droit de remplacer dans la « formule » plus haut parx = —1.

Solution : passage a la limite lorsque x — —1 ce qui nécessite de regarder la continuité des deux expressions en -1 :

+00
— — n —
Vxe]-1,1[, S(x) nz=:O U,X T2

() g(x)

(gln2+ % —xIn(1 —x))

e g estcontinue en -1, par continuité des fonctions usuelles, on peut donc remplacer par -1.
e Lasérie entiere S(x) n'est pas continue en—R = —1 par « défaut ». 1l faut donc appliquer le théoréme de continuité
d’une série de fonctions a S(x) = Y7 h,,(x) :
¢ les fonctions h,, sont clairement continues sur I = [ -1, 0]
* Malheureusement, la série de fonctions Y h,,(x) ne converge pasnormalementsur ] = [-1,0] car sup |u,x"|

x€[-1,0]

= Ju,l = O(2).

n

10



Heureusement, la série de fonctions vérifie le CSSA pour toutx € I: Y h,(x) =>(-1)"u,,(—x)" : elle est bien
alternée, u,x" — 0 estimmédiat. On a déja vu u,, \,, |x|" aussi et sont postives toutes les deux, donc Ok.

On applique le résultat qui donne une majoration du reste d'une série alternée verifiant le CSSA pour tout x :

Ry (0] <l 1217 < —— = sup|R, ()]  —~ —0

xel +1

11y adonc convergence uniforme de la série de fonctions sur I = [-1,0]

On termine en pasasnt a la limite lorsque x — —1 et en appliquant la continuité de S :

1
S(-1) = lim S(x) = 1 (glnz+g_x1n(1_x) J=| 5+ 7mn2

8

_11
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Ex18 Soit f: x — Y 1% (Inn)x".

1) Déterminer le domaine de définition de f.

2) Montrer que la suite de terme générallnn - Y}, % a une limite dans R.
% ) Déterminer la limitede fen1™.

4) Déterminer un équivalent de f(x) quand x — 1".

1) On calcule le rayon par la méthode de d’Alembert :

| Upyl

In(n+1) In(n) n—+toco
et |y D) K
n

Inn Inn

e Si|z| <1,lasérie Y Innx" converge absolument, donc R = 1
* Si|z| > 1,lasérie Y. Innx" diverge grossierement, donc R < 1
On en déduit R = 1 soit ] -1,1 [ c Deff c [ -1, 1] . Comme il est clair que la série diverge grossiérement en x = +1, il

vient Deff = | -1,1

2) Jerappelle le critére suivant : une suite (u,) converge ssi la série Y (u, — u,,,) converge. On l'applique ici :
1 1 1 1yv-1 1 11 1 1 1
Uy — Uy =ln(n+1)—ln(n)—m =ln(l+5)—ﬁ (1+E) = ﬁ—gﬁ—ﬁ(——+—)+0(m)~ m

Je rappelle (ce n'est pas du cours mais devrait étre retenu par les éleéves « ambitieux ») que cette constante se note —y et

n

1
y s'appelle constante d’Euler-Mascheroni:| H, = )_ T
k=1

=lnn+y+o(1)

%) Parpositivité f(x) = ¥, Innx" = Y7 _, In kx*. Lavantage est qu'il n’y aucun probléme pour passer  la limite dans
le second membre. Par contre on ne peut passer immédiatement passer a la limite dans cette inégalité car on ne sait pas
si f aune limite quand x — 1. En fait f est une somme de fonctions croissantes, les x — In nx", tout au moins sur [ 0,1 ] R
donc est elle-méme croissante et par suite, a une limite, finie ou infinie, en 1, que I'on note ¢. On passe alors a la limite
dans I'inégalité, soit £ = Y} _, In k. Cette inégalité est vraie pour tout n, et comme la série }_In n diverge grossiérement

et que ses termes sont positifs, on sait lim,,_.,, >} _, Ink = +oo. par conséquent ¢ = +oo.

4) Onutilise Q2pour0<x <1:

400 no1 n_+oo n +00 noq +00 +oo | n(}:) ln(l—x)
£ nne £ = R £ (£ b Sy B B S o 0



*(1) Onreconnaiten Y} _, % un produit de Cauchy avec a; = % et b,_; =1, sans oublier a, = 0 qui donne donc
les séries entieres Y7 1x" et Y1 Lx”

n=1 n

*(2) On aurareconnu deux séries usuelles...

D’autre part on sait, d’apres la limite de Q2, apcr N,

Inn-%}7_, % —y‘ < €.0n écritalors, pour0<x <1:

In(1 - x) X oo LS| too LS|
(x)+ - = Inn - ——ylx" = Inn- — —vy|x"
|f 1—-x 1—x| nzl( kglk Y) n;1| kglk Y‘
N no1 +00 no1 +00
SZ‘lnn—Z——yx"+ > lnn—Z——y‘x”sP(x)+£ > X"
n=1 k=1 k n=N+1 k=1 k n=N+1
P(x)

+00 1
<P(x)+e ) x"=P(x)+¢ n

n=0
1 —1_ . Px P(1 . -
Comme —— —— +00,0na lim () =L=0.Parsulte, propriété de la limite, pour 1 -n<x <1
1-x x—~1_1/1-x 400
P(x 1 1
‘ (x) |<£ = P(x)s|P(x)|<E|—‘= —
1/1-x 1-x 1-x
o - In(1-x)x x 1 .
Avec l'inégalité plus haut, il suit pour 1 -n < x <1, |f(x) + ! —yl ‘<2£ ! . Ceci est exactement
-X -Xx -X
In(1-x) X 1
Xx)+ - =0
fx) 1-x Yl—x 1‘(l—x)

On a donc un peu plus que I'énoncé puisqu'on a un développement asymptotique a 2 termes. Comme, au voisinage de

X 1 In(1-x)
1_, ;% et 1, sont des 0(?),

—In(1-x)
1-x

fx)~;_

Mines-Ponts PSI 2018 (équivalent série entiére lacunaire) X X

Ex19
+00

1) Précisez le rayon de convergence de f(x) = ) x%".
n=0

2) Montrez que f(x) — +oolorsque x — 1 et donnez un équivalent de f en 1.

. n LN . . 2 .. o, 2 3 . Pl LN n
1) Si|x| <1,|x|*" < |x|". Critere de majoration par une série positive géométrique convergente, la série entiere Y" x>
converge. On en déduit R = 1.

Pour x = 1, la suite 12" ne tend pas vers 0, donc R < 1. Par suite, R = 1.

2) Les fonctions x — x2" étant croissantes sur [0, 1 [ , par sommation, f l'est aussi. Elle admet donc une limite, finie
ou infinie, lorsque x — 1, notée £. Commef(x) = ¥N_ x?", on passe a la limite lorsque x — 1, puisque les limites
existent, 'inégalité étant conservée, méme dans R*. Il suit £ = N. Comme cette inégalité est vraie pour toutN, on en

déduit ¢ = +oo.

On applique le résultat suivant, qui n'est pas au programme, mais qui sert de temps en temps aux oraux...

Si a,,b, =0, les 2 séries entieres Y a,x" et Y. b,x" de rayon 1, la série }_ a,, diverge (donc }_b,, aussi) et que a, ~ b,,

+00 +00
alors Y a,x" ~ Y b,x".
n=0 =1 520 " n
Le résultat reste vrai sous une hypothése plus faible, A, = > a, ~ by = B,,. Démo apres.
k=0 "7t =0
Ici f(x) = 1% a,x™ avec a,, = 0si n n'est pas une puissance de 2 et sinon vaut 1. Ona Ay = 21,2’:0 a,=npour2” <N <
2"*1 _ 1. En passant au In, qui conserve I'inégalité par croilsgance, il suit nIn2 <InN < In(2"*!' —1) ~ In(2"*!) ~ nln2,



puis InN ~ nln2, puis finalement Ay ~y_ 100 llnn—g 1l faut maintenant un By équivalent a ce In N (et que la somme soit

calculable pour appliquer le résultat...) Vous avez trouvé? On se rappelle Y} _, k ~ In n. Sivous avez bien suivi, on prend

+oo 1 1

doncici g(x) = ¥;% ;13X ; on reconnait une série usuelle g(x) = ln2( In(1 - x)). Soit f(x) ——ln(l X)

On reprend les notations de plus haut. On effectue une petite analyse pour correctement gérer les €. je ne la produis pas

sur la copie. Elle n'est d’ailleurs pas utile pour la démonstration (mais nécessaire pour trouver comment faire...)

Soite >0
* a, ~ b, donc il existe un rang N, tq pour n = N,), |an - bn| < £|bn| = €b,,, par positivité des b,,.
* Puisqueles b, sont positifs et que la série }_ b,, diverge, on a, par un raisonnement de limite monotone comme 'exemple

plus haut, lim,_; 7%} b,x" = +o00. On note la fonction g(x). Idem d’ailleurs pour Y /% a,x" = f(x).

*S(x)=X%, E (a, — b,)x" étant un polynéme, donc de limite finie en 1, lim,,_; Z% = +o0. Il existe donc 7, > 0 tq, pour

1-np<x<1, :g((fc;ll <eoul|S(x)| < eg(x). Attention! a ne pas tricher avec les valeurs absolues. g(x) = 0, tout au moins

sur |0,1].

Prenonsn =1,

Pourl-n<x<l,

+00 +00 Ny
|f(x)—g(x)|=| Zanx"— anx" S‘Z(an—bn)x ‘ Z (a, — b,)x" Y a,-b,| x"
— — = k=Ny+1 k=Ny+1
<eg(x)+e Z b, x"<eg(x)+e¢ Z b, x" = 2eg(x) = 2¢|g (x)|

k=Ny+1

La derniere inégalité provient (encore) de la positivité des b, et des x" dans un voisinage de 1. On a donc démontré

f—g =0,(g), ce qui est le résultat attendu.

Sion prend I'’hypotheése plus faible, A, = ¥} _, a, ~ X}_, by = B,. On considére les fonctions / séries entieres auxiliaires
F(x)= Y15 A,x" et G(x) = X% B,x". Comme A, B, = 0, leur rayon est encore 1 (je vous laisse y réfléchir, c’est un
exo de la feuille), la série )" A,, diverge (car A,, = a,, = 0), la démonstration s’applique : F(x) ~,_.; G(x). Ensuite, il faut

remarquer que F(x) (et G(x) est un produit de Cauchy, celui de f(x) = X% a,x" par Y% x" fx. On en déduit
flx)  glx)

l-xx-11-x

et donc I’équivalence demandée.

Centrale PSI 2022 (équivalent série entiere) X

Ex 20

1) Donnez un exemple de série entiere de rayon égal a 1 dont la somme est définie et majorée sur [O, 1 ] .
Soit )" a, x" une série entiére et f la fonction somme associée.

2) On suppose na, — 0 quand n — +oo.
(a) Montrez f définiesur | - 1,1] .
(b) Montrez f(x) = o(In(1 — x)) quand x — 1_.

%) On pose f(x) = X% v/ n? + 1x". Déterminez un équivalent au voisinage de 1 a l'aide de Q2.

1) On considere In(1+x) = ¥} (-1)"*! % de rayon R = 1 majorée sur [O, 1] (par continuité de In sur un segment).
Par contre, stricto-senso dans le cours, on est seulement censé savoir qu’elle est définie sur ] -R,R [ , donc en ce qui

nous concerne ici [O, 1 [ . Ceci dit, elle est définie en 1, immédiatement par le CSSA.

R
emarques 13



+00 2n+1

. . . . X
¢ Une autre série usuelle qui conviendrait est arctanx = ) 1(—1)" PR
n=0 n

* Pour la série du In, comme vu, il est immédiat que la série converge en x = 1, mais la question qui se pose est :
vaut-elle aussiIn(1 + x) (soit In2)?. La réponse est oui. On le prouve par passage a la limite / continuité en utilisant

le théoreme sur les séries de fonctions. A savoir faire.

sz . . . 1 _ +00 n.on . . .
* Un autre exemple intéressant, mais qui ne convient pas, est -~ = ¥.+% (~1)"x" qui est bien majorée sur [0,1[,

et donc sur [0, 1 ] par continuité, mais, curieusement, la série entiére n'est pas définie en x = 1

2) Lhypothese s’écrit aussi a,, = o(%), ane pas perdre de vue. Le cours nous dit que si |a,,| < |b, | (et doncsi a,, = O(b,,)
ou a, = o(b,), alors les rayons vérifient R(¥ a,x") = R(X b,x"). Ici, comme ¥, L x” a pour rayon 1 (1°: c’est du cours :
toutes les séries entiéres Y n“x" ont R = 1 ou 2° : on reconnait le dse de —In(1 — x)), on en déduit R = 1, ce qui ameéne

que la série entiére est définie sur (au moins) | - 1,1] .

+00

Il faut d’'abord remarquer que'énoncé, demande de démontrer que, sia, = o(1)etR = 1,alors ¥ 1% a,x" = 0,( £} £

; x")=
ol(ln(l - x)). On va procéder avec les ¢; je rappelle que f(x) = oa(g(x)) se démontre par |f(x)| < ¢|g(x)| pour x assez
proche de a.. Une petite analyse est nécessaire, je ne la transcris pas ici. J'ajoute juste que a,, = o(b,,) s’écrit |a,| < €|b,|
mais a partir d’'un certain rang. Ceci obligera a couper la série en deux. et pour l'autre morceau de somme fini, le €

x=1

viendra de =0

1
In(1-x)
Soite >0

ca,= 0(%) dong, il existe N € N tq, pour n = N, |a,| <& %

N n N
a,x
e lim =222 — g doncil existen, > 0tq, pour 1 -7y < x < 1, a,x"|<e|ln(1-x
A -0 M >0tq, p Mo |n§0 n |In(1 - x)|

Prenonsn =m,.Alorspour 1 -n<x<1:

+00 N +00 (’H N +o0
Y a,x"|< ‘ Y a,x" +‘ Y a,x"| 'S ‘ Y ax"| + Y |a,|x"
n=0 n=0 n=N+1 n=0 n=N+1
too ] (2 +oo
<e|ln(1-x)| +& Y —x" Ze|lln(1-x)| +e ) —x"=2¢]|In(1-x)]
n=N+11 n=1 1

¢ (1) Inégalité triangulaire « infinie » car la série converge absolument pour x < 1. On utilise aussi x = 0

*(2) Onrajoute des termes positifs a la somme de la série.
Remarque : Le lecteur vérifiera que 'on peut généraliser a, = o(b,) etR =1 = Y% a,x" = 01[ > bnx"] en
reprenant la démonstration et en ajoutant les hypotheéses b, = 0 (sert 2 fois dans la démo) et la série entiere }_ b, x" de

rayon 1 diverge en x = 1 (ou1 cela sert-il?)

%) Le déduire vient de f(x) ~, g(x) ssi f(x) — g(x) = 0,(g(x)). Ici a,, = Vn?+1 ~ n, soit a,, — n = o(n). En fait, ici

a, = O(%) On utilise la remarque avec b, = n. On a bien b, = 0 et la série }_ nx" de rayon 1 diverge en x = 1. Par suite :

+00 1

+00 n +00 n +00 n +00 s ny ' X
f(x)—ngonx :OI(nX::Onx ) gonx :an::o(x ) :x(ngox ) :x(m) :—(1—x)2

X

On a utilisé la dérivabilité terme a terme sur | —1,1[ d’une série de rayon 1.| f(x) S O—xp
=1(1-x

14



CCP PSI 2018 (série entiére génératrice exponentielle)

Ex27% Soit ) a,, une série absolument convergente.

a
1) Calculez le rayon de convergence de | —-x".
n!

+00
2) Montrez l'existence de I,, = f t"e~"dr pour n € N* etla calculer.
0

. . a +00 . +00
%) Quand elle existe, on note f la somme de la série ) _ —"‘x” ; montrez que f f(#)e " dt existeetvaut ) a,.
n: 0 n=0

n
1) Comme Y a, converge, la suite a, — 0 et est bornée par M, par suite I'inégalité |22x"| < M % 5ointe au critere
n n n! n

de majoration d’'une série positive par la série exponentielle convergente (en |x|) améne I'absolue convergence donc la

convergence de ). %x” pour tout x, soit R = +oo.

2) Les éleves « ambitieux » auront, j’'espere, reconnu la fonction I'(x) = f0+°° t*Le~! dr. Lexistence résulte de 'absolue
convergence car :
 fu:t — t"e™! continue sur [0,+oo.

e f, intégrable en +oo par le critere tf(¢t) : lim, . t2f,(£) =0

. - - - N —] oo oo a1 -
Uneippavecu=t"v' =e ' u' =nt"'vv=-e ’amenelnz[—t"e I]O +nf t" e tdt =0+nl,_, =| nl,_,
0

Lipp en +oo est licite car le 2° membre existe, on a reconnu J,,_;. Une récurrence immédiate amene alors I,, = n!l = n!

%) Qlaétablisque f(x) = Jio %x" est définie sur R. Je rappelle que le 1°* théoréeme d’intégration, terme a terme (vous
devriez sentir qu'on val ’aprgl(i]qu;er) donne, en particulier, 'intégrabilité de la fonction-somme d’une série. On I'utilise
ici et vérifie donc ses hypothéses. Comme f(r)e™" = Jio % thet:
" 'gn(t)
* Les g, sont continues par morceaux et intégrables sur [O, +oo[ Q2.

e Lasériedefonctions Y, g, converge simplementsur [0, +oo [ (c’estle développement en série entiere de f(#)e™"!)

et sa somme est continue par morceaux sur [0, +oo .

|a

+00 a
e La série numérique Y, f[ [ |g,| converge : f —':||t|"e‘tdt = @n! = |a,|, la convergence de ¥ |a,,| est
o n! n!

0,+00

I'hypothese de début de I'énoncé.

+00 . +oo 100 Ay (}) +00  pioo Ay o +00 a, [+~ , _, +00 a, +00
f f(r)e tdt = Y —yttettdr = ) —t'e dt:Z—'f t"eT'dt =) —nl'=} a,
0 0 n=0 1 n=0J0 n: n=0 1 Jo n=0 1 n=0

* (1) Cestle théoreme d’intégration terme a terme justifié plus haut.

Ex 24 Soit (a,,) une suite complexe telle que la série entiére de la var. complexe Y a, z" aitunrc. R > 0.
+00
a
1) Montrez que le rayon de convergence de F(z) = ) —"' z" est +00
n=o !

+ +00
2) % Montrez Intégrale définie pour tout z € C tel que |z| <R etf * e ' F(zt)dt = ) a,z"
0

n=0

1) Soit z € C quelconque. Prenons r < R. On écrit, astuce utile déja vue en cours :

n!

n

Z
r

a

n!

n

=M

=la,r
‘" n!
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Lasérie ) a,r" est convergente puisque r < R, par conséquent la suite a,, 7" converge vers 0 et est donc bornée (par M).
| n

Ensuite, la série de terme général converge absolument puisque c’est le terme de la série exponentielle de rayon

n!
+00. Des criteres de majoration des séries numériques, il résulte que pour tout z complexe, la série Y. %z" converge

absolument donc converge, d'ou R = +co.

2) Lafonction g :t — e "F(zt) est continue sur R, d’apres les théorémes généraux sur les séries entieres, puisque son
+00
. . . . 2 a
rayon est infini, et ceci quelle que soit la valeur de z complexe fixé. Ona g(t) = )_ —"' e~ itz
n=0 %

Fal2)

* Y f, estune série de fonctions continues et intégrables sur [0, +oo [, car clairement f, () = o +oo(ti2).

e Lasériedefonctions ) f,, converge simplement sur [ 0,400 [ vers sasomme g (¢) qui estbien continue sur [ 0, +o0 [ ,

comme remarqué plus haut.

¢ La série numérique est convergente car, par hypothese |z| <R :
q n g par hyp
R+

+00 a
f ‘_ne—ttnzn
0 n!

11 se déduit du théoreme d’intégration terme a terme que g est intégrable sur [O, +00 [ etque:

a,||z|" [+ a,llz|"
dt:l nllZl f e—ttndtzmr(n+1)=|an||z|”
n! 0 n!

n

+oo +oo 0O +00  rioo t0 g 7z rtoo t© g 7z +00
f e 'F(zt)dt = > fu(t)de =) fu(t)dr =Y "Tf elt"dr =Y P T(n+1)= )Y a,z"
0 0 n=0 n=0J0 0

n=0 ! n=0 n! n=0

Remarque : Si on ne reconnait pas la fonction I', on peut toujours calculer cette intégrale. Une simple ipp, accessible a
tous, que je ne détaille pas ici amenerait [;*° e 't" dt =0+n [, e”'t" "' dr.etensuite [ e " t" dr = n! [(*® e~ dt =

nl.

Ex 26 ¥ Soit Y a, z" une série entiere de rayon R > 0 telle que la série numérique Y a, R" converge. Etablir que
la fonction-somme f(x) est continue en R. On prendra R = 1 et utilisera, aprées 'avoir démontré,
+00
Vx€e[0,R[ f(x)=S—-) R,(x"-x""). (Transformation d’Abel?)
n=0

ou S, R, désignent la somme et le reste d’'ordre n associés a )_ a,,. Montrez que la réciproque est fausse.

La transformation d’Abel? a déja été vue lors des séries numériques. On I'appelle aussi ipp discrete. Rappelons qu'elle
consiste a partir de }_ u,,v,, utiliser la somme partielle S,, = ¥ _, u; (ot R, comme ici), donc partir de }.(S, - S,_1)v,

etarrivera ) S, (v, — v,,41)-

(1)

e

+00 +00 +00 +00 +00 +00 +00
fxX)=Y a,x" = Y (R,_y—R)x"= Y R,_;x"— Y R,x"= Y R,x"""'= Y R,x"=-3 R,(x"-x"")+8
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0 n=0

n=-1
* (1) Puisque R =1 et que par hypothése la série entiére converge pour x = R = 1, la série }_a,, converge. On
rappelle alors que R, = Y.7%° ., a; et que par conséquent, pour n = 1,4, = R,_, —R,,. Pour n = 0, on convient que

R, =8=Y,% a, pour que la formule marche.

2. Niels Henrik Abel : norvégien (1802-1829). Travaux sur équations aIl%ébriques, fonctions elliptiques et intégrales.



On doit démontrer f continue en 1; or f(1) = S! On va utiliser les « epsilon ». Il faut donc majorer |f(x) — S| pour x assez

proche de 1. Prenons donc € > 0. On écrit :

f(x)—f(l)‘ < ‘ ]Xilan(x"—x"“)| +‘ Jio Rn(x"—x”+1)| < ‘ ﬁ R,,(x"—x"“)‘ + Jio IR, | |x" - x"*

n=N+1 n=1 n=N+1

Comme x — 1, on peut considérer 0 < x < 1, par conséquent x"*! < x", puis |x" — x"*!| = x" — x"*!. D’autre part,
R,, — 0, il existe donc N, tel que pour n = N, |R,| < €/2. fixons donc N = N,. On peut alors écrire, par télescopage,

pour0<sx<1:
+00 +00 £ £ +00 £

£

Z |Rn||xn_xn+1|< Z (x n+l):_ Z xn_xn+1:_xN+IS_

k=N+1 . AY 2 2N+ 2 2
D’autre part, ce N étant fixé, ¥ N_ R, (x" — x"*') est une fonction polynomiale, donc continue en 1, sa valeur en 1 est 0,
puisque n,n+1 = 1 (Attention! x" = 1 si n vaut 0), par conséquent, pour x assez proche de 1 (pour étre précis, 3n > 0 tel

que sur ]1-n, 1[), on ait cette quantité inférieure a 5. Finalement on a bien démontré, pour 1-n < x < 1,|f(x)-f(1)| <e.

Ex27
+00 xn
nz::o (n+2)!
xn
Par le critere d’Alembert (laissé au lecteur), on a immédiatement que le rayon de la série ) | m est R = +oo puis::
n !
x" 1 o x"+2 1t x" e*—1-x
VxeR, z— y & - _—yi .o 7%
o (n+2) x2 o (n+2) x2 /= n! x?
+00 x2n+l
n=1 n(n + 1)
2n+1

Par le critere d’Alembert (laissé au lecteur), on aimmédiatement que le rayon de la série ) | est R = 1. Aprés une

n(n+1)

décomposition en éléments simples :

+00 x2n+1 +00 1 +00 2n+1 +00 x2n—1 +00 2)n 1 +00 (xZ)n
v 1,1 2n+1 _
xE] [ nz'ln(n"'l) nz=:1x (n ”"'1) ng' ng'z n Z=: Xp=2 N

=| —xIn(1-x?)- %(—ln(l - x?) _xz)

t© n+5x"
n=o n+3 n!

17



n

n+5x
Par le critere d’Alembert (laissé au lecteur), on a immédiatement que le rayon de la série ) — 3l est R = +oo puis :
n n!
+00 n+5x +00 x +00 n n
> Z— —=e +22(n+2)(n+1)
n0n+3 I’l' n:On n= n! n=0 ( 3)'
+00 n +00 xn +00 n +00 n
= n+3)(n+2)-2(n+3 +2—=ex+2 — =4 —+4 —_—
n; (( Jnr2)=2(n+3) )( +3)! nzo (n+1)! nz=:0 (n+2)! r;O (n+3)!
+Z°,’° x"+! 4Ji°x 4%" x" 2+°°x 4+°°x"+4+°°x"
= (n+1)! T x2 = (n+2)! x3 =0 (n+3)' x2 /= n! x3 /=% n!

2 4 4 1
= e"+;(ex—l)—;(ex—l—x)+ﬁ(ex—l—x—5x2)

(1) Onadécomposé le polynome (n +2)(n+1) = n* +3n +2 dans la base (1,n +3,(n +3)(n + 2)). A cette fin,

onaposé n’+3n+2=a(n+3)(n+2)+p(n+3)+y etonatrouvé par résolution d’un petit systeme (je ne mets

paslesdétailsici)a =1, f=-2,y=2

+00
Y cos(nf)x”"
n=0

Pour la série entiére Y cos(n6)x", on ne peut appliquer la regle de d’Alembert. On remarque que | cos(n6)x"| < |x|",
série géométrique convergente pour |x| < 1. Par conséquent R = 1. Ensuite, pour x = 1, la série }_, cos(n6) diverge
grossiérement, car on a jamais cos(n6) — 0 (je ne le reprouve pas ici, il y a une démo plus haut), par conséquent R < 1.

Finalement R = 1. Ensuite, on écrit pour le calcul :

+00 +00 . (1) +oo (2) +00
vxe|-1,1], ZO cos(nb)x" = ZO R(e)x" = ZO R(e0x") = 8‘?( > (e’ex)")
n= n= n=

n=0
®) ( 1 ) g 1-cos(0)x +isin(0)x | 1—xcosf
~ T \1-efx) | (1-cos(0)x)?+sin20x2) | 1+ x2—2xcosh

*(1) Le x" peut « rentrer » dans la partie réelle car il est réel.

*(2) Pour une série complexe convergente, la partie réelle de la somme est égale a la somme de lla partie réelle.

*(3) Lasérie géométrique complexe converge car |e%x| = |x| < 1

CCP PSI 2013-2011 (série entiere a terme a récurrence linéaire)

Ex28 Soit (u,) définie par uy =0,u; =1 etV eN, U, , = Uy + U,.
1) Exprimez u,, en fonction de n.

2) Déterminez le rayon de convergence et la somme de la série entiére de terme général u,,z".

1+5

1) Léquation caractéristique associée a la récurrence linéaire est X? — X — 1 dont les deux racines sont = Lensemble
des suites réelles vérifiant cette récurrence linéaire d’ordre 2 est alors un R-espace vectoriel de dimension 2, sous espace
n n
s 1 5 1-v/5
vectoriel de RN, dont une base est ((+T\[) , (T\[) )

1—\/3)"+ﬁ(1+2\/§ "

5 ) par les deux termes initiaux :

On détermine u,, = a (

0 a+p a =

(577 T

SI-&IL

—
|

2
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2) Jerappelle que la série géométrique }_ z" converge ssi |z| < 1 et a pour rayon de convergence R = 1. On en déduit im-

médiatement que la série géométrique ). (g)" a pour rayon de convergence R = |a| (attention au module : elle converge

ssi|£| <1 < |z| < |al). Revenons al'exo, la série entiére s'écrit
L[ +°°(1+ﬁ)"xn
V5 a0\ 2 2

La premiere série géométrique a pour rayon de convergence R, \f et la deuxieme R, = 1+2\/§‘ Comme R, # R,, le

n=0

théoréeme de somme de séries entieéres nous dit| R =inf(R,,R,) =

2
1+/5

On calcule la somme en utilisant la récurrence sur la suite : pour tout x € | =R,R[,

+00 +00
S(x) = Z Upx" = Uy + Uy x + Z (un_1+un_2)x =Ug+ U X+ Y Uy X"+ Z Uy x"
n=2 n=2
+00 +00
SUg+ U x+x Y Uy X" X Z Uy X" 2—u0+u1x+x( Z U, x"1 - 0)+x2 Y up_px"?
n=2 n=2 n=1 n=2
= Uy + u1x+x(8(x) - uo) +x28(x)
. . Uy + Uy X — UgX X
Il vient alors (1 -x- xz)S(x) = Uy + Uy X — Uyx, puis S(x) = —~—— 20 =
1-x—x 1-x—x?
Remarques
) 1 1 1 1+ .
e Comme 1-x - x? = x? — ——-—1]etquede|x|<R=—— 1lv1ent— > , le rapport est bien défini.
x? x 1_,.\/_ 2

e Onnote que pour calculer la somme, on ne s’est pas (volontairement) servi du calcul de u,,. En fait, il est méme une
question classique qui est de déduire le calcul de u,, du calcul de S(x) en utilisant une décomposition en éléments

(1+Z\/5)‘1 ) —1+£\/§’

simples puis un développement en série entiére usuel. On remarque en plus ici que

2
pour € € {—1,1}:

11 11
x 2y5 2 2y5 2
S(x) = VR
l-x-x 1++/5 -5
X+——  x+
2 2

(L1 1) ntt 1 1) (D"t
_( 5 )g’ 1+\/_)n+1+( )no(l_\/g)n+l

2 2

Af—\

s B

2 2
S YT s

0 1 (1-+v/5\" -1[{1+5)" +o0

Vous voyez? On a trouvé I'expression de u,,, sans résoudre la récurrence, en développant ensérie entiere S(x).
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Ex29 On se donne une série entiere }_ a,x" telle que as, =0 as;,.; = 22p+1 as,.> =37 (p € N) Donnez le rayon de

convergence et calculez la somme de la série.

La série entiere s’écrit comme somme de 2 séries entiere :

Y 0xPP 4 Y 22PN 3PPt =0 Y (223 + 1% Y (3x3)
p=0 p=0 g=0 p=0 p=0

Chaque série entiére étant une série géométrique, il est inutile d’appliquer la regle de d’Alembert. La premiére converge

ssi [4x%| <1 < |x| < <=, soit R; = == et pour la deuxiéme, R, = -=. Par théoréme de sommation de séries entiéres,

Yz Va V3
comme R; # R,, le rayon de la série entiere est R = inf(R;,R,) = éi' Pour calculer la somme, on utilise aussi, la somme

d’une série géométrique :

+00 2 3\ 2+oo 3y 2x x2
(x) xpgb( BP+x pX::o( x%) T T3

Ensea PSI 2023 | CCP PSI 2016 (calcul de somme)

Ex?%1 Rayon de convergence et somme de la série entiere de terme général (n? + n +1)x".

On applique le critere d’Alembert pour les séries, en posant u,, = (n® + n+1)x" :

u n+1P2+(n+1)+1 n? .
‘ n+1‘:|x|( ) ( ) Nx_u)

X
n+n+1 | |n2 Il

un
* Si|x| <1,lasérie ) u, converge, donc R = 1.
e Si|x|>1,lasérie ) u, diverge, doncR < 1.
Finalement R = 1.
Pour la somme, vous avez souvent I'idée de couper en 3 (avez-vous une raison vraiment réfléchie?), ce qui n'est pas une
trés bonne idée, le Y15 n®x” étant « embétant ». Néanmoins, le calcul de ¥ 1% nx" se fait rapidement (voir en bas) :
Pour n?, la seule facon d’y arriver et de ramener a la dérivée seconde en écrivant n® = n(n — 1) + n et en re-coupant en
2, donc encore 2 calculs de somme et on risque de ne pas finir dans le temps imparti. Le n(n — 1) provient de (x")" =
n(n—1)x""2. En fait il est plus rapide d’écrire le polyndme initial (le 72 + n + 1 mais I'énoncé pourrait prendre n'importe

lequel autre) dans la base (n(n —1),n,1) (base car 3 degrés distincts en dimension 3 de R,[X])

1 = a a = 1
n+n+l=an(n-1)+pn+yl =< 1 = —a+pf =4 p = 2
1 = Y y = 1
On a identifié chaque terme de degré différent. On termine proprement pourx € | — 1,1
+00 +00 (1) +oo oo +oo
Y (RP+n+1)x"=) (n(n-D+2n+1)x" = Y n(n-1)x"+2 ) nx"+ ) x"
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0
+00 +00 +00 +00 +00 +00
=x* Y n(n-Dx"?+2x Y nx" '+ Y x"=x*Y (x")"+2x Y (&™) + ) x"
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0 n=0
@) @ , 2 1 1 x*+1

1

\<) 1 \» 1 1
R T I T Il e IR o e rers S pl s

¢ (1) Cestplutotla ot il est astucieux de couper en 3
*(2) Onapplique la dérivation terme a terme, possible sur | —R,R[.Ici, R=1etx€ | —1,1[.Ok.
*(3) On peutsavoir que la dérivée n-ieme de —1— est #
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Mines-Ponts PSI 2014 (calcul de somme) %

+00 /4
Ex%7% On considere la fonction f: x — ) ( tan” tdf)x".
n=0 J0
1) Déterminer I'ensemble de définition de f.

2) Exprimer f al'aide de fonctions usuelles.

1) On calcule d’abord le rayon. Par la croissance de tangente sur [0, % |, de | /4 tan™ (¢) dt| < fO”/4 1" dt, on tire R =

R(Z ;—'x") = 1. Réciproquement, on considere le cas x = 1. On pose a,, = ”/4

tan” ¢ df. On a immédiatement, par le
théoreme de Lebesgue, a, — 0 ( on domine par la constante 1), donc « rien de ce c6té-la » ... Par contre la série Y. a,,
diverge. Montrons-le. Une premiére idée, apres avoir remarqué que tan est convexe sur [0, %] , parce que (tanx)" =
(1+tan®x)’ = 2tanx(1 + tan? x) = 0, de minorer par la tangente en 0, qui est y = x (le terme ax + b du dl en 0, cours de

Sup) :

”/4 7'[/4 l.n+l 4 T 4 n+1
f tan” ¢ dt zf " dt = [—]”/ _ @A
0 0 n+1lo n+1

Malheureusement, cette derniére série converge, ce n'est pas tout-a-fait une série géométrique, on utilise la regle de

d’Alembert (je ne mets pas les détails ici). on a quand méme R < %

Une autre idée, plus délicate a trouver tout seul, en ayant bien noté que 1 +tan” ¢t = (tant)’ est:

m/4 /4 tan™*! £ 17/4 1
_ +2 - - -
an+2+an—f0 (tan” t+tan"t)dt—f0 tan"td(tant)—[ e ]0 =

On remarque aussi la décroissance de a,, car la suite-intégrande tan” t décroit pour tout t, car 0 < tant < 1, puis :

1

12 >1( + )
" n= g TNtz 2(n+1)

2

On en déduit donc, d’apres le cours | —1,1[ < Deff < [ —1,1]. Le cas x = 1 étant déja traité reste le cas x = —1, soit la
série Y.(-1)"a, avec a,, = 0. Elle est alternée. On commence par « essayer le CSSA », notamment la décroissance (a,, — 0

n+l

adéja été vu). On aimmédiatement la décroissance par croissance de I'intégrale et tan”*" ¢ < tan” ¢, pour tout t € [ 0% ]

car |tant| <1 par le « choix » de laborne Z) Conclusion : Deff = | —=1,1]

2) Méthode 1:

+00  rr/4 +00  rx/ (1) pr/a +oo (2) /4 1
vxe|-1,1[, Zf tan" tdr x" = ) x”tan"tdt —f Zx tan" tdr = f —_—
n=0 Jo0 —o0 Jo f(t) o l—xtant

¢ (1) Théoreme d’intégration terme a terme :

e Les f;, sont continues par morceaux et intégrables sur [0, T | : continuité sur un segment .

e La série de fonctions ¥, f;, converge simplement sur |0, T | : série géométrique convergente car |xtant| <
|x| <1 caronaprisxe | —1,1[ etsasomme est continue par morceaux sur [0,% | .

* Lasérie numérique Y, /| [02] | fn| converge : fo m tan” t|x|" dr < %|x|”, série géométrique convergente

*(2) Lasomme de la série géométrique est valide car |xtant| < |x| < 1 car on a pris x € ] -1,1 [

Remarques

* Lintégrale peut étre calculée par le changement de variables u = tan ¢. Mais on peut aussi voir sa valeur par la 2°

méthode.

* Sivous avez été attentifs, on n'a pas calculé la somme pour x = —1. En effet, trois fois dans la démo, on se sert de

|x| < 1. 11y a plusieurs possibilités, voir plus bas.
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Méthode 2 (par la récurrence) :
1) T+3 xln2

+oo +00 +00 1)
2 (st 03" = T @+ ()= 13 2 a4 1(06) = S5(700) =y = agx) +£x) =

n=0

Lo 1 1
“r Lt Ty (Fnamx)
n=

/4 m/4 sint 1
*(1) Oncalculea(,:f l1de =2 alzf - dt:[—ln|cost|]n/4=—l —=—ln2
0 4 o cost 0 2 2
Par cette double égalité, on en tire
1+x Tt3 lxin2 1 Z 4 1lxln2-xIn(1-x)
flx )——:;(—mu—x)) = | f=tt—

La encore, on a calculé seulement pour |x| < 1 (DSE de —In(1 — x))

Pour calculer la somme en x = —1, cad f(—1), plusieurs méthodes :

e Sionserappellele résultat que j'ai donné en cours, mais qui n’est pas au programme, sila série entiére converge en
R (ou —R) elle y est nécessairement continue. Par suite, on obtient la valeur en passant a la limite dans les formules
lorsque x — —1.

* Pour une raison similaire d’ailleurs, le DSE —In(1 - x) = Y% £ 7 est valable aussi en -1. La méthode 2 le donne
donc en acceptant cette égalité dans la démonstration.

* On reprend la démo de la méthode 1. On ne peut appliquer le 1°* théoréme d’intégration terme a terme (ni le
2¢ d’ailleurs), alors on applique le théoréeme de convergence dominée de Lebesgue a la suite de fonctions S,,(x).

Retenez-le, cela peut servir dans d’autres exos :

t00 e/ /4 (L) x/4a N
> Ytan” rdr x" = Jim Z tan” tdr x" = lim ) tan™rx" dt
o N—+o0 ;=0Jo N—+00Jo n=0
Sn(?)
(_2_) /4 T[4 FOO /4 1
= lim Ztan tx"dr = Y tan"rx" dt—f —_—
0 N=toonZp 0 n=0 o l-xtant

*(1) On peutintervertir )’ et [, c’'est une somme finie.

*(2) Onappliquele théoreme de convergence dominée de Lebesgue a la suite de fonctions (S,,) sur [0, il

¢ Etude de la convergence simple de la suite de fonctions (S,) sur |0, Il:

n—+oo

+o00o 1
Y tan*tx¥ = ———— carici|tantx| < |tant| < 1
k=0 l-xtant

(vous voyez la différence au niveau des variables avec plus haut et I'idée d’ouvrir en 7

Pourtout -1<x <1, S,(t)

* Hypothése de Domination sur [0,%] :

=¢(1)

:‘1—(xtant)”“‘< 2

T
Vie [0,=[, VneN, <
4 l-xtant

l—-xtant

La majoration utilise : |x|tan < 1. ¢ est intégrable sur [0, 71 :Elle est continue sur le segment [0, T ]

car le dénominateur ne s’y annule pas! (méme en x = —1)
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+00

Ex76 Soit A € .#,,(R) vérifiant A*> = —A. Convergence et somme de Y tr(A")x"?
n=0
Siy,..., A, sontles valeurs propres complexes de A, on sait trA = Y7 A;. Cette formule « s'étend » : tr (A¥) = ¥, AF.

Cette formule n'est pas stricto-sensu du cours mais les éleves « ambitieux » devraient la retenir. On la démontre par
trigonalisation. En effet, dans C, on peut écrire M = PTP™! avec T triangulaire et les valeurs propres sur la diagonale.
Par suite A¥ = PT¥P~! et le cours nous apprend alors que sur la diagonale de T, il y a les coefficients diagonaux 2 la

puissance k, soit les Af d’ou1 le résultat.

Revenons a notre exo. Par hypothése le polynome X +X = X (X +i)(X —i) estannulateur de A. Ce polynome étant scindé
a racines simples dans C, il vient A diagonalisable sur C(résultat pas vraiment nécessaire ici) puis SpcA < {0, i,—i } On
rappelle que la matrice A étant réelle, les valeurs propres complexes conjuquées i et —i sont valeurs propres avec la
méme multiplicité que 'on note p (p = 0 si i n’est pas valeur propre, mais alors 0 est la seule valeur propre, et comme A
diagonalisable , A = 0). Par soustraction, la multiplicité de 0 estdoncde m —p — p = m —2p.

Il vient alors tr(A") = (m—2p) x 0"+ p x i" + p x (—i)" = p(1+(—1)")i" etla série entiere est :

+00 oo oo too

pY (1+(-1)Mi"z"=2p Y i"z"=2p ) i#mz*"=2p Y (-z*)"
n=0 =0 m=0 m=0

n pair

On reconnait une série géométrique donc le rayon est encore 1 : (cvge ssi | —z%| <1 <= |z| < 1) etle calcul estimmédiat :

too 2 rgA
Y tr(AM)z" = P _ 18
=0 1+2z2 1422

La par contre, on s’est servi de diagonalisable : E(0) @ E(i) @ E(—i) = C" amene, par passagfe aux dimensions, n —

dimE(0) = rg(A) =dimE (i) + dimE(-i) = 2p.

Remarques
1
¢ Enraisonnant sur C, on peut démontrer plus généralement que }_ tr (A”)z" aun rayon de convergence égal a @)
o)
m
ou p(A) = max |A| est appelé rayon spectral de A et la somme vaut ) -1
i=1 i?

noo1 P'(X
* En se rappelant la propriété fort utile que ) = P((X))
—a;

o L 10/2)
¥ e = B

apres avoir posé P(X) =[1;(X — a;), il vient dans le

cas général, pour |z| < ——

(A)

CCP PC 2012-2011-2010 (Série génératrice exponentielle des dérangements)

Ex%7 Soit (d,,) ,»¢ définie par d, =1, dl =0etVneN, d,,, =(n+1)(d,,, +d,).
1) Calculer d, et d;. Montrer que Vn =2, = < d, <
2) Trouver le rayon R de la série entiere de terme général %x". Six €] -R,R[,onpose S(x) =Y 1% ‘fl, x".
%) Montrer que Vx €] — R, R[, (1 -x)S'(x) = xS(x).

4) En déduire une expression de S. Exprimer d,, en fonction de 7.

1) d,=1x(dy+dy)=1etd; =2(d, + d;) =2. Les 2 inégalités se démontrent par récurrence sur n = 2 :
e P(2):2<dy=1<20 P2(3):3=2<d;=2<6=3!
 Supposons les inégalités vraies jusqu’a n + 1 pour n = 2 (donc vraie pour 3!)

(n+2)! (n+1)

3 —( +D)nl(n+1+1) = (n+1)(

32) <d,,, <(n+1)((n+1)!+n!)=(n+)nl(n+1+1) = (n+2)!



Attention! a bien initialiser avec les 2 premiéres valeurs, vue la récurrence double.

1 _dy o 1 il
§Sﬁs ,1lsu1t1=R(Z§xn)2R(Z_xn)

2) Comme Q1 a établi '
n!

=R(Y1x") = 1doncR =1

%) On utilise la récurrence qu'on « injecte » dans la fonction-somme :

+00 d +00 d +00 d +00 d +d
Vie | -L1[,S(x)= Y Zx"=dy+dix+ Y Lx"=1+) —E_xnt2oq4 Y A _Nyeni
o n! izh nl =0 (n+2)! o (n+2) n!
+00o dn+1 +00 dn na2

=1+ )

n+2 Z
a0 (n+2)n! a0 (n+2)n!
xn+2
La présence de
n+2

donne I'idée de dériver

o d oo g to g | +o0
= S(x)= ) x4 ) —x"Jrl =x ) =x"+x ) —x"
1 1
n=0 n: n=0 n! n=0 I n=0 1
(1 1Y & dpn !
- el 1) 4 x(x) = el ns)' g
X Eo((nJrl)!x ) xS(x) x(ngb (n+1)!x ) xS(x)

=x (S(x) - do)’ +x8(x) =xS"(x) +xS(x)

Toutes les dérivées terme a terme se justifient par le rayon 1 de toutes ces séries entieres et le fait que x € ] -1,1 [ .

4) Léquation différentielle s'integre immédiatement sur | —oo,1[, doncsur | —=1,1[ en:

—-X

S(x)=Cexp(f%dx) =Cexp(f(—1+ﬁ)dx) =Cexp(—x—ln|1—x|) =C e

-X
La valeur en 0 ameéne S(0) = d, = 1 = C. Pour trouver d,,, il faut développer en Série S(x) a 'aide des fonctions usuelles.

On se rappelle qu'un produit des Sommes s'obtient par Produit de Cauchy des séries

1 +00 o0 (1)1 +00 n 1)k d
S(x) = e =) 1x"x (=1) x"=) c,x"avecc Z _L = ) ==
1-x n=0 a, n=0 n! n=0 k=0 ap_j « , n!
by, hk
2 . (_l)k P . -1 . . VRN
On en déduitd, = n! ) — Cette formule permet de donner un équivalent d,, ~ e n! (je vous laisse y réfléchir)
k=0
Ex%9 On pose f(x) = Z (Z aa,_ k) " aveca, = U
2n+1
1) Calculez f(x) pour |x| < 1
+00 n
2) *Montrez la convergence et calculer Y (Z ka,,_k)
n=0 k=0
+00 n
1) Lafonction f(x) = )_ ( Y ag an_k)x" estlasomme de la série-entiére produit de Cauchy?®de ) a, x" par elle-méme.
n=0 k=0

SiR, estlerayon de convergence de cette série entiére, on sait que la série-entiére produit de Cauchy f aunrayonR = R,

+00 2
donc est définie sur au moins | =R, R, [ et f(x) = ( Y anx”) )
n=0

En revenant a cette exercice, la série entiere Z

2n +1 “x" aun rayon de convergence R, = 1 (je ne le démontre pas ici :

3. Augustin-Louis Cauchy : francais (1789-1857). Oeuvre considérable de 700 mémoires. A l'origine de 'Analyse moderne par rigorisation des

limites et de la continuité. Travaux en théorie des fonctions d'une variable réelle et complexe, en théorie des groupes.
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immédiat par d’Alembert"). Calculons sa somme, en séparant =0 et <0:

too (—1)" 1t (-1)" arctan y/x
Yo<x<l1, (=1 =) (=1 VT =22V (car |V < 1)
o 2n+1 \/}n:02n+1 \/}
+oo (_1)" +oo (_1)" 1 *oo /oyl
V-1<x<0, CU" n ) (-1D)*(=x)" = )y
n—o 2n+1 i 2n+1 V-Xxn=0 2n+l

Calculons a part cette derniére somme de série entiére (via X = \/—x que je vais noter finalement x pour le calcul inter-

médiaire car cest plus « pratique ») par dérivation. On peut dériver terme a terme sur | —1,1[ , puisqu’elle est de rayon

R=1:
+00 x2n+l ! +00 x2n+l ! +00 1
Vix|<1,| ) ——| = ) =) x*"= 5
n—o 2n+1 o 2n+1 =0 1-x
too x2ntl xdr x1/2  1/2 1+x
3 ~o= = [ /2, U dt_[ In |1+t|——1n|1—t|] n(—)
so2n+1 o 1-t2 Jo 1+t 1-t 1-x
On remplace par /—x et finalement :
arctan® /x
—\/_ si0<x<1
x
f(x) = 1 Six = 0
1 1++/—x 1 1++/—x
( ) =— In*[——| si-1<x<0
2/ - —\/- —4x 1-+/—x
2) Pour prouver la limite nulle, il fallait d'abord « décomposer » 1a fraction :
n no(_1 k -1 n—k n 1 1 _1)n n 1 n
— Z ak Z ( ) ( ) (_1)n Z 2n+2 + 2n+2 — ( ) Z Z
i=o i—o 2k+12n-2k+1 i—o2k+1 2n-2k+1 2n+2\{z2k+1 = 2n- 2k+1

1l faut ensuite remarquer que ce sont les mémes sommes! (mais en ordre inverse, I'idée générale est que n — k est dans
(-1)"2 i 1
2(n+1) o 2k+1°

l'ordre inverse de k). Finalement c,, =

Ensuite, ca se complique : il faut se rappeler H, = ¥.}!_, % ~ Inn qui est a connaitre pour les éléves « ambitieux » mais

pas stricto sensu au programme (démo par comparaison série-intégrale). Ensuite on écrit :

n 1 2n+11 n 1 1 1
= - — — =H. ——-H,=In(2n+1)+o(In2n+1))—=(Inn+o(lnn))~Inn
YT &k X3 Hewn gt =In@ne D+ o(in2n+ 1) - 5 (inn))
. (-1)"Inn
Par suite ¢, ~ ——— —0
2n

Passons a la décroissance de c,, qui n'a rien d’évident!

n 1ol 1 1 V& 1 1
lenl =lenal =3 Z2k+1 n+2,§02k+1:(n+1_n+2)gozkﬂ (n+2)(2n+3)
1 noo n+l 1 noo] n+1
:(n+1)(n+2)(,§02k+1_2n+3)>(n+1)(n+2)(z(,2n+1 2n+3
_ 1 n+1 n+1
_(n+1)(n+2)(2n+1_2n+3)

=0

1. Jean le Rond D’Alembert : mathématicien philosophe francais (1717-1783).
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On a démontré Vx € [0, 1 [ , S(x) = (M)Z et on a montré l'existence de S(1). Reste a démontrer lim, S(x) = S(1),

N

cad la continuité de S en 1. On sait qu'on a la continuité, par théoréme, mais sur [0, 1 [ .11 faut utiliser le théoreme de

continuité des séries de fonctions sur [0,1] :
e Les fonctions x — ¢,x" sont clairement continues sur [0,1] .

* On a convergence uniforme de la série de fonctions ¥ ¢,x” sur [0,1] par application du CSSA. En effet, comme
x™ décroit aussi pour 0 < x < 1, |¢,x"| décroit vers 0 et la série est alternée (car x positif!). Il en résulte le résultat

sur le reste :

Vxe[0,1], Rn(x)‘ <|cp1 x| = sup ‘Rn(x)| < sup [cu X" =|cpaq| — 0
x€[0,1] x€[0,1]
On termine
T ~ o . arctan(y/x)\2 _ 7®
nZ:’O Cp = 2z kzoﬂk“n—k—5(1)—}@15(36)—}613( NG ) =16
Ex41

[ f(x)=sin®x ]

Ici, I'idée est de linéariser. Je rappelle comment on linéarise :

e —emix\3 1 . - . 1(e¥—e3) 1[ef-e' 1 1
sinx = | —————| = —(e** -3 +3e - )= —— | —— |+ - —— | = —==sin(3x) + = sin(x)
2i 8i 4 2 4 2i 4 4

Grace au développement en série entiére de sin, on obtient un DSE sur tout | —oco, +oo :

1 +00 (3x)2n+1 1 +00 x2n+1 +00 1_32n+1

Vxe]-oo, +oo[,sin*x=-= ) ————+- Yy —— = _—=
4= C2Cn+1) 4= 2n+1)! =0 4(2n+1)!

2n+1

[ f(x) =In(x* - 8x +15) ]

Méthode 1 (par dérivation) : Remarquons d’abord que les racines de x> — 8x + 15 sont 5 et 3 par conséquent f est
définie et dérivable sur | —00,3[ U |5, +00] . Le DSE ne pourra donc étre vrai que au plus sur | —3,3[ . Ensuite, apres
une décomposition en éléments simples :

2x—8 1 1 1 1 1 1 1t x\yn 1 10 x\n t, ] -1
fl(x): = + = —— —_ - = —— Z (—) _ - Z (—) = Z( + )xn
x2-8x+15 x-3 x-5 31-3 51-% 3/ 7=\3 5= \5 o \3ntl - pntl

Le développement DSE de ces 2 séries géométriques ont lieu, le premier sur ]-3,3[ et le deuxiéme sur ]-5,5[, par consé-

quent, I’égalité globale ne peuit avoir lieu que sur |-3,3[. Sans oublier la constante d’intégration qui est f(0) = In(15), on
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trouve immédiatement le DSE de f et sur tout ]-3,3] :

+00 -1 -1 xn+1 +00 , _ 1 xn
2 _ — I
In(x* —8x +15) =In(15) + n;o (3n+1 + 5n+l)n+ = In(15) + n;l (3n s 5n) -

Lavantage de cette méthode est qu’elle convient quand les racines sont complexes.

Meéthode 2 : Cette méthode ne convient qu’aux racines réelles : On ramene a In(a — x) ou In(1 — x). Pas de In complexe

(a votre programme) donc a ne peut pas étre complexe :

n

+00 n +00 n +00 — —
ln(x2—8x+15)=1n((3—x)(5—x))=1n15+ln(1—§)+ln(1—§) =In15- ) ,:gn -y :5" = In(15)+ ) (3—n+5—j)%
n=0 n=0 n=1

Le premier développement de In n'est possible que pour |x| < 3 et le 2¢ pour |x| < 5, donc finalement I'inégalité a lieu
sur | —3,3[ . Comme le rayon de cette série entiére est R = 3, il n’est pas possible de développer sur un intervalle plus

grand.

Mines-Ponts 2017-2015-2012 | CCP PSI 2011 (calcul de somme de série numérique) ¥

Ex42

1) Etablir la convergence de la série de terme général

n

3n+1
2) [CCP: Donnez un DSE de f : x — —5 au voisinage de 0. Calculez de 2 facons [ f et en déduire S.|

1+x3
2) [Mines: Calculez S.|

. On note sa somme S.

n

1) Laconvergence de la série (1)
3n+1

résulte clairement du CSSA.

2) Méthode 1 (Indications CCP) :

_ 1 +o00
Pour |x®| < 1, qui équivaut A |x| <1, on aimmédiatement, par le DSE de 1, el Y (-1)"x"
X n=0

+x3°
Une premieére faA§on est de la calculer par primitivation qui provient d'une décomposition en éléments simples sur R

- 1 dx
On demande de calculer de 2 faA§ons 'intégrale f 1
0

(je vous écris quand mAame la décomposition en éléments simples sur C pour info mais je ne la calcule pas). Comme

1+x3)=1+x)G+x)(j%+x)=(1+x)(1-x+x?),on écrit :

1 a bx+c a' w

avecw=b'+ic'

- 2 = ts T2
I1+x3 1+x 1-x+4+x%2 1l4+x j+x j2+x
Pour info aussi, par unicité de la décomposition en élément simples, a’ = a. On x(1 + x) et on prend la valeur en —1 qui

ameéne a = 3. On xx et on prend la limite en +oco qui ameéne b = —3 puis pour terminer, la valeur en 0 qui ameéne ¢ = 2.

1dt 11/3  —t/3+2/3 11/3 1 2(t-3)-3
f1+t3:f 1J/rt+ /12/36#:/ 1-/|-t_6 ( 2)\/'3 dat
0 0 (t=3)+3 0 (t—%)2+(7)2
1 1 1, 3, 1 2 t—1/2y]"
= —1n|1+t|+——ln|(t——)2+—‘+——arctan( / )
3 6 2 41 2 /3 v3/27],
1 1 1 1 -1 1 b4
=—-(In2-0)--(0-0)+ ——(arctan — —arctan — )= - In2+ —
Je rappelle que —— se primitive en 1 arctan(£)

La deuxieme faASon de calculer I'intégrale nous ramene A une intégration terme A terme :

1 dx 1 +oo
— —1)ny3n
fo 3 (~1)nx3n dx

1+x3 Jo /=
)



Malheureusement, les 2 théorémes du cours ne s’appliquent pas! On ne regarde que I'hypotheése principale :

* Pour le premier, il faut la série }_ [, |f,,| convergente. Or ici, cette série-intégrale se calcule et vaut 3 fol x3dx =Y ﬁ,
série visiblement divergente.

« Pour le second, il faut la convergence uniforme sur [0,1] de ¥ (—1)"x*" (je vous laisse réfléchir au fait asseez facile que

la convergence normale y est fausse). On regarde le reste qui ne tend pas uniformément vers 0 :

| |3n+3 1
>«valeurenl» = —
3 2

1
R,(x)= (—1)Fx3k = (—1)"x3m3 = |R,lle = sup
" an:H _(_x ) xefo,1] 1+x

On va alors essayer d’appliquer le théoreme de convergence dominée de Lebesgue*aux suites de sommes partielles

(Sy(x))de la série car s’il sapplique :

1 +oo 1 (.L) 1 N (PMZ) N 1 N (_1)11
f Z(—l)”x“z[ hm Z( 1)nx3n = hm Y (-1)"x" :Nlim Z[ (-1)"x¥ = lim )
0 o —+00 =4 Jo

n=0 ® n=0 t00J0 pn=0 N—+oo ;= 3n+1
[
Sn(x)

* (1) Lapplication du théoréme de Lebesgue A la suite (Sy) sur [0,1] résulte de :

* Sy est bien continue par morceaux sur [0,1].

Cette derniere fonction

|1—(—x3)"+1|< 1+1

N
¢ Domination sur [0,1] : Vx € [0,1] ,|SN(x)‘ = ‘ Y (-1)"x*"| = o <3
n=0

étant clairement continue sur le segment [0,1] donc y est intégrable.
*(2) Linterversion de la somme et de I'intégrale est licite car résulte de la finitude de la somme.
(D" = E=D"

On en déduit donc—ln2+ f = lim = =
3\/_ 0 1+x3 N~+oonzo3n+1 n—o 3n+1

Méthode 2 :

3n+1 n

. C’est plus subtil que S(x) = Z (- al

Lidée est d’introduire une série entiére auxiliaire S(x) = Z (- 1)" FPw]
n

car elle se prAate mieux A la dérivation. Vous voyez? Il est 1Inmed1at que son rayon de convergence est R \/T =1 (je

ne le traite pas ici)

(1 3n+1 +00 . +00 s ) 1 1
v -1,1[, 8 - =Y (=)= Y (=x3)" = -
xe]-L1[, S'(x) = Z(( )(3n+1) n;o( )" x ngo( x°) 1_(_x3) =
@) x odr @ 1 1, 3 —1/2,]*
S(x) =S(0 = |2 In|l+t|+-=In|(t=2)?+=|+ = —arct
= S() =80+ | 15 = |3+t +—gInft-3) 2]+ \/_arcan(\/g/z) o

e =L T t( 1)1(”]
n x——nx—x — arctan -—|-=
3 V3 Va© VB VB 6

(1) Cette série entiere est dérivable terme A termesur | -R,R[ = | -1,1].

*(2) Cette série géométrique converge simplement ssi | — x°| <1 < |x| < 1.

*(3) On primitive en utilisant I'intégrale, c’est mieux. Ne pas oublier la constante. Ici, c’est S(0) =

*(4) Jereprends le calcul plus haut.

Malheureusement, cette égalité, consécutivement aux (1) et (2) ne peut Aatre considérée comme valide pour x €] —1,1]
et pas pour x = 1! Nous allons donc effectuer une limite lorsque x — 1, limite qui conserve I'égalité (si les limites
existent!). Le membre de droite étant composé de fonctions usuelles sans probleme visible en 1 est continueen 1. Par
suite, il suffit de remplacer par x = 1 et on trouve, en se rappelant arctan (\/Lg) =% la quantite - ln2 + V

Pour le membre de gauche, il faut aussi étudier la continuité en 1. Or, c’'est une série entiére : on sait seulement, A

priori, quelle est continue sur | -R,R[ =] —1,1[.Onest goncamené A utiliser le théoréme de continuité d'une série



de fonctions sur [0,1] :

3n+1
e fL(x)=(-1 )" est clairement continue sur [0, 1]
x3n+1
* Il n'y a pas de convergence normale sur [0,1] car sup = dont la série diverge trivialement. Nous
x€[0,1] 3n+1 3n+1

allons donc montré la convergence uniforme de la série de fonctions Y f, (x) via les théorémes du CSSA : pour

tout x = 0, la suite f, (x) est clairement alternée et par produit de 2 quantités positives décroissant vers 0 : 3n1+1 et

x3"*! puisque x € [0, 1], il suit que la série ¥ f, (x) vérifie le CSSA pour tout x € [0,1]. On peut alors majorer :

3k+1 3n+4 3n+4 1
IR, ||oo_sup\

—0

vxe[0,1], |=
3n+4! 3n+4

‘ (_ )k3k+1‘ |3n+4‘

La convergence uniforme de la série de fonctions }_ f,,(x) est ainsi établie par la convergence uniforme de la suite

des restes (R,,) vers 0, et ceci uniformément sur [0, 1].

De la continuité de S en 1, il résulte : lim1 S(x)=8(1) =
P

CCP PSI 2014 (fonction - intégrale)

X
Ex43% On considere f(x) = e 2 f e 12 gy
0
1) Etudiez la parité de f. Montrez fC sur R et qu’elle est solution d'une équation différentielle a déterminer.

2) Montrez f développable en série entiere et déterminez ce développement.

Mines-Ponts PSi 2014-2013 | Centrale PSI 2012 (développement en série entiere) X
Ex44 Soit f: x — (arcsinx)?.
1) Montrer que f est solution d'une équation différentielle linéaire d’ordre 2 que I'on précisera sur un intervalle que

P'on précisera également.

2 ) Montrer que f est développable en série entiére au voisinage de 0. Expliciter les coefficients ainsi que le rayon de

convergence.

La fonction f : x — arcsin® x est continue et définie sur [ —1,1] et dérivable, C' et méme C™ seulement sur | —1,1] .

On calcule, pourx € | —1,1] :

f'(x) =2arcsinx

1
vV1-x2

1 1 . —(=2x)/2v/1—x? 2 . X 2 x
f”(x) =2 +2arcsinx = + 2 arcsinx — + f’(x)
V1-x2 1-x2 1-x2 1-x2 (1-x2)y/1-x2 1-x* 1-x?

Par suite f est unique solution de 1'équation différentielle (1 — x*)y” — xy’ = 2 sur ] -1,1 [ aux conditions initiales
£(0) = £(0) = 1, unicité car le « coefficient dominant » 1 — x? ne s'y annule pas.Ensuite, une fonction développable en

série entiere y = Y7 a,x" de rayon de convergence R est solution de I'équation différentielle sur | - R,R[ ssi (en
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rappelant qu'on peut dériver terme a terme sur ] -R,R [ ):
+00
—x )Y na,x"'=2
n=0
+00

+o00o
(1-x3)y" -xy' =2 = (1-x*) ) n(n-1)a,x""
n=0
+00
= Y n(n-1a,x"?-3Y nn-a,x"- ) na,x"=2
n=0

+00
n=0 n=0
1) 400 +00 +00
= Y (n+2)(n+1a,.,x"- Y n(n-1a,x"- > na,x"=2
n=-2 n=0 n=0

— Ji" ((” +2)(n+1)a,,, —n(n-1a, - na,,)x” =2

n=0

@  |2a,-0a,=2

—
(n+2)(n+1)a,,, —n*a,=0 pourn=1

*(1) Enn=-2,-1,lestermes de la premiére somme sont, par chance, nuls.
*(2) On applique le développement en série entiére est unique ce qui permet d’identifier. Attention! au cas de

la constante a gérer a part a cause du 2 sur la droite.
La fonction f étant paire, a,,,; = 0, puis a, = 1 et enfin la récurrence ne « marchant que » jusqu’a 1, donc 2, on en déduit

a, quelconque. On calcule a,, par la récurrence :
4(n—-1)>? 24(n-1)*(n-2)*
= Ay = Ay,
= op@n-1) "7 2n)(2r-1)(2n-2)(2n-3)

272
1
comme le dernier terme est a, = ——a,, il vient :
X
22"2((n-1)(n-2)...1) 2212 (p1)2
- a, =
n? (2n)!

(2n)(2n-1)...2x1
+00 22n—2 (I’l')2
x?" + a,. Pour étre parfait, il faudrait vérifier que le rayon

ayp =

Les séries entieres paires solutions sont donc ) —
ao1 n?(2n)!
R # 0, sinon la série entiére n'existe pas vraiment. Je ne le fais pas ici. La condition d’unicité et f(0) = f'(0) = 0 aménent

+00 22n—2 (n')Z o

‘2
arcsin® x =
ngl n? (2n)!

a, =0 puis:

Ensea PSI 2021 (série entiere solution équation différentielle)
Déterminez les solutions de xy” — (x + 1)y’ + y = 0 (E) développables en série entiére

Ex4%
Equation différentielle linéaire. Solutions « immédiates » sur R** ouR™* .

o a,x" de rayon R est solution sur | — R, R| ssi, sachant qu'on peut y dériver terme a terme :
+00
1+ Y a,x"=0
n=0

+o00o +00
x Y n(n-1a,x"?-(x+1) ) na,x"
n=0 n=0
+00 +00 +00 +00
- Y na,x"- ) (n+l)a, x"+ ) a,x"=0
n=0 n=-1 n=0

= Y (n+na, x"

n=-1

p= io ((n+ D(n-1)a,,, —(n- l)an) x"=0= io 0x"
n=0 n=0

—VneN, (n+1)(n-1a,,; -(n-1)a, =0

On a utilisé 'unicité d’'un DSE pour identifier les coefficients de part et d’autre de 1'égal.
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Attention! a ne pas « enlever » le n — 1. Il faut distinguer proprement ce cas n = 1. On regarde les cas suivants :



e n=0donnea; —a,=0
e n=1donnerien...
* VN 22, a,,, = 5174, Le dernier est as = 3a,. Il « manque donc un 2 » dans la factorielle et a,, . = o1y @

On a donc 2 indéterminée a, et a,. C’est important car cest, in fine, ce qui donne la dimension de I'ev trouvé. Les séries

entieres solutions sur ] -R,R [ ou mieux, les fonctions développables en série entiere sont :

+o00o 2
ag(1+x) +a, Y, —'x" = ay(1+x) +2a2(e"—1—x) =A(x+1) +Be”*
= n!

Le rayon de convergence est bien R # 0 car clairement R = +oo.

Remarque : A-t-on trouvé toutes les solutions? La structure de R-ev de dimension 2 nous améne que 'on a bien trouvé
toutes les solutions mais seulement sur R** ou R™*. Sur R, il y a celles-13, mais il « pourrait » y en avoir d’autres, les
différents recollements (jusqu’a la double dérivabilité) de ces solutions sur R™* (2 constantes A et B) et ces solutions
sur R** (2 autres constantes A’ et B'), la dimension maximum étant donc de 4 (puisque au maximum 4 indéterminées
possibles et d’ailleurs au minimum 2). Mais ces autres recollements, s’ils existent, ne seront pas développables en série

entiére. Vous suivez? En fait, il n'y en a pas d’autres...

Mines-Ponts PSI 2022 (dse intégrale a parametre) ¥

(e on F oy — [+ 1
Ex46  Onconsidere la fonction f : x — [, = U

1) Déterminez le domaine de définition de f.

2) Montrez que f est développable en série entiere au voisinage de 0.

CCINP PSI 2024-2023 &% -2022 6% -2021 &3 (dse fonction-intégrale )

Ex47

In(1-¢
1) Donnez le domaine de définition de F(x) = — fx M
0

t

dt
2) Montrez, pour tout x € [0,1], F(x) = ¥} x

n=1 p2-
2

%) [<2024:M0ntrez, pour tout x € ]0, 1 [ ,F(x)+F(1—-x) = %2 —In(1-x)In(x). On rappelle ¥ }® L = %] [2021-

n=1 p2

2022 : Indication : on pourra procéder a une intégration par parties] .

P X . - R . In(1-7) , .
1) Attention! a bien raisonner par rapport a ¢ mais sans négliger le role de x. La fonction f(t) = — n'existe que

pourl—t>0ett+0,s0itt € |-00,0[ U]O,1].

Méthode 1 : D’apres le cours, l'existence de l'intégrale nécessite au moins que l'intervalle |0,x[ vérifie |0,x[ <
] —00,0[ U ]0,1].]Je vous laisse réfléchir au fait que ceci impose x € | —00,0[ U |0,1[ =D.
o f est continue sur |0, x|, d’apres la remarque au dessus
* Etudeent=0:
f(t) ~g ‘Tt = —1, f se prolonge en une fonction continue en 0, donc intégrable en 0; et ce, pour tout x € D.
e Etudeent =x:
La fonction f est continue en x si x # 1, par conséquent on étudie que le cas x = 1, soit I'étude en ¢ = 1. Le
changement de variables # = 1 —t ameéne f*(u) = i“_—'; ~u=o In u intégrable en 0, c’est du cours! Donc f intégrable

en 1, pour tout x € D

f estdonc intégrable sur |0,x [, pour tout x € D, donc I'intégrale F est bien définie soit DefF = D
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Méthode 2 : On peut s’y prendre un peu mieux : comme f(t) ~, —1, f peut se prolonger en une fonction continue
surj = ] —00,1 [ que l'on noterafpour ne pas « tricher » avec les raisonnements. On sait alors, théoréeme fondamental
de I'Analyse de Sup, que G : x — [ f(t)dr est définie et méme continue, dérivable, C! sur I, cest la primitive de f qui

s’annule en 0. Or comme fet f sont continues par morceaux et ne différent que d'un point, on sait F(x) = G(x)

Remarque : On s'apercoit que la 2° méthode ne donne pas tout a fait le méme domaine : il y a 0 en plus ...En fait dans
la premiére méthode on peut montrer que F se prolonge par continuité en 0. Et d’ailleurs aussi en 1, puisque l'intégrale

Jo f converge. Bref, on pourrait dire DefF = | —00,1] . Tout ceci est complexe.

In(1-x
2) Parla2° méthode F est dérivable sur J et F'(x) = —(—). On a immeédiatement le DSEsur | —1,1] :
x
n-1 +00

1 =0 x"

Vxe]—l,l[,F’(x)— Z — +Z°ox
n=1

Attention! , Reste la valeur en 1. Une « histoire » de continuité, on passe a la limite lorsque x — 1, mais on justifie

= Fx)= F(0)+Z— f

n=1

proprement son existence des 2 cotés de I'égalité :

1
* la série entiére est continue en 1, puisqu’il y a convergence normale sur [0 1 ] sup ‘ =—.
x€[0,1] n

* Quant a la fonction F, elle n'est pas définie en 1, il faut la prolonger par continuité ce qui est possible puisque

l'intégrale ;' f converge, déja dit dans la remarque.

%) Il faut penser a dériver:
1 1
(F(x)+F(1-x)) =F'(x)-F'(1-x) = —;ln(l —x)+ ﬁlnx =(-In(x) In(1 - x))

Comme ] 0,1 [ est un intervalle, les deux fonctions différent a une constante prés : On prend la valeur en 0 (ou la limite
oo ] 2

par continuité) : In(1 — x) In(x) ~, —xIn(x) — 0 et (F(x) + F(1-x))(0) = F(1) = Z _:F

Remarque : Lindication (pas en 2023!) d’effectuer une IPP n’est donc pas nécessaire.

CCP PSI 2013 (dse intégrale a paramétre fonction de Bessel)

T
Ex 20 Donner le développement en série entiére de x — f cos(xcost)dt.
0

(1) pr too x2n cos2n t i +00 X2" cos?" ¢
f cos(xcost)dt = Y (- ———dt = Z/ (- 1)"—dt=
0 =0

0 nz0 (2n)! (2n)!
fal0)

+
3

(D"

@) cos? tdt x*"
n)!

s—
S

S
Il
(=1

¢ (1) On utilise le DSE de cos valide sur R tout entier.
*(2) Onapplique le 1°" théoreme d’intégration terme a terme sur I = [0, 7|
¢ Les f, sont continues par morceaux et intégrables sur [0,7] : continuité sur le segment.
¢ Lasérie de fonctions Y, f,, converge simplement sur [O, n] : c'est un développement en série ...
et sa somme est continue par morceaux sur [ 0,7 |
7 |x[*" | cos™" t| o .
< : terme général du DSE de cosinus

Ccnt Cea)

hyperbolique cosh |x| qui converge pour x € R quelconque.

|x|2n

* La série numérique Y, || [On] | fn| converge : f
’ 0

7 /2 7 /2
Remarque : f cos* tdt = f cos*™ tdt + f cos* tdt =2 f cos?" t dt viale changement de variables u = 7 — t.
0 0 /2 0

On reconnait 'intégrale de Wallis calculée dans des précédgeéltes feuilles d’exercice.



Ex 21 Soit a,, le nombre de manieres de rendre n euros avec des piéces de 2 et 3 euros. Développer la fraction

. 1 . s .
rationnelle ——————— en série entiére de 2 facons et en déduire a,,

(1-2)(1-1°)

En utilisant une décomposition en éléments simples sur C (je ne mets pas les détails du calcul des coefficients) :

1 ~ 1 _1/4 1/4 1/6  —i/3V3 i/3V3
(l—tz)(l—t3)_(l—t)2(1+t)(t—j)(t—j2)_t+1+1—t+(1—t)2+ =) 1-j?

e Sl L

4 n=o 61—t 3\/_] 1_’T/J 3\/_] 1-¢/j?

V4
:—Zo:o( 1)"+1)l‘"+lJiom‘"1+—Jio +7Z avecZ+7=2RZ
iy 6 =0 3 3n0]n+1
Jio( (-D"+1)t"+ = (n+1)+%§fe(jn%))t"::g(i(1+(_1)")+é(n+1)+3\2/§sin(2(n;-1)n))tn

. L i .
On calcule la partie réelle en écrivant — = ie i(n+1)2n/3
J

En utilisant le produit de Cauchy? et les séries géométriques, on peut écrire pour [f| < 1:

1 1 +00 n

+o00o +00 1 +00 +o00o
= ZO 2" = ZO a, 13- ZO 3" = ZO b, x——=Y ¢, avecc,= Y apb, i
n= n= n= n=

1-12 1-1* ;5 k=0

Onremarque que a; =0sik #2met b,_; = 0si n—k # 3p par conséquent dans la somme, il ne reste que les k tels que

k=2metn=k+3p=2m+3p,doufinalementc,= Y t*"*?=¢" ) 1.Silonréfléchit Y 1nestrien
m,p=0 m,p=0 m,p=0
2m+3p=n 2m+3p=n 2m+3p=n
d’autres que le cardinal de toutes les facons de comptabiliser n euros avec des pieces de 2 et de 3.

1 1
Conclusion: Del'unicité d'un DSE, il résulte que le cardinal recherché vaut a a+C=n"+ 5 (n+1)+

2
Sin
3v/3

Remarques

e Ca semble compliqué! Prenons un cas particulier pour vérifier; par exemple n = 10. A la main, on trouve 10 =

1 11 227 2 —4/3
5x2=2x2+4+2x3, 301t2p0551b111tesLaformuledonnezx2+—+— (—)—— ——\/_—2 Ok.

6 33 3 33 2

¢ Enfait, en prenant par exemple un nombre pair, n = 2m,onan = mx2+0x3,puis n =2m—-6+6 = (m—-3)x2+2x3,
puis n =2m—12+12 = (m—6) x2+4 x 3 et ainsi de suite. Bref, on trouve simplement que le nombre recherché est

|n/6] + 1! Procédé similaire avec n impair. Reprenons la formule et écrivons n pair: n = 6m + r avec r € {0,2,4} et

montrons qu'elle donne bien m +1; (1 +(-1)")+ 6(n +1) = % % =m+ ﬂ . Ensuite \L[ sin(w) =
2r+2)z _ . 2 ﬁ 2 \f

3 \f sin (—3 ) Pour r =0, 2,4, cela donne respectivement 3 \/g x 3=, 0, N . Le tout donne bien m + 1 dans

les 3 cas.

e La formule n’est donc finalement pas trés intéressante! La méthode peut étre néanmoins plus adaptée dans des

cas plus compliqués moins faciles a deviner. Par exemple, toutes les fagcons de décomposer n euros avec des piéces

3. Augustin-Louis Cauchy : francais (1789-1857). Oeuvre considérable de 700 mémoires. A l'origine de I'Analyse moderne par rigorisation des

limites et de la continuité. Travaux en théorie des fonctions d'une variable réelle et complexe, en théorie des groupes.
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de 1,2 et 3 euros. On peut d’ailleurs dire aussi que c’est le cardinal des solutions entieres (a, b,c) de a+2b+3c = n.

Le lecteur comprendra qu'’il faut alors obtenir un DSE de m

17 1 1 2nm
On trouverait ici la formule — + = (-1)"+ -(n+1)+ —(n+2)(n+1) + = cos (—)
72 8 4 12 9 3
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