
Quelques corrections sur les Espaces Euclidiens

Ex 4 On se place dans le R-ev E des suites réelles bornées. On définit
(

(un) (vn)
)= ∑+∞

n=0
un vn

2n

1 ) � Montrez que c’est un produit scalaire sur E.

2 ) Soit F le sev des suites presque-nulles (cad nulles àpcr). Montrez F⊥ = {
0
}

1 ) Avant de vérifier toutes les propriétés du produit scalaire, on n’oublie pas de vérifier que la série converge. La série
∑ un vn

2n

converge absolument comme il en résulte du critère de majoration des séries positives par une série géométrique convergente

(raison | 1
2 | < 1) :

∣∣ un vn
2n

∣∣ ≤ Mu Mv
( 1

2

)n
car par hypothèses, les suites sont bornées, (un) par Mu et Mv pour (vn). Il est clair que

ϕ(un , vn) =∑∞
n=0

un vn
2n est symétrique et bilinéaire sur l’ev des suites réelles bornées.

• La positivité résulte de ϕ(un ,un) =∑∞
n=0

u2
n

2n ≥ 0 car les termes sont réels positifs et que la somme d’une série positive conver-

gente est positive.

• Soit (un) une suite réelle bornée telle que ϕ(un ,un) =∑∞
n=0

u2
n

2n = 0. Comme tous ces termes sont réels et positifs, on en déduit

∀n ≥ 0,un = 0 ce qui se traduit par (un) est la suite nulle. ϕ est bien définie.

2 ) Il faut et il suffit de démontrer F⊥ ⊂ {
0
}
. Soit u = (un) ∈ F⊥, alors pour toute suite (vn) presque nulle,

(
(un) (vn)

) = 0.

« Classiquement », l’idée est de choisir judicieusement des (vn). . .

Considérons pour p entier la suite vp = (wn)n∈N définie tout simplement par wp = 1 et tous les autres termes de cette suite valent

0. C’est une sorte de base canonique « étendue ». Cette suite est clairement presque nulle et bornée. On a immédiatement :(
u vp

)= ∞∑
n=0

un wn

2n = up ×1

2p = 0 =⇒ up = 0

Ceci étant réalisé pour tout p ∈N, il vient u = (0)

Remarques

• « Ceci » n’arrive jamais en dimension finie, je veux dire, en dimension finie, F⊥ = {
0
} ⇐⇒ F = E . Autrement dit, en di-

mension infinie, il y a des sevs qui ne sont pas l’espace tout entier et pourtant, aucun vecteur n’est orthogonal à ce sev.

Surprenant, non?

• On a ici aussi un exemple (impossible en dimension finie) que F ̸= (F⊥)⊥ car ici (F⊥)⊥ = {0}⊥ = E et aussi du fait que ici

F ⊕ F⊥ = F ⊕ {0} = F ̸= E

BQ CCP MP 2023->2021 | CCP PSI 2015 (propriétés des supplémentaires orthogonaux)

Ex 5 Soient F et G deux sev d’un espace préhilbertien E .
[
MP : euclidien

]
1 ) Montrez F ⊂ (F⊥)⊥.

[
MP : question absente

]
2 ) Montrez F = (F⊥)⊥ si E est de dimension finie.

3 ) Etablir F ⊂G =⇒ G⊥ ⊂ F⊥.
[
MP : question absente

]
4 ) Montrez (F +G)⊥ = F⊥∩G⊥.

5 ) Montrez F⊥+G⊥ ⊂ (F ∩G)⊥. Montrez l’égalité en dimension finie.
[
MP : Juste l’égalité

]
1 ) Rappelons que x ∈G⊥ si et seulement si pour tout f ∈G alors f ⊥ x.
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Soit x ∈ F , alors comme F⊥ ⊥ F , on a pour tout y ∈ F⊥, y ⊥ x, donc x ∈ (F⊥)⊥. O nvient de démontrer l’inclusion F ⊂ (F⊥)⊥ par

la méthode usuelle. (Il faut bien vous concentrer).

2 ) On sait qu’en dimension finie, pour tout sev H de E , alors H⊥ est de dimension finie et dim H⊥ = dimE −dim H . L’égalité

F = (F⊥)⊥ résulte de l’inclusion démontrée à la question précédente et de l’égalité de dimension car :

dim(F⊥)⊥ = dimE −dimF⊥ = dimE −
(

dimE −dimF
)
= dimF

3 ) Raisonnement assez analogue à Q1. Supposons F ⊂G et démontrons G⊥ ⊂ F⊥ par la méthode usuelle :

Soit x ∈ G⊥, alors pour tout y ∈ G on a y ⊥ x. Comme F est inclus dans G , en particulier on a aussi pour tout y ∈ F , y ⊥ x, d’où

x ∈ F⊥.

4 ) Rappelons qu’on est à priori en dimension infinie. On ne peut donc utiliser l’égalité de dimension et on va alors démontrer la

double inclusion :

(F +G)⊥ ⊂ F⊥∩G⊥

Soit x ∈ (F +G)⊥, donc pour tout y ∈ F +G , y ⊥ x. On rappelle que l’on a F ⊂ F +G (en prenant f +0) et G ⊂ F +G . Par conséquent,

en particulier, pour tout f ∈ F on a y ⊥ x, soit x ∈ F⊥. Raisonnement totalement identique pour x ∈G⊥. Il vient alors x ∈ F⊥∩G⊥.

F⊥∩G⊥ ⊂ (F +G)⊥

Soit x ∈ F⊥∩G⊥, alors x ∈ F⊥ et y ∈G⊥. Pour tout f ∈ F, f ⊥ x cad ( f |x) = 0 et pour tout g ∈G , g ⊥ x, cad (g |x) = 0. Par linéarité

à gauche du produit scalaire, il suit pour tous f ∈ F, g ∈G , ( f + g |x) = ( f |x)+ (g |x) = 0. Comme l’ensemble de tous les f + g n’est

rien d’autre que F +G , il suit pour tout y = f + g ∈ F +G , y ⊥ x, donc x ∈ (F +G)⊥.

5 ) On a seulement une inclusion en dimension infinie : comme F ∩G ⊂ G , par Q2) on en déduit G⊥ ⊂ (F ∩G)⊥. De même

F⊥ ⊂ (F ∩G)⊥. (F ∩G)⊥ étant un sev, donc stable par +, il suit que toutes les sommes d’éléments de G⊥ et F⊥ sont aussi dans cet

ev, soit G⊥+F⊥ ⊂ (F ∩G)⊥ .

Par contre,en dimension finie on a l’égalité des 2 ev que l’on peut démontrer avec une égalité de dimensions :

dim(F⊥+G⊥) = dimF⊥+dimG⊥−dim(F⊥∩G⊥) = 2dimE −dimF −dimG −dim(F +G)⊥

= 2dimE −dimF −dimG −
(

dimE −dim(F +G)
)
= dimE −

(
dimF +dimG −dim(F +G)

)
= dimE −dim(F ∩G) = dim(F ∩G)⊥

CCINP PSI 2023þ | Mines-Ponts PSI 2014 (produit scalaire intégral)H

Ex 6 Soit E = C 2
( [

0,1
]

, R
)

. Pour f , g ∈ E , on pose ϕ( f , g ) =
∫ 1

0
f g + f ′g ′.

1 ) Montrez ϕ produit scalaire sur E .

2 ) Soient V = {
f ∈ E , f (0) = f (1) = 0

}
et W = {

f ∈ E , f = f ′′ }.

Montrez qu’ils sont en somme directe et orthogonaux
[
Mines : Montrez supplémentaires orthogonaux.

]
Paul ne se rappelle plus les 2 autres questions. Probablement celles-là :

3 ) Montrez que V est l’orthogonal de W
[
Mines : C’est la question précédente

]
4 ) Déterminez la projection orthogonale sur V de f ∈ E .

1 ) Commençons par remarquer que l’intégrale existe puisque t −→ f (t )g (t )+ f ′(t )g ′(t ) est bien continue sur le segment (fermé)[
0,1

]
, par hypothèse. ϕ est bien un forme à valeur réelles.
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• La symétrie est immédiate

• La linéarité à gauche résulte de la linéarité de l’intégration puis la symétrie amène la linéarité à droite, soit la bilinéarité de

ϕ.

• La positivité également puisque les fonctions sont à valeurs dans R, où un carré est positif : ϕ( f , f ) = ∫ 1
0 f 2 + f ′2 ≥ 0.

• Quant à définie, puisque la fonction dans l’intégrale nulle ϕ( f , f ) = 0, est continue et de signe constant sur [0,1], un théo-

rème permet de conclure que f 2(t )+ f ′2(t ) = 0. Comme on est dans R, il vient f nulle sur [0,1].

Remarque : On peut remarquer que C 1 suffit pour démontrer produit scalaire. L’hypothèse est plus forte.

2 ) Notons que l’on sait grâce au cours sur les équations différentielles d’ordre 2 (le coefficient « dominant » d’ailleurs est 1 ̸= 0

sur R), que W est un ev de dimension 2, cad un plan. Par résolution immédiate (c’est du cours), on a W = Vect(x → ex , x →
e−x ) = Vect(x → cosh x, x → sinh x).

Rappelons que l’on sait que le noyau d’une forme linéaire (cad à valeurs dansR) non nulle est un hyperplan (même en dimension

infinie, mais alors on ne peut pas dire de dimension n−1, et ce n’est pas au programme). Il subsiste quand même que c’est un sev

de E . L’application f ∈ E → f (a) ∈ R étant clairement une forme linéaire non nulle sur E , son noyau Ha est un sev (hyperplan)

de E . On a V = H0 ∩H1 , donc V est bien un sev de E .

Il reste à démontrer orthogonaux et en somme directe. On se rappelle son cours : si 2 sevs sont orthogonaux, ils sont en somme

directe. . .. Soient f ∈V et g ∈W , cad f (0) = f (1) = 0 et g ′′ = g . Utilisons une IPP : u′ = f ′ v = g ′ u = f v ′ = g ′′∫ 1

0
f ′g ′ =

[
f (t )g ′(t )

]1

0
−

∫ 1

0
f (t )g ′′(t )dt =−

∫ 1

0
f g

On a donc immédiatement ϕ( f , g ) = 0 cad f ⊥ g , puis V ⊥W

Remarque : Aux mines, on demandait de démontrer directement, en plus, V ⊕ W = E . C’est plus fort et plus dur mais de toute

façon c’est la question d’après dans CCINP. On rappelle qu’en dimension finie, pour démontrer F et G supplémentaires orthogo-

naux, il faut et il suffit de démontrer F =G⊥ ou G = F⊥, mais ce n’est pas toujours très « pratique ». Il est plus simple de démontrer

F ⊥G et dimF = n−dimG . Comme E est de dimension infinie, on ne peut utiliser cette égalité sur les dimensions, par conséquent

pour démontrer V et W supplémentaires orthogonaux, il faut et il suffit de démontrer V +W = E et V ⊥W .

3 ) Selon la remarque on démontre V +W = E c’est le plus simple. On pourrait aussi démontrer V =W ⊥ par les inclusions.

Analyse : Soit h C 2 sur [0,1] tel que h = f + g avec f (0) = f (1) = 0 et g ′′ = g . Il vient h(0) = g (0) h(1) = g (1) et par double

dérivation, il suit h′′ = f ′′+g soit f ′′− f = h′′−h ou autrement dit f solution de y ′′−y = h′′−h aux conditions initiales f (0) = f (1) =
0. La résolution de l’équation homogène est y =αcosh x +βsinh x. Une solution particulière est h !, d’où la solution générale est

f (x) =αcosh x +βsinh x +h(x). On trouve les 2 constantes par les conditions initiales :

 α+h(0) = 0

αcosh1+βsinh1+h(1) = 0
⇐⇒

 α = −h(0)

β = 1
sinh1

(
−h(1)+h(0)cosh1

)
L’analyse est terminée puisque nécessairement g (x) = h(x)− f (x).

Synthèse : Soit h C 2 sur [0,1]. Posons f (x) =αcosh x +βsinh x +h(x) avec α et β comme plus haut et g (x) = h(x)− f (x). On a

bien

• h(x) = f (x)+ g (x)

• g ∈W , puisque g ∈ Vect(cosh x, sinh x).
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• f ∈V car f (0) =α+h(0) = 0 et f (1) =αcosh1+βsinh1+h(1) = 0.

4 ) Si on maîtrise son cours sur les projections, la projection orthogonale de f sur V est le décomposé sur la somme directe

V ⊕ V ⊥ = E , et on l’a traité plus haut, c’est pV ( f ) =− f (0)cosh x + 1

sinh1

(
− f (1)+ f (0)cosh1

)
sinh x + f (x)

Ex 7 A ∈ Mn(R). Montrez Ker AT A = Ker A. (On rappelle si X ∈ Mn,1(R) ≃Rn , XT X = ∥X ∥2
can)

Ker A ⊂ Ker AT A

Immédiat. Résulte de KerB ⊂ Ker AB ou Ker f ⊂ Ker(g ◦ f ). On peut considérer que c’est du cours. De toute façon cette inclusion

est aisée à démontrer : si X ∈ Mn?1(R) vérifie AX = 0, alors AT AX = 0.

Ker AT A ⊂ Ker A

C’est l’inclusion délicate. On prend la méthode générale : Soit X ∈ Mn,1(R) tq AT AX = 0. Il faut démontrer AX = 0. Comment

« enlever » le AT ? . . . A noter que si AT est inversible (ce qui équivaut à A inversible), c’est immédiat, je vous laisse y réfléchir.

En fait, comme indiqué, l’idée est d’utiliser le produit scalaire canonique dans Mn,1(R) qui est XT Y (Attention ! à ne pas

confondre avec celui de Mn(R) ni, d’ailleurs, avec X Y T ). L’idée est de multiplier à gauche par XT :

0 = XT (AT AX ) = (AX )T (AX ) = AX 2
can =⇒ AX = 0

Remarque : On en déduit rg(AT A) = rg A. Je l’utiliserais en cours.

Mines-Ponts PSI 2013 | Ensam PSi 2013 | CCP PSI 2009 (expression de produit scalaire) H

Ex 9 Soit
(

E , (·|·)) un ev euclidien, e1, . . . ,en et f1, . . . , fn deux bases orthonormées de E et u ∈ L (E) .

1 ) Montrez
∑n

i=1

(
u(ei ) ei

)
indépendant de la BON (ei ) choisie.

[
CCP, Mines-Ponts : Question absente

]
2 ) Montrez

∑
1≤i , j≤n

(
u(ei ) f j

)2 ne dépend pas des BON choisies. En donnez une expression en fonction de u.

Rappelons un théorème du cours : dans un ev euclidien E , si on considère une base orthonormée (e1, . . . ,en), alors les coor-

données d’un vecteur x quelconque sont xi =
(

ei x
)

(il n’y a donc pas de calcul à effectuer pour les trouver !). On peut donc

écrire en particulier, en utilisant un autre théorème qui « dit » que tout produit scalaire quelconque ou toute norme euclidienne

quelconque ont toujours une expression canonique par rapport aux coordonnées dans une base orthonormée (ei )1≤i≤n :

x =
n∑

i=1
xi ei =

n∑
i=1

(
ei x

)
ei ∥x∥2 =

n∑
i=1

x2
i =

n∑
i=1

(
ei x

)2 (
x y

)= n∑
i=1

xi yi =
n∑

i=1

(
ei x

)(
ei y

)
Tout ceci est du cours. . .

1 )

n∑
i=1

(
u(ei ) ei

) (1)︷︸︸︷=
n∑

i=1

( n∑
k=1

aki ek

∣∣∣ ei

) (2)︷︸︸︷=
n∑

i=1

n∑
k=1

aki
(

ek ei
) (3)︷︸︸︷=

n∑
i=1

ai i = tr(A) = tru

• (1) On a posé A = (ai j )1≤i , j≤n = Mat(u, E ), la matrice de u dans la base (ei ).

• (2) Linéarité à gauche du produit scalaire

• (3) On a appliqué (ei ) base orthonormée, soit
(

ek ei
)= δki . Il ne reste que i = k avec

(
ei ei

)= ei
2 = 1.
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2 )

n∑
i=1

n∑
j=1

(
u(ei ) f j

)2 =
n∑

i=1

n∑
j=1

(
u(ei ) f j

)2
(1)︷︸︸︷=

n∑
i=1

u(ei ) 2

=
n∑

i=1

(
u(ei ) u(ei )

) (2)︷︸︸︷=
n∑

i=1

( n∑
k=1

aki ek

∣∣∣ n∑
k=1

aki ek

)
(3)︷︸︸︷=

n∑
i=1

( n∑
k=1

aki ek

∣∣∣ n∑
j=1

a j i e j

) (4)︷︸︸︷=
n∑

i=1

∑
1≤k, j≤n

aki a j i

(
ek |e j

)
(5)︷︸︸︷=

n∑
i=1

n∑
j=1

a j i a j i =
∑

1≤i , j≤n
a2

j i

(6)︷︸︸︷= (
A A

)
can = A 2

can = tr(AT A)

• (1) C’est la formule rappelée plus haut car ( f j ) j est une BON.

• (2) On a posé A = (ai j )1≤i , j≤n = Mat(u, E ), la matrice de u dans la base (ei ).

• (3) On change le « nom » de l’indice k en j dans la 2e pour éviter une grosse erreur après.

• (4) On a appliqué la bilinéarité du produit scalaire.

• (5) On a appliqué (ei ) base orthonormée, soit
(

ek e j
)= δk j . Il ne reste que j = k avec

(
e j e j

)= e j
2 = 1.

• (6) On a reconnu le produit scalaire canonique sur Mn(R) .

Reste à montrer que tr(AT A) ne dépend pas de la base orthonormée, sachant que A en dépend puisque c’est la matrice de u

dans la base E . Soit E ′ une autre base orthonomée de E . On a la formule :

A′ = Mat(u, E ′) = PT Mat(u, E ) P = PT AP

avec P = P E ′
E

matrice de passage de la BON E à la base E ′. On sait que c’est une matrice orthogonale car les 2 bases sont des

BON , cad que P−1 = PT ou aussi PT P = PPT = I . On écrit :

tr ((A′)T A′) = tr
(
(PT AP )

T
PT AP

)
= tr

(
PT AT (PPT ) AP

)
= tr

(
PT AT A︸ ︷︷ ︸

B

P
)
= tr

(
P PT AT A︸ ︷︷ ︸

B

)
= tr

(
AT A

)

Remarque : Ce n’est pas au programme de PSI (mais au programme de MP), mais pour information, en fait tr(AT A) = tr(u∗ ◦u)

où u∗ est ce qu’on appelle l’adjoint de u. Dans une BON AT est la matrice de u∗. . .

Centrale PSI 2021 (produit scalaire sur ℓ2(R)) H

Ex 12 Soit E l’ensemble des suites (un)n tq la série
∑

u2
n converge. Pour u = (un)n et v = (vn)n on pose

(
u v

)= ∑+∞
n=0 un vn

1 ) Montrez produit scalaire sur E .

2 ) Montrez que, si u ∈ E ne s’annule pas, 1
u n’appartient pas à E .

3 ) Trouvez une CNS sur α pour que ( 1
nα ) ∈ E .

4 ) On note F l’ens. des suites réelles nulles àpcr. Montrez F est un sev de dimension infinie.

5 ) Que dire de F +F⊥ et de (F⊥)⊥ ?

1 ) De l’inégalité usuelle |un vn | ≤ 1
2 (u2

n + v2
n) (que l’on démontre avec la valeur absolue par (un − vn)2 ≥ 0 etun + vn ≥ 0), on

déduit, critère de majoration d’une série positive, l’existence de (u|v). Forme bilinéaire symétrique positive sur E est immédiat.

Quant à définie, ce l’est aussi car (u|u) = ∑+∞
n=0 u2

n = 0 entraine par réalité et positivité, un = 0 nul pour tout n, soit c’est la suite

nulle.

2 ) Soit
∑

un tq
∑

u2
n converge. Par l’absurde : si

∑ 1
u2

n
converge, alors par l’inégalité vue plus haut, la série de terme général

1 = un × 1
un

converge. Absurde.

3 ) Immédiatement, par Riemann,
∑( 1

na

)2 converge ssi a > 1
2 .
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4 ) En notant (up )p∈N la famille de suites définie par upn = δpn pour tout n, famille immédiatement libre de cardinal infini

(dénombrable) de suites presque nulles, on en déduit que F est de dimension infinie.

Remarque : En fait, c’en est une base car elle est génératrice de F (je vous laisse y réfléchir).

5 ) On démontre rapidement que F⊥ = {
0
}
. En effet si (vn) ∈ F⊥, (vn) ⊥ up définie plus haut ce qui amène

(
(vn) up

) = vp = 0,

pour tout p, puis (vn) est la suite nulle. On en déduit F +F⊥ = F et (F ⊥)⊥ = E .

Remarque : Cet énoncé nous fait remarquer (prouver) que, en dimension infinie, on n’a pas toujours F +F⊥ = E , ni (F⊥)⊥ = F .

Par contre, on a toujours ((F⊥)⊥)⊥ = F⊥.

IMT PSI 2022þ | Ensam PSI 2018 | CCP PSI 2013 (matrice de projection orthogonale)

Ex 17 Soit R4 euclidien canonique et F le sev d’équat.
{ x + y + z + t = 0

x − y + z − t = 0
.

1 ) Déterminez une base orthonormée de F et de F⊥.

2 ) Donnez la matrice dans la base canonique de la projection orthogonale sur F⊥.
[
2013 : sur F

]
.

1 )

 x + y + z + t = 0 (H1)

x − y + z − t = 0 (H2)
⇐⇒



x = −z

y = −t

z = z

t = t

(u, v) avec u = (−1,0,1,0) et v = (0,−1,0,1) est donc une base de F . Le principe est alors d’orthonormaliser par l’algorithme de

Gram 1-Schmidt 2, mais ici ce n’est pas nécessaire si on remarque que la base est déjà orthogonale :
(

u v
) = 0. Il suffit alors de

normer, cad diviser par la norme, pour rendre la base orthonormée.
(

1p
2

u, 1p
2

v
)

est une BON de F .

Pour trouver une BON de F⊥, au moins 2 méthodes

Méthode 1 (calcul « mental ») :

C’est possible ici car la base est constituée de 0 et 1 . . . On (devine) considère e = (1,0,1,0). On a immédiatement
(

e u
)= (

e v
)= 0

(car c’est le produit scalaire canonique), donc e ∈ F⊥. Idem avec f = (0,1,0,1). On constate (e, f ) famille libre (les 2 vecteurs sont

visiblement non colinéaires) et dimF⊥ = dimR4 −dimF = 4−2 = 2. Par suite, (e, f ) est une base de F⊥. Par « chance », les deux

vecteurs sont déjà orthogonaux donc
(

1p
2

e, 1p
2

f
)

est une BON de F⊥

Méthode 2 :

On a F = H1 ∩H2 avec H1, H2 hyperplans. Comme ces 2 équations sont des équations des hyperplans dans la base canonique de

R4, que le produit scalaire cet exo est le produit scalaire canonique et que l’on sait alors que la base canonique est orthonormée,

on en déduit (cours) H⊥
1 = Vect(1,1,1,1) et H⊥

2 = Vect(1,−1,1,−1), vecteurs respectivement notés g et h. On utilise alors F =
H1 ∩H2 ⊂ H1, d’où H⊥

1 ⊂ F⊥ et de même H⊥
2 ⊂ F⊥. Raisonnement élémentaire comme plus haut, (g ,h) est une base de F⊥ qui,

par « chance », est encore orthogonale. . . Attention ! quand même, ici ∥g∥ = ∥h∥ = 2, donc ( 1
2 g , 1

2 h) est une BON de F⊥

Remarque : On n’obtient pas la même BON mais pas de quoi « s’affoler », il y a une infinité de BON. . . Le lecteur est d’ailleurs

invité à vérifier manuellement Vect
(
(1,1,1,1), (1,−1,1,−1)

)= Vect
(
(1,0,1,0), (0,1,0,1)

)
.

2 ) Attention ! je calcule la matrice de la projection sur F (de toute façon, il suffit de changer la base)

1. Jorgen Pedersden Gram : mathématicien danois (1850-1916).

2. Erhard Schmidt : allemand (1876-1959) fondateur de l’analyse fonctionnelle.
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Pour calculez la matrice de p dans la base canonique (donc orthonormée ici) il faut et il suffit de calculer ses images par p.

On dispose d’une formule, qui n’est pas toujours applicable à cause du coût de calcul de la BON de F , mais ici, elle est déjà

calculée. . .On a donc p(x) = 1
2

(
u x

)
u+ 1

2

(
v x

)
v et on l’applique aux 4 vecteurs εi de la base canonique de R4. Le calcul est très

aisé, je ne donne que le résultat :

p(1,0,0,0) = 1
2 (1,0,−1,0)

p(0,1,0,0) = 1
2 (0,1,0−1)

p(0,0,1,0) = 1
2 (−1,0,1,0)

p(0,0,0,1) = 1
2 (0,−1,0,1)

Mat(p,ε) = 1

2



1 0 −1 0

0 1 0 −1

−1 0 1 0

0 −1 0 1


Remarques

• La matrice est symétrique ce qui était « prévisible » puisque une projection orthogonale est un endomorphisme symétrique

et la base utilisée est orthonormée (cours de la semaine prochaine)

• Les 4 endomorphismes, projection orthogonale sur F (ici p), sur F⊥ (noté p ′), symétrie orthogonale par rapport à F (s), par

rapport à F⊥ (s′) de « déduisent » les uns des autres, donc leur matrice aussi. Si on se rappelle, partant de E = F ⊕ F⊥, soit

x = f + g , alors p(x) = f , p ′(x) = g , s(x) = f − g , s′(x) = g − f , il vient :

p +p ′ = Id s = 2p − Id = Id −2p ′ s′ = 2p ′− Id = Id −2p =−s

un élève « ambitieux » peut retenir ceci.

CCINP PSI 2022 | Mines-Ponts PSI 2019 | CCP PSI 2017 | CCPBQMP 2023->2021 (distance à un sev de matrices)

Ex 19

1 ) Montrez que l’application (A,B) −→ tr(AT B) est un produit scalaire sur M2(R) .
[
MP : prod. scalaire admis.

]
2 ) Montrez que l’ensemble V des matrices de la forme

(
a b
−b a

)
avec a,b ∈R est un sev de M2(R) .

3 ) Déterminez une BON de V ⊥.
[
MP : seulement base

]
.

4 )
[
MP : Déterminez la projection orthogonale de J = (

1 1
1 1

)
sur V ⊥.

]
5 ) Calculez la distance de J à V ⊥ [

MP : d(J ,V )
] [

Mines PSI : d(J ,V )
]

1 ) Méthode 1 :

ϕ : (A,B) −→ tr(AT B) est un produit scalaire sur Mn(R) car :

• à valeurs dans R, soit une forme.

• ϕ est symétrique : en rappelant que la trace d’une matrice est égal à celle de sa transposée :

ϕ(AB) = tr
(

AT B
)= tr

(
(AT B)

T )= tr
(
BT (AT )

T )=ϕ(B A)

• ϕ est immédiatement linéaire à gauche par linéarité de la trace et de la transposition. Il en résulte, par symétrie, la linéarité

à droite, soit la bilinéarité ;

• ϕ est positive car, par réalité des Aki :

∀ A ∈ Mn(R) , ϕ(A, A) = tr(AT A) =
n∑

i=1

[
AT B

]
i i =

n∑
i=1

n∑
k=1

[AT ]i k Aki =
∑

1≤i ,k≤n
A2

ki ≥ 0

• ϕ est définie car, par réalité des Aki :

ϕ(A, A) = 0 =⇒ ∑
1≤i ,k≤n

A2
ki = 0 =⇒ pour tous 1 ≤ i ,k ≤ n, Aki = 0 =⇒ A = 0

Méthode 2 :

C’est la méthode la plus rapide, peut-être un peu abusive?

tr(AT B) =
n∑

i=1

[
AT B

]
i i =

n∑
i=1

n∑
k=1

[AT ]i k Bki =
∑

1≤i ,k≤n
Aki Bki

7



On reconnaît le produit scalaire canonique de Rn2 ≃ Mn(R) .

2 ) Méthode générale (par stabilité) :

C’est une méthode assez lente et peu élégante en général.

• V ̸= ; car V contient la matrice nulle : a = b = 0.

• Soient Ma,b et Ma′,b′ deux matrices de V et α,β 2 scalaires dans R :

αMa,b +βMa′,b′ =

 αa +βa′ αb +βb′

−αb −βb′ αa +βa′

=

 A B

−B A

 avec A =αa +βa′, B =αb +βb′ réels

Méthode du Vect :  a b

−b a

= a

1 0

0 1


︸ ︷︷ ︸

I2

+b

 0 1

−1 0


︸ ︷︷ ︸

J

V est donc l’ensemble de toutes les combinaisons linéaires de (I2, J ), c’est un sev et V = Vect(I2, J ) Cette famille est génératrice

(par définition du vect) et, étant immédiatement libre, il en résulte que c’est une base et que V est un plan, soit dimV = 2. C’est

même une base orthogonale car tr(IT V ) = tr(V ) = 0 ! )

L’avantage de cette méthode est qu’elle donne (presque) « gratuitement » une base et la dimension. . .

3 ) Grâce à la méthode 2 de la question précédente, on sait dimV ⊥ = dim M2(R) −dimV = 4−2 = 2 Une idée peut être donc de

chercher d’avbord 2 vecteurs orthogonaux à I et J S’ils sont orthogonaux, tant mieux, sinon on appliquera le procédé de Schmidt.

Par exemple, K =

1 0

0 −1

 et L =

0 1

1 0

 conviennent. Elles sont orthogonales. On a ∥K ∥2 = ∥N∥2 = 2.

Une BON de V ⊥ est
( 1p

2
K ,

1p
2

N
)

4 )

Cet exercice fait partie de la banque d’exos CCINP MP, n°081.

Vous pouvez regarder la correction fournie par le concours : Banque CCINP MP 2023 avec corrigés

Ex 20 Calculez inf
M=(mi j )∈Sn (R)

n∑
i=1

n∑
j=1

(i −mi j )2 (On utilisera une distance à un sev).

On rappelle (quasi-cours) que l’on a Sn(R) ⊕ An(R) = Mn(R) , cad que toute matrice carrée d’ordre n se décompose de manière

unique en la somme d’une matrice symétrique et d’une matrice antisymétrique. Pour les élèves « ambitieux », il est bien aussi de

connaître cette décomposition : M = 1

2

(
M +MT

)
︸ ︷︷ ︸

symétrique

+ 1

2

(
M −MT

)
︸ ︷︷ ︸
antisymétrique

Autre chose intéressante : si on munit Mn(R) du produit scalaire canonique, cad
(

A | B
) = ∑

1≤i , j≤n Ai j Bi j = tr
(

AT B
)

Alors

Sn(R) ⊥ An(R). Comme ils sont supplémentaires (le sev est orthogonal « maximal »), cela nous donne même Sn(R)⊥ = An(R) ⇐⇒
An(R)⊥ = Sn(R) . Démontrons l’orthogonalité de ces 2 sev :

Méthode 1 : (
A S

)
can = tr(ST A) = tr(S A) = tr(AT S) =− tr(AS) =− tr(S A) =⇒ (

A S
)

can = 0

8

http://prepas.troyes.free.fr/enligne/download/bqccinpmp_janv2023.pdf


Méthode 2 (par les coefficients) :

(
A S

)
can = ∑

1≤i , j≤n
Ai j Si j

(1)︷︸︸︷= ∑
1≤i< j≤n

Ai j Si j +
∑

1≤ j<i≤n
Ai j Si j

(2)︷︸︸︷= ∑
1≤i< j≤n

Ai j Si j −
∑

1≤ j<i≤n
A j i S j i

(3)︷︸︸︷= ∑
1≤i< j≤n

Ai j Si j −
∑

1≤i< j≤n
Ai j Si j = 0

• (1) Rappelons que pour une matrice antisymétrique, Ai i = 0

• (2) Ai j =−A j i .

• (3) Echange du « nom » des 2 variables muettes i et j dans la 2e somme.

Donc, pour terminer ce préambule en appelant p la projection orthogonale sur Sn(R) (orthogonale au sens du produit scalaire

canonique), on a (rappelé plus haut) p(M) = 1
2

(
M +MT

)
. On notera qu’on n’utilise pas la formule d’une projection orthogonale

. . .

Revenons à l’exo et rappelons le cours sur la distance d’un vecteur a à un sev F dans un ev euclidien E :

d 2(a,F ) = inf
f ∈F

d 2(a, f ) = ∥a −pF (a)∥2 = ∥a∥2 −∥pF (a)∥2

Ici on nous donne inf
M=(mi j )∈Sn (R)

n∑
i=1

n∑
j=1

(i −mi j )2. Il faut donc trouver a, F et le produit scalaire. F se « voit » immédiatement :

c’est Sn(R) . On doit « deviner » le produit scalaire canonique (sur les matrices carrées) et ensuite on vérifie bien que çà « colle »

pour la distance euclidienne associée :

d 2(A, M) = ∥A−M∥2 = (A−M |A−M) = ∑
1≤i , j≤n

(Ai j −Mi j )2

Par suite, on « prend » pour le vecteur a, la matrice A =
(
i
)

1≤i , j≤n
. Finalement :

inf
M=(mi j )∈Sn (R)

n∑
i=1

n∑
j=1

(i −mi j )2 = d 2(A, Sn(R) ) = ∥A∥2 −∥p(A)∥2

∥A∥2
can =

n∑
j=1

n∑
i=1

i 2 =
n∑

j=1

n(n +1)(2n +1)

6
= n × n(n +1)(2n +1)

6
= n2(n +1)(2n +1)

6

∥p(A)∥2
can = ∥1

2
(A+ AT )∥2 = 1

4

∑
1≤i , j≤n

(i + j )2 = 1

4

∑
1≤i , j≤n

i 2 + j 2 +2i j

= 1

4

∑
1≤i , j≤n

i 2 + 1

4

∑
1≤i , j≤n

j 2 + 1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

i j = n2(n +1)(2n +1)

12
+ 1

2

n∑
i=1

i
( n∑

j=1
j
)

= n2(n +1)(2n +1)

12
+ 1

2

n∑
i=1

i
n(n +1)

2
= n2(n +1)(2n +1)

12
+ n(n +1)

4

n∑
i=1

i

= n2(n +1)(2n +1)

12
+ n2(n +12)

8

Je vous laisse faire la soustraction finale . . . Je rappelle la somme des entiers, des carrés des entiers, des cubes des entiers. Tout le

monde doit connaître la première et la deuxième est au programme :

n∑
i=1

i = n(n +1)

2

n∑
i=1

i 2 = n(n +1)(2n +1)

6

n∑
i=1

i 3 = n2(n +1)2

4
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Ex 21 � Soit p ∈ L (R3) canoniquement associé à A = 1

6


5 −2 1

−2 2 2

1 2 5

. Montrez projection orthogonale sur un plan.

R3 est usuellement muni de sa structure euclidienne canonique. Ce n’était pas dit dans l’énoncé, ce qui entraine qu’il était com-

plètement impossible de démontrer que la projection était orthogonale. C’était pour voir si vous l’aviez vu. . .

Un calcul immédiat (laissé au lecteur) montre A2 = A. Il s’ensuit que p2 = p, cad p est une projection. Pour démontrer que p

est une projection orthogonale, il y a 2 méthodes : ou bien on montre que le « sur » est orthogonal au « parallèlement » de la

projection, cad Im p = Ker(Id −p) ⊥ Ker p, ou bien on montre que l’endomorphisme est symétrique (cours de Spé).

Méthode 1 :

La matrice A est visiblement symétrique et comme la base canonique est orthonormée pour la structure euclidienne canonique,

on en déduit que p est une projection orthogonale. Notons que cette méthode ne donne pas « sur » quoi on projette. Il faudra

donc ensuite utiliser une partie de la méthode 2. On pourrait aussi démontrer que rg A = 2.

Méthode 2 :

Montrons Ker A ⊥ Im A. Usuellement, le noyau d’une matrice amène à un systéme :

(x, y, z) ∈ Ker A ⇐⇒


5x −2y + z = 0

−2x +2y +2z = 0

x +2y +5z = 0

⇐⇒


x = −z

y = −2z

z = z

C’est donc la droite dirigée par U = (−1,−2,1). Le théorème du rang donne dim Im A = 2. On « remarque » −C1−C2+C3 = 0 (c’est

normal, cela « vient » du noyau, je l’ai déjà dit en cours plusieurs fois. . .). Par conséquent Im A = Vect(C1,C2,C3) = Vect(C1,C2).

En général, donner l’image d’une matrice équivaut à donner une base des colonnes, ce qui est fait ici. Pour démontrer l’ortho-

gonalité, il faut et il suffit de démontrer l’orthogonalité des bases :
(
U C1

)
can = −5+ 4+ 1 = 0 et

(
U C2

)
can = 2− 4+ 2 = 0. La

projection est donc bien orthogonale et sur un plan (l’image).

Ex 22 � Soit ω(a,b,c) un vecteur unitaire de R3 euclidien canonique. Ecrivez la matrice dans la base canonique de la

projection orthogonale sur R.ω.

Comme ω = (a,b,c) est un vecteur unitaire, c’est une base orthonormée de la droite D = Vect(ω) = R.ω. Par conséquent, la

formule de la projection orthogonnale p sur cette droite est : p(x) = (ω|x)ω. Pour écrire la matrice de p dans la base canonique

E = (ε1,ε2,ε3) on calcule :

p(ε1) = p(1,0,0) = ((1,0,0)|(a,b,c))ω= aω= (aa, ab, ac)

p(ε2) = p(0,1,0) = ((0,1,0)|(a,b,c))ω= bω= (ba,bb,bc)

p(ε3) = p(0,0,1) = ((0,0,1)|(a,b,c))ω= aω= (ca,cb,cc)
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R3 étant muni de sa struture euclidienne canonique, on a appliqué le produit scalaire canonique. On peut écrire la matrice :

P =


aa ba ca

ab bb cb

ac bc cc



Remarque : Cette matrice est symétrique ce qui n’est pas étonnant, puisqu’une projection orthogonale (comme une symétrie

orthogonale) est un endomorphisme symétrique.

CCP PSI 2021þ (calcul inf intégrale)

Ex 24 On pose m = inf
∫ π

−π
(

cos(x)−ax2 −bx − c
)2 dx .

1 ) Montrez l’existence de m.

2 ) Trouvez des réels a,b,c réalisant cet inf. (Ind :on pourra utiliser l’orthonormalisation de Gramm-Schmidt).

1 ) En se plaçant sur l’ev C 0
( [ −π,π

]
, R

)
et le produit scalaire usuel associé

(
f g

) = ∫ π
−π f (x)g (x)dx . On sait que d 2( f , g ) =∫ π

−π( f (x)− g (x))2 dx est la distance euclidienne canoniquement associée et que m existe puisqu’il réalise alors la distance de

f (x) = cos(x) au R-ev R2[X ], engendré par (1, x, x2).

2 ) Le cours nous apprend que P (X ) = aX 2 + bX + c réalisant l’inf est obtenu par la projection orthogonale de f sur R2[X ].

(1, X , X 2) n’est pas une BON de R2[X ], pour se produit scalaire-là en tous cas, car par exemple,
(

1 X 2
) = 2

3π
3. On ne peut alors

appliquer la formule avec cette base, il faut utiliser le procédé de Schmidt pour en construire une (Q0,Q1,Q2) :

• Q0 = 1

∥1∥ = 1p
2π

car ∥1∥2 =
∫ π

−π
12 dt = 2π.

• Q1 = R1

∥R1∥
avec R1 = X − (

X Q0
)

Q0,
(

Q0 X
)= 1p

2π

∫ π

−π
t dt = 0 et ∥X ∥2 = 2π3

3
. Finalement Q1 =

√
3

2π3 X .

• Q2 = R2

∥R2∥
avec R2 = X 2 − (

X 2 Q0
)

Q0 −
(

X 2 Q1
)

Q1 = X 2 − π2

3

Par application de la formule, le projeté est alors :

(
cos(x) Q0

)
Q0(X )+ (

cos(x) Q1
)

Q1(X )+ (
cos(x) Q2

)
Q2(X ) = −45

2
X 2 + 15

2π2

TPE PSI 2019 (éléments propres matrice orthogonale) �

Ex 26

1 ) A quelle condition sur les réels p, q la matrice A =


p 0 q

0 1 0

q 0 −p

 est-elle orthogonale ?

2 ) Donnez les éléments propres de A

1 ) La matrice est orthogonale ssi les 3 colonnes forment une BON pour R3 muni de sa structure euclidienne canonique. On

constate que ces 3 vecteurs sont déjà orthogonaux 2 à 2. Comme ∥C1∥2 = ∥C3∥2 = p2 + q2 et ∥C2∥2 = 1, il vient que A ∈ O(3) ssi

p2 +q2 = 1.

2 ) On peut remarquer que la matrice est symétrique réelle donc diagonalisable. On calcule le polynôme caractéristique pour

trouver les vps (par ailleurs on sait que les seules vp réelles possibles d’une matrice orthogonale sont ±1) :

χA(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ−p 0 −q

0 λ−1 0

−q 0 λ+p

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= ·· · = (λ−1)(λ−p2 −q2) = (λ−1)2(λ+1)
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Remarque : Puisque l’endomorphisme canoniquement associé est symétrique et orthogonal, on pouvait espérer (mais Attention

! ce n’est pas équivalent, c’est juste plus probable. . .) que c’est une symétrie orthogonale d’où calculer A2 et vérifier immédiate-

ment que c’est I . On retrouve ainsi un peu plus rapidement que les deux vp sont ±1, comme pour toute symétrie.

Espace propre associé à 1 :

X =


x

y

z

 ∈ E(1) ⇐⇒

 (1−p)x −qz = 0

−qx + (1+p)z = 0
⇐⇒ (1−p)x −qz = 0

On va un peu plus vite dans la résolution du système si on a remarqué que les deux plans sont les mêmes puisqu’on sait, par

diagonalisabilité, dimE(1) =µ(1) = 2 !

Espace propre associé à -1 : Il est ici maladroit de le calculer puisque le cours nous apprend qu’il est orthogonal à E(1) : c’est donc

la droite dirigée par le vecteur (1−p,0,−q)

ENSAM PSI 2015 (inégalités sur les matrices orthogonales) H�

Ex 28 Soit M ∈On(R) de coefficients mi j . Montrez que

∣∣∣∣∣ ∑
1≤i , j≤n

mi j

∣∣∣∣∣≤ n ≤ ∑
1≤i , j≤n

∣∣∣mi j

∣∣∣≤ n3/2

On va utiliser deux produits scalaires canoniques ici, celui sur Mn(R) et celui sur Rn ≃ Mn,1(R) . Ce sont :

∀ A,B ∈ Mn(R) ,
(

A B
)= ∑

1≤i , j≤n
ai j bi j = tr(AT B) ∀X ,Y ∈Rn , 〈X , Y 〉 = ∑

1≤i≤n
xi yi = XT Y

On peut noter que le 2e produit scalaire est aussi égal à tr(XT Y ) parce que c’est une matrice 1×1 mais c’est sans intérêt. On va

noter de la même façon, les 2 normes euclidiennes correspondantes, cad ∥.∥. On va utiliser aussi deux fois l’inégalité de Cauchy 3-

Schwarz 4 : (x|y) ≤ ∥x∥∥y∥ avec égalité ssi les 2 vecteurs x et y sont colinéaires positifs. On a aussi d’ailleurs |(x|y)| ≤ ∥x∥∥y∥ avec

égalité ssi les 2 vecteurs x et y sont colinéaires.

M étant une matrice orthogonale, la norme (euclidienne canonique) de chaque vecteur colonne C j vaut 1 , soit pour tout 1 ≤ j ≤
n, ∥C j ∥2 = ∑n

i=1 m2
i j = 1. Par suite :

n∑
j=1

n∑
i=1

m2
i j =

n∑
j=1

1 = n = ∑
1≤i , j≤n

m2
i j = ∥M∥2

On peut écrire |mi j | = mi j ×εi j avec εi j =±1. Posons J =
(
εi j

)
1≤i , j≤n

∈ Mn(R) . Ensuite :

(
M J

)= ∑
1≤i , j≤n

mi j ×εi j =
∑

1≤i , j≤n
|mi j |

(1)︷︸︸︷≤ ∥M∥×∥J∥
(2)︷︸︸︷= p

n ×n (E1)

• (1) Inégalité de Cauchy3-Schwarz4

• (2) On calcule ∥J∥2 = ∑
1≤i , j≤n

(εi j )2 = ∑
1≤i , j≤n

1 = n2

Posons maintenant U = (1, . . . ,1), puis :∣∣∣〈MU , U 〉
∣∣∣= ∣∣∣ n∑

i=1
[MU ]iUi

∣∣∣= ∣∣∣ n∑
i=1

[MU ]i

∣∣∣= ∣∣∣ n∑
i=1

n∑
k=1

Mi k ×1
∣∣∣= ∣∣∣ ∑

1≤i ,k≤n
Mi k

∣∣∣ (1)︷︸︸︷≤ ∥MU∥∥U∥
(2)︷︸︸︷= ∥U∥2 = n (E2)

• (1) Inégalité de Cauchy3-Schwarz4

• (2) M étant un matrice orthogonale représente (dans une bon) un endomorphisme orthogonal qui conserve la norme

d’où ∥MU∥ = ∥U∥.

3. Augustin-Louis Cauchy : français (1789-1857). Oeuvre considérable de 700 mémoires. A l’origine de l’Analyse moderne par rigorisation des limites et de la

continuité. Travaux en théorie des fonctions d’une variable réelle et complexe, en théorie des groupes.

4. Hermann Schwarz : mathématicien allemand (1843-1921). Elève de Weierstrass. Analyse fonctionnelle.

3. Augustin-Louis Cauchy : français (1789-1857). Oeuvre considérable de 700 mémoires. A l’origine de l’Analyse moderne par rigorisation des limites et de la

continuité. Travaux en théorie des fonctions d’une variable réelle et complexe, en théorie des groupes.

4. Hermann Schwarz : mathématicien allemand (1843-1921). Elève de Weierstrass. Analyse fonctionnelle.
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La dernière inégalité s’obtient en remarquant que puisque la norme (euclidienne canonique) de chaque colonne C j vaut 1, cad∑n
i=1 m2

i j = 1, on en déduit m2
i j ≤ 1, puis |mi j | ≤ 1. Il suit :

∑
1≤i , j≤n

|mi j |
(1)︷︸︸︷≥ ∑

1≤i , j≤n
|mi j |2 = ∥M∥2

(2)︷︸︸︷= n (E3)

• (1) Comme |mi j | ≤ 1, il vient m2
i j ≤ |mi j |

• (2) Egalité déjà calculée un peu plus haut.

Remarques

• Pour la première inégalité (E1), il y a égalité ssi il y a égalité avec Cauchy-SChwarz (sans valeur absolue) donc ssi M et J

sont colinéaires positifs. Ceci nécessite que les coefficients soient tous des ± 1p
n

pour que les colonnes soient de norme 1.

Réciproquement, ce sont bien des matrices orthogonales à condition que n soit pair (et même multiple de >4 pour n ≥ 3),

les + ou - soient « équilibrés » pour que les colonnes soient orthogonales entre elles. Le lecteur vérifiera qu’il y en a 8 pour

une matrice d’ordre 2 (coefficients ± 1p
2

)). Ce sont les matrices de Hadamard (colinéaires à).

• Pour la deuxième inégalité (E2) ; là encore, elle s’appuie sur Cauchy3-Schwarz4 avec valeur absolue. L’égalité a lieu pour

MU et U ̸= 0 colinéaires, ce qui se traduit exactement par U vecteur propre de M , puis la somme des lignes égales, puisque

la i -ème coordonnée de MU est la somme de la i -ième ligne. On trouve par exemple toutes les matrices de permutations

(un seul 1 par ligne et par colonne) et leurs opposées

CCP PSI 2016 (cns isométrie) �

Ex 30 Pour a ̸= 0 donné dans un ev euclidien E , déterminez les valeurs de α ∈R pour lesquelles u(x) =α(
x a

)
a−x est une

isométrie. Rajout à l’oral originel : les reconnaître

On calcule : u(x) 2 = (
α(a|x)a −x α(a|x)a −x

)=α2(x|a)2
(

a a
)−2α(a|x)

(
a x

)+ (
x x

)
, par bilinéarité.

Par suite, u ∈O(E) ssi u conserve la norme ssi pour tout x ∈ E , u(x) 2 = x 2 ssi :

∀x ∈ E , α
(

a x
)2(

α∥a∥2 −2 ) = 0 ⇐⇒ α= 0 ou ∥a∥ =
p

2p
α

Etant donné que (a|x) = 0 n’est pas possible pour tout x mais que pour x ∈ Vect(a)⊥ (a ̸= 0).

Remarque : Pour α= 0, on reconnaît évidemment la symétrie orthogonale par rapport à
{

0
}

(symétrie « centrale » par rapport à

0 pourrait-on dire). Pour l’autre valeur, on constate pour x ⊥ a, u(x) =−x et , pour x colinéaire à a, il faut et il suffit de regarder

la valeur en a par linéarité : u(a) =α∥a∥2a −a = a. Comme u /
Vect(a)⊥ =− Id et u /

Vect(a)
= Id, u est la symétrie orthogonale par

rapport à la droite Vect(a).

Ex 31 Matrice de Householder 5 : Soit Rn muni de sa structure euclidienne canonique et une matrice colonne V ∈ Mn,1(R)

de norme 1. Montrez que l’endomorphisme de matrice I −2V V T représente une symétrie, puis montrez qu’elle orthogonale et

donnez ses caractéristiques.

Je rappelle que V V T est une matrice de rang 1 où toutes les colonnes sont colinéaires à V , tandis que V T V représente le produit

scalaire canonique
(

V V
)

can dans Mn,1(R) ou, de manière équivalente, l’expression matricielle du produit scalaire dans Rn .

5. Alston Householder : américain (1904-1993). Contributions en analyse numérique, Méthode et matrice éponyme.
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Méthode 1 :

Soit F un sev de E de dimension finie (= Rn ici). On sait F ⊕ F⊥ = E , cad pour tout x ∈ E , on peut écrire x = f + g avec f ∈ F et

g ∈ F⊥, cad f ⊥ g . Je rappelle que pF , la projection orthogonale sur F est définie par pF (x) = f , la projection orthogonale p ′ sur

F⊥ est définie par p ′(x) = g , que pF +p ′ = I d et que la symétrie orthogonale sF par rapport à F vérifie sF (x) = f −g = f +g −2 f =(
I d −2pF

)
(x), cad sF = I d −2pF .

D’autre part V étant de norme 1, (V ) est une base orthonormée de la droite D = Vect(V ). Une formule du cours nous donne que

la projection orthogonale p sur la droite D s’écrit : ∀X ∈ Mn,1(R) , pD (X ) = (
X V

)
canV expression qui matriciellement s’écrit :

Mat(pD (X )) = (X V )T V =V (X V )T =V V T X =⇒ Mat(pD ) =V V T

On termine par I−2V V T = Mat(Id−2pD ) = Mat(SD⊥ ). C’est donc la matrice de la symétrie orthogonale par rapport à l’hyperplan

D⊥ = Vect(V )⊥ (l’hyperplan « normal » à V ). Les symétries orthogonales par rapport à des hyperplans s’appellent des réflexions

(l’hyperplan est comme un « miroir »).

Méthode 2 :

S = I −2V V T est la matrice d’une symétrie puisque :

S2 = (
I −2V V T )2

(1)︷︸︸︷= I 2 −4V V T +4(V V T )2 = I −4V V T +4V (V T V )V T
(2)︷︸︸︷= I −4V V T +4V V T = I

• (1) I commutant avec toute matrice, on a pu appliquer la formule du binôme de Newton 6.

• (2) Il faut reconnaître V T V = ∥V ∥2
can = 1 car V est unitaire par hypothèse

Pour démontrer symétrie orthogonale, il faut et il suffit de démontrer que la matrice est symétrique, ce qui est immédiat :

ST = (
I −2V V T )T = I −2(V V T )

T = I −2(V T )
T

V T = S

Pour trouver le « par rapport », on cherche l’espace propre associé à 1, les vecteurs invariants, E(1) = Ker(I −S)

X ∈ E(1) ⇐⇒ SX = X ⇐⇒ (I −2V V T )X = X ⇐⇒ X −2V V T X = X ⇐⇒ V V T X = 0 ⇐⇒ V (V |X ) = 0 ⇐⇒ X ⊥V

On retrouve bien la symétrie orthogonale par rapport à l’hyperplan orthogonal à V, H = Vect(V )⊥.

CCP PSI 2019 (matrice orthogonale vérifiant équation) �

Ex 35 Soit M ∈ On(R) telle que
1

3
(In +2M) ∈ On(R) .

1 ) Montrez que pour tout x ∈Rn ,
(

M x x
)= ∥x∥2.

2 ) Que peut-on en déduire sur M ?

1 ) On a par hypothèse, MT M = I et aussi :

I =
(1

3
(In +2M)

)T (1

3
(In +2M)

)
= 1

9

(
In +2MT

) (
In +2M

)
= 1

9

(
I +2(MT +M)+4I

) =⇒ MT +M = 2I

On se place dans une BON pour utiliser l’expression canonique du produit scalaire par rapport aux coordonnées (le produit

scalaire de Rn n’est pas précisé) :

∀X ∈ Mn,1(R) ,
(

M X X
)= (M X )T X = XT MT X

(1)︷︸︸︷= (
XT MT X

)T = XT M X

(2)︷︸︸︷= 1

2
XT (M +MT )X = XT I X = XT X = ∥X ∥2

• (1) Comme la matrice XT MT X est une matrice 1×1, elle est égale à sa transposée

6. Isaac Newton : anglais (1643-1727). Partage avec Leibniz la découverte du calcul infinitésimal. Connu pour la formule du binôme et la méthode éponyme

d’approximation des zéros d’une fonction.
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• (2) On utilise si x = a = b, alors x = 1
2 (a +b).

2 )

Méthode 1 : On peut se rappeler que l’angle (sans le sens) est donné par cosθ =
(

x y
)

∥x∥∥y∥ . On en tire ici que l’angle (de mesure)

θ entre M X et X vérifie (s’ils sont non nuls)

cosθ =
(

M X X
)

∥M X ∥∥X ∥ =
(

M X X
)

∥X ∥∥X ∥ = 1

On a utilisé ∥M X ∥ = ∥X ∥ car M orthogonale. donc θ ≡ 0 [2π], soit M X =λX avec λ≥ 0 puis par même norme, M X = X pour tout

X donc M = I .

Méthode 2 : On utilise Cauchy-Schwarz : ∀x, y,
(

x y
)≤ ∥x∥∥y∥. Ici, cela amène :

∥X ∥2 = (
M X X

)≤ ∥M X ∥∥X ∥ = ∥X ∥2

Il y a donc égalité dans Cauchy-Schwarz, soit M X =λX avec λ≥ 0 (car il n’y a pas de valeur absolue) puis comme plus haut λ= 1

puis M = I .

Ex 39 � Montrez le seul endomorphisme symétrique vérifiant ∀x ∈ E
(

x f (x)
)= 0 (cad f (x) ⊥ x) est l’application nulle

par deux méthodes : le théorème spectral et en « considérant » x + y )

Méthode 1 (par le théorème spectral) : Soit f un endomorphisme symétrique vérifiant ∀x ∈ E , = (
f (x) x

)= 0, cad pour tout

vecteur x, f (x) ⊥ x. Soit λ une valeur propre de f , alors il existe x ̸= 0 tel que f (x) =λx. Il suit :(
f (x) x

)= (
λx x

)=λ x 2 = 0

Comme x ̸= 0, on en déduit λ= 0. Attention au raisonnement, on n’a pas démontré que 0 est valeur propre ! Seulement que 0 est

la seule valeur propre possible. Ceci dit, on sait que f a n valeurs propres puisqu’est diagonalisable, donc 0 est valeur propre de

multiplicité n. Pour toute matrice S symétrique représentant f dans une base orthonormée, le théorème spectral nous apprend

qu’il existe une matrice orthogonale P telle que S = PDP−1 = PDPT = P0PT = 0.

Méthode 2 (indication de l’énoncé) : On écrit :

0 = (
f (x + y) x + y

)= (
f (x) y

)+ (
f (x) x

)+ (
y f (y)

)+ (
x f (y)

) =⇒ (
f (x) y

)=−(
x f (y)

)
Comme on sait

(
f (x) y

)= (
x f (y)

)
, il vient pour tous x, y ,

(
f (x) y

)= 0, donc f (x) ∈ E⊥ = {
0
}
, soit f est l’application nulle.

Mines-Ponts PSI 2022 (inégalité de Kantorovitch partielle) H

Ex 43 Soit A ∈ Sn(R) . On dit que A est définie positive si Sp A ⊂R+∗ .

1 ) Soit A définie positive. Montrez il existe une unique matrice B symétrique définie positive tq B 2 = A.

2 ) Soit (c1, . . . ,cn) une BON de vecteurs propres de A. Exprimer
(

AX X
)

en fonction de la décomposition de X dans cette base.

3 ) Montrez, pour tout X ∈Rn , ∥X ∥4 ≤ (
AX X

)(
A−1X X

)
. Dans quels cas a-t-on égalité ?

1 ) Montrons que toute matrice symétrique positive A possède une unique racine carrée symétrique positive (c’est un peu plus

général que l’énoncé). Je vous laisse traiter seul avec définie, il n’y a pas grand changement.

Existence : On utilise le théorème spectral : A = PDP−1 = PDPT avec P ∈ On(R) et D avec sur sa diagonales, les vp λi ≥ 0. On

pose alors∆= Diag(
√
λ1, . . . ,

√
λn). On écrit alors A = P∆2PT = P∆PT P∆PT . La matrice B = P∆PT est symétrique, car (P∆PT )

T =
P∆T PT = B , et positive, car ses vp sont les

√
λi ≥ 0, et vérifie B 2 = A
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Unicité :

Méthode 1 : Soient C ∈ S +
n (R) une autre matrice vérifiant C 2 = A. Dans une 1re étape, on suppose A,B ,C co-diagonalisables, on

le démontre après. Elles sont diagonalisables car symétriques ! Il existe donc P inversible tel que B = PDB P−1, C = PDC P−1 et

A = PDP−1. De B 2 =C 2 = A, il suit D2
B = D2

C = D et donc par positivité, nécessairement le ie coefficient diagonal de DB et DC est

la racine carrée du λi de D , d’où finalement DB = DC , puis B =C .

Rappelons que des matrices diagonalisables sont co-diagonalisables ssi elles commutent (ce n’est pas du cours mais à savoir

quand même, voir exo41 corrigé de la feuille 5). B commute avec A car B A = B 3 = AB . On peut aussi dire car A est un polynôme

en B . Idem pour C . Pour établir que B et C commutent, nous allons montrer que B est un polynôme en A (et donc en C ). A et B

sont co-diagonalisables

∃Q ∈R[X ],B =Q(A) ⇐⇒ PDB P−1 =Q(PDP−1) = PQ(D)P−1 ⇐⇒ DB =Q(D) ⇐⇒ ∃Q ∈R[X ]∀1 ≤ i ≤ n,
√
λi =Q(λi )

Pour trouver ce polynôme, il faut utiliser la théorie des polynômes de Lagrange, je vous conseille d’aller réviser ce chapitre.

Considérons λ0, . . . ,λp les p +1 vps distinctes de A (on les a réindicés) et (L0, . . . ,Lp ) les polynômes de Lagrange associés. Alors la

polynôme Q(X ) = ∑p
i=0

√
λi Li (X ) convient.

Méthode 2 : On raisonne avec les morphismes. Soit c un endomorphisme symétrique positif vérifiant c2 = a, avec a ∈ S+(E). a est

diagonalisable de vps distinctes λ1, . . . ,λp . On a alors E = E(λ1) ⊕ . . . ⊕ E(λp ). Comme c commute avec a, chaque espace propre

Ei = E(λi ) est stable par c : notons ci l’endomorphisme induit par c. ai l’endomorphisme induit par a sur Ei vérifie ai =λi Id ! (je

vous laisse y réfléchir). ci est diagonalisable (car symétrique) et, vu en cours en raisonnant dansC, les vps de c2
i sont les carrés des

vps de ci , par conséquent, comme elles sont réelles et positives, ce ne peut-être que
√
λi ! Par suite, on sait que ci ne peut-être

que
p
λi Id Ei . c étant défini de manière unique sur chaque Ei de la somme directe égale à E est donc unique. (et on a l’existence

aussi).

Remarques

• Il existe des matrices, mêmes symétriques, qui n’ont aucune racine carrée, par exemple Diag(−1,1) (je vous laisse y réflé-

chir). par contre elle admet une racine carrée complexe.

• La matrice
(

0 1
0 0

)
n’admet aucune racine carrée, même dans C.

2 ) Si X = ∑n
i=1 xi ci , avec Aci =λi ci et (ci ) BON,(

AX X
)= ( n∑

i=1
xi Aci

∣∣∣ n∑
i=1

xi ci

)
=

( n∑
i=1

xiλi ci

∣∣∣ n∑
j=1

x j c j

)
= ∑

1≤i , j≤n
λi xi x j

(
ei e j

)= n∑
i=1

λi x2
i

3 ) En se plaçant dans la BON (c1, . . . ,cn), la norme euclidienne a son expression canonique.

∥X ∥4 =
( n∑

i=1
x2

i

)2 =
( n∑

i=1

√
λi xi

1p
λi

xi

)2
(1)︷︸︸︷≤

( n∑
i=1

λi x2
i

)( n∑
i=1

1

λi
x2

i

) (2)︷︸︸︷= (
AX X

)(
A−1X X

)
• (1) Inégalité de Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire canonique sur Rn .

• (2) Formule de la Q2 et la même s’applique pour A−1 puisque des vecteurs propres de A sont des vecteurs propres de

A−1.

Comme cette démonstration n’a qu’une inégalité, il y a égalité ssi cette inégalité (de Cauchy-schwarz) est une égalité cad ssi les

2 vecteurs sont colinéaires cad ssi (
√
λi xi )i col. à ( 1p

λi
xi )i ssi il existe une constante C tq pour tout i , (

p
λi )2 = C ssi A = C I

homothétie.
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Centrale PSI 2021 (adjoint intégral) H

Ex 44 On note I = [
0, π2

]
et E = C 0

(
I , R

)
. On munit E du produit scalaire usuel

(
f g

) = ∫ π/2
0 f g . Pour f ∈ E , on définit 2

fonctions A( f ) et B( f ) sur I en posant A( f )(x) = ∫ x
0 f et B( f )(x) = ∫ π/2

x f .

1 ) Montrez que ∀ f , g ∈ E ,
(

A( f ) g
)= (

f B(g )
)
. En déduire que les vp de B ◦ A sont positives.

2 ) Montrez ∀ f ∈ E ,∀x ∈ I , (A( f )(x))2 ≤ x
∫ x

0 f (t )2 dt . En déduire l’existence d’un réel K indépendant de f tq ∥A( f )∥ ≤ K ∥ f ∥.

3 ) Montrez que A est un endomorphisme continu de E .

1 )

(
A( f ) g

)= ∫ π/2

0
g (x)dx

∫ x

0
f (t )dt

(1)︷︸︸︷=
[
−

∫ x

0
f
∫ π/2

x
g
]π/2

0
+

∫ π/2

0
f (t )dt

∫ π/2

t
g (x)dx =

∫ π/2

0
f (t )dt

∫ π/2

t
g (x)dx = (

f B(g )
)

• (1) On effectue une Ipp avec u = ∫ x
0 f v ′ = g (x) u′(x) = f (x) v =−∫ π/2

x g

Remarque : Si on regarde le 2e et le 3e égal, on a interverti l’ordre d’intégration entre x et t , ainsi le domaine
{

0 ≤ x ≤ π
2 0 ≤ t ≤ x

}
« devient »

{
0 ≤ t ≤ π

2 t ≤ x ≤ π
2

}
; C’est le théorème de Fubini (pour les intégrales doubles), utilisé sans doute en Physique, mais il

n’est pas au programme (ni de MP non plus d’ailleurs) . . .

Si λ est une vp de B ◦ A, (B ◦ A)( f ) =λ f avec f ̸= 0 et
(

(B ◦ A)( f ) f
)=λ∥ f ∥2 = (

A( f ) A( f )
)= ∥A( f )∥2 ≥ 0. Comme f ̸= 0,∥ f ∥ ̸= 0

et donc λ≥ 0

Remarque : Si on était en dimension finie, via une BON, en passant aux matrices notées A′ et B ′, on aurait B ′ = A′T , puis la

matrice de B ◦ A est A′T A′ ∈ S +
n (R) comme déjà vu en exo. Un élève « ambitieux » peut même considérer que c’est du cours.

2 ) (
A( f )(x)

)2 =
(∫ x

0
f (t )dt

)2 =
(∫ x

0
f (t )×1dt

)2
(1)︷︸︸︷≤

∫ x

0
12 dt ×

∫ x

0
f 2 = x

∫ x

0
f 2

• (1) Inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée au produit-scalaire
∫ x

0 f g (x est considéré fixé pour le raisonnement)

∥A( f )∥2 =
∫ π/2

0

(
A( f )(x)

)2 dx

(1)︷︸︸︷≤
∫ π/2

0
x

∫ x

0
f 2 dx

(2)︷︸︸︷≤
∫ π/2

0
x

∫ π/2

0
f 2 dx = π2

8
∥ f ∥2

• (1) Croissance de l’intégrale (bornes ordonnées) et inégalité précédente.

• (2) Encore croissance de l’intégrale et l’application x −→ ∫ x
0 f 2 croissante car f 2 ≥ 0 car réelle.

3 ) On en déduit immédiatement que A est lipschitzienne donc continue car :

∥A( f )− A(g )∥ = ∥A( f − g )∥ ≤ π

2
p

2
∥ f − g∥

Reste à prouver endomorphisme et surtout endo (laissé au lecteur, c’est le théorème fondamental de l’analyse)

Remarques

• Une application linéaire f est continue ssi elle est continue en 0 ssi elle est lipschitzienne ssi il existe une constante K tq

pour tout x, ∥ f (x)∥ ≤ K ∥x∥. On peut considérer que c’est du cours.

• Toute application linéaire est continue en dimension finie.
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Ex 45 Soit (u1, . . . ,un) une base d’un ev euclidien. On pose f (x) =
n∑

k=1

(
uk x

)
uk

1 ) Que vaut f (x) si la base est orthonormée ?

2 ) Montrez que dans le cas général l’endomorphisme f est symétrique défini positif.

1 ) Si on sait bien son cours, lorsque la base est orthonormée, le scalaire
(

uk x
)

est la coordonnée xk selon uk . Par suite, f (x) = x.

2 ) Montrons d’abord f endomorphisme symétrique. Pour tous x, y de E

(
f (x) y

)= ( n∑
k=1

(uk |x)uk y
) (1)︷︸︸︷=

n∑
k=1

(uk |x)
(

uk y
) (2)︷︸︸︷= (

f (y) x
) (3)︷︸︸︷= (

x f (y)
)

• (1) Découle de la linéarité à gauche du produit scalaire.

• (2) L’expression obtenue étant symétrique, on peut inter-changer les lettres dans l’expression du départ

• (3) La symétrie du produit scalaire. . .

Montrons que les valeurs propres sont strictement positives. Soit λ réel tq f (x) = λx avec x ̸= 0. Alors en ré-utilisant la formule

plus haut
(

f (x) x
)= n∑

k=1

(
uk x

)2 >︸︷︷︸
(1)

0 et d’autre part
(

f (x) x
)= (

λx x
)=λ∥x∥2 > 0. De x ̸= 0, il résulte λ> 0.

La positivité de (1) étant immédiate, il suffit de prouver que la quantité est non nulle (pour x ̸= 0). Par la contraposée : si elle

était nulle, par positivité, on aurait pour tous 1 ≤ k ≤ n, (uk |x) = 0. (Note : si la base était orthonormée, comme ce seraient les

coordonnées de x, on aurait immédiatement x = 0, mais pas ici). Cette nullité amène x ⊥ uk pour tout k puis x ∈ Vect(uk )⊥≤k≤n

et comme c’est une base de E , cet ensemble est E⊥ = {
0
}
.

Ex 49 Soit u un endomorphisme symétrique d’un R-ev euclidien E . Montrez Imu = ( Keru)⊥

Soit u un endomorphisme symétrique. On sait dim( Keru)⊥ = n −dim Keru = dim Imu. Par suite, il faut et il suffit de démontrer

Imu ⊂ ( Keru)⊥ qui équivaut à Imu ⊥ Keru. Montrons-l’orthogonalité :

∀ y = u(x) ∈ Imu,∀z ∈ Keru,
(

y z
)= (

u(x) z
)= (

x u(z)
)= (

x 0
)= 0

Ex 49Bis Soit S ∈ Sn(R) . Montrez S ∈ S +
n (R) ⇐⇒ ∃B ∈ Mn(R) tq S = BT B

Soit S ∈ S +
n (R) . Utilisons le théorème spectral : il existe une matrice orthogonale P ∈O(n) telle que S = PDP−1 = PDPT avec D =

Diag(λ1, . . . ,λn). Par hypothèseλi ≥ 0. Rappelons aussi P−1 = PT . On peut simplement écrire D =∆2 avec∆= Diag(
√
λ1, . . . ,

√
λn).

D’autre part, comme ∆ est diagonale, ∆T =∆. Par suite :

S = PDPT = P∆T∆PT = (∆PT )
T

(∆PT )

En posant B =∆PT ∈ Mn(R) , on a bien le résultat demandé.
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Par hypothèse, S = BT B . Remarquez au passage que ceci prouve que S est symétrique puisque (BT B)
T = BT (BT )

T = BT B = S. Soit

λ une valeur propre de S, alors il existe U ̸= 0 ∈ Mn,1(R) tq SU =λU . Par suite :

UT SU =UT BT BU = (BU )T BU = ∥BU∥2
can ≥ 0

Attention ! à bien vérifier que BU est une matrice-colonne, cad ∈ Mn,1(R) pour affirmer que c’est une norme. Par exemple, on n’a

pas BT B = ∥B∥2 car c’est une matrice carrée n×n ! (il faudrait prendre la trace). D’autre part, comme plus haut, UT SU =λ∥U∥2
can .

En « reliant » les deux, il vient aussi λ∥U∥2
can ≥ 0 et donc λ≥ 0, car U ̸= 0. Soit S ∈ S +

n (R)

Mines-Ponts PSI 2022 (endomorphisme antisymétrique) H

Ex 54 Soit E un ev euclidien. On dit qu’un endomorphisme de E est antisymétrique ssi ∀x, y ∈ E ,
(

f (x) y
)=−(

x f (y)
)
.

1 ) Montrez f antisymétrique ssi ∀x ∈ E ,
(

f (x) x
)= 0. Dans toute la suite f est un endomorphisme antisymétrique.

2 ) Montrez Ker f orthogonal à Im f .

3 ) Soit s = f ◦ f . Montrez s endomorphisme symétrique. Montrez que toutes ses vp sont négatives ou nulles. Montrez Ker s =
Ker f .

4 ) On suppose n = 3. Montrez il existe une BON dans laquelle ma matrice de f est de la forme
(

0 0 0
0 0 −a
0 a 0

)
1 ) Si f est antisymétrique, en posant y = x, il vient

(
f (x) x

)=−(
x f (x)

)
, soit

(
f (x) x

)= 0

Réciproquement, pour tous x, y ∈ E , on peut écrire
(

f (x + y) x + y
)= 0, puis par linéarité de f et bilinéarité du produit scalaire :

0 = (
f (x)+ f (y) x + y

)= (
f (x) x

)+ (
f (x) y

)+ (
f (y) x

)+ (
f (y) y

)= (
f (x) y

)+ (
f (y) x

)
Le résultat suit.

2 ) Soit x ∈ Ker f et y ∈ Im f . Alors y = f (z) et f (x) = 0. On écrit alors :(
x y

)= (
x f (z)

)=−(
f (x) z

)=−(
0 z

)= 0

Il vient Ker f ⊥ Im f . Comme dim Im f = n −dim Ker f , on a même ( Ker f )⊥ = Im f et ( Im f )⊥ = Ker f .

3 )

∀x, y ∈ E ,
(

s(x) y
)= (

f ( f (x)) y
)=−(

f (x) f (y)
)=−− (

x f ( f (y))
)= (

x s(y)
)

C’est d’ailleurs, un peu plus rapide par les matrices : si A ∈ An(R) , A2 ∈ Sn(R) car (A2)
T = (AT )2 = (−A)2 = A2.

Soit λ vp de f , soit s(x) = λx avec x ̸= 0, puis
(

f (x) x
) = λ

(
x x

) = λ∥x∥2 = 0. Comme x ̸= 0, λ = 0. La seule vp réelle (possible)

d’un endomorphisme antisymétrique est 0. Les autres sont complexes conjuguées : supposons donc λ= a+i b avec b ̸= 0. On sait

que son carré est une vp de s, donc réelle. Or λ2 = a2 −b2 +2i ab, ce qui impose ab = 0 puis a = 0. les vps d’un endomorphisme

antisymétrique sont imaginaires pures λ= i b et leur carrés qui sont les vps de s sont des réels négatifs ou nuls (−b2).

Notons que l’on a déjà Ker f ⊂ Ker s = Ker f 2. On se sert de la question précédente : Ker f
⊥⊕ Im f = E . On prend une BON

adaptée à cette décomposition (réunion d’une BON de Ker f et Im f , orthogonaux entre eux). La matrice de f dans cette base

est diagonale par blocs car Im f et Ker f sont stables par f . F = Diag(0, A). D’autre part A est inversible puisque la matrice de

l’endomorphisme f induit dur Im f qui est bijectif puisque Im f ∩ Ker f = {
0
}
. On a alors S = Diag(A2,0) et comme rgF = rg A =

rg A2 = rgS, le résultat suit.

Remarque : Pour tout endomorphisme f diagonalisable, Ker f = Ker f 2. Un endomorphisme antisymétrique est diagonalisable

dans C. . .
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4 ) Si f = 0, le résultat est immédiat (avec a = 0). On suppose désormais f ̸= 0. Comme la dimension est impaire, il y a une vp

réelle qui est 0, donc Ker f ̸= {
0
}
. Ker f ne peut être que de dimension 1 ou 3 (vps complexes conjuguées 2 à 2), donc c’est 1,

il existe donc, comme déjà vu, une BON tq f aie pour matrice F = Diag(0, A) avec A inversible matrice 2×2 et nécessairement

antisymétrique (car F antisymétrique dans cette BON). Cette matrice est donc nécessairement de la forme
(

0 −a
a 0

)
, avec a ̸= 0.

Ex 53 On munit E = C∞([−1,1],R) du produit scalaire usuel
(

d f
)
g =

∫ 1

−1
f g . Prouvez que l’endomorphisme ϕ de E

défini par ϕ( f )(x) = (1−x2) f ′′(x)−2x f ′(x) est un endom. symétrique de E . (Utilisez une ipp bien choisie)

Rappelons que le produit scalaire ( f |g ) = ∫ b
a f g ne vérifie la propriété définie que si on se place sur un R-ev où les fonctions sont

continues, ce qui est le cas ici. Vérifions que l’endomorphisme ϕ de E est symétrique :

(
ϕ( f ) g

)= ∫ 1

−1

(
(1−x2) f ′′(x)−2x f ′(x)

)
g (x)dx =

∫ 1

−1

(
(1−x2) f ′(x)

)′
g (x)dx

I PP︷︸︸︷=
[

(1−x2) f ′(x)g (x)
]1

−1
−

∫ 1

−1
(1−x2) f ′(x) g ′(x)dx =−

∫ 1

−1
(1−x2) f ′(x) g ′(x)dx

De la symétrie en f et g de ce dernier résultat, il vient qu’il est aussi égal à
(
ϕ(g ) f

)= (
f ϕ(g )

)
. Ok.

TPE PSI 2015 | Centrale PC 2016-2014 (dilatation x → x +a(u|x)u) �

Ex 54 Soient E un espace vectoriel euclidien de dimension finie, u ∈ E un vecteur de norme 1 et a ∈R∗. Soit fa ∈ L (E) qui

à x associe x +a
(

u x
)

u.

1 )
[
PC : Soient α,β ∈R. Calculer fα ◦ fβ. Pour quels α l’endomorphisme fα est-il bijectif ?

]
2 )

[
PSI : Montrez que fa est symétrique

]
.

3 )
[
PSI : Trouvez un polynôme annulateur de fa .

]
4 ) Prouvez les valeurs propres et vecteurs propres de fa .

5 )
[
PSI : Pour quelles valeurs de a l’endomorphisme fa est-il un projecteur orthogonal?

]
6 )

[
PC : Pour quelles valeurs de a l’endomorphisme fa est-il un endomorphisme orthogonal?

]
1 )

fα
(

fβ(x)
)= fβ(x)+α (

u fβ(x)
)

u = x +β (
u x

)
u +α (

u x +β(u|x)u
)

u

(1)︷︸︸︷= x +β (
u x

)
u +α (

(u|x)+β(u|x)(u|u)
)
u

(2)︷︸︸︷= x + (
β+α+αβ)(

u x
)

u = fα+β+αβ(x)

• (1) linéarité à droite du produit scalaire

• (2) (u|u) = ∥u∥2 = 1

Cette formule « symétrique » prouve la commutativité fα ◦ fβ = fβ ◦ fα. En remarquant f0 = Id, on remarque que fa ◦ fn = Id ssi

a+b+ab = 0 ssi b = −a
a+1 pour a ̸= −1. Alors fa sera inversible d’inverse fb . Pour a =−1, on constate f−1(u) = u−(u|u)u = 0 (u est

unitaire) et donc Ker f−1 ̸=
{

0
}
, soit f−1 non bijectif.

2 )

∀x, y ∈ E ,
(

fa(x) y
)= (

x +a(u|x) u y
) (1)︷︸︸︷= (

x y
)+a(u|x)

(
u y

) (2)︷︸︸︷= (
fa(y) x

) (3)︷︸︸︷= (
x fa(y)

)
• (1) linéarité à droite du produit scalaire
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• (2) Cette formulation symétrique en x et y permet de symétriser l’expression du départ

• (3) C’est ici, la symétrie du produit scalaire. . .

fa est donc diagonalisable. . .

3 ) On commence par calculer f 2
a (c’est quasiment systématique de calculer le carré quand on cherche un polynôme annulateur

sauf, bien sûr, contexte particulier) et on essaye de l’exprimer en fonction de fa et de Id (cela ne « marche » que si le polynôme

annulateur est de degré 2 mais cela arrive assez souvent dans les exercices pas trop compliqués). Je reprends la question Q1.

Attention ! , au passage, à ne pas confondre ( fa)2(x) et ( fa(x))2 (qui d’ailleurs n’a aucun sens !). Je vous laisse réfléchir à ceci et

faites-le !. On écrit :

f 2
a (x) = x + (

2a +a2)
(

u x
)

u = x +a(2+a)
(

u x
)

u = x + (2+a) fa(x)− (2+a)x = (2+a) fa(x)− (1+a) Id(x)

X 2 − (2+a)X + (1+a) est donc un polynôme annulateur de fa . On remarque S = 2+a et P = 1+a donc 1 et 1+a sont les racines.

1+a ̸= 1 car, par hypothèse a ̸= 0, donc ce polynôme est scindé à racines simples. On retrouve pour la 2e fois fa diagonalisable.

4 ) Par suite on sait Sp fa ⊂ {
1,1+a

}
. Il faut étudier la réciproque.

On a immédiatement fa(x) = 1.x ⇐⇒ (
u x

) = 0 (car l’énoncé a supposé a ̸= 0 et u ̸= 0 ouf !). 1 est donc bien valeur propre et

E(1) = Vect(u)⊥ qui est un hyperplan.

Idée : on calcule f (u) (si on sait son cours, les espaces propres d’un endomorphisme symétrique sont orthogonaux, u est le seul

vecteur, à α près, orthogonal à Vect(u)⊥). . . :

fa(u) = u +a
(

u u
)
u = u +a∥u∥2u = (1+a)u

Comme u ̸= 0, on déduit 1+a vp de fa et E(1+a) ⊂ Vect(u).Attention ! au raisonnement, on ne peut en déduire que l’inclusion.

Maintenant pour des raisons de dimension, comme on a déjà un espace propre hyperplan, la dimension ne peut être que au

maximum 1 (je rappelle que les espaces propres sont en somme directe, la somme de leurs dimensions ne peut dépasser n et

d’ailleurs si elle vaut n, l’endomorphisme est diagonalisable, tout ceci est du cours), soit l’égalité. Si vous avez bien suivi, on

retrouve fa diagonalisable (pour la 3e fois)

5 ) Un endomorphisme est un projecteur ssi il est diagonalisable de vp 0 et 1 (il y a les 2 cas 0 et Id où il n’y a que 0 ou que 1 vp),

donc ici ssi a =−1. Il est projecteur orthogonal puisque c’est un endomorphisme symétrique.

6 ) Pour un endomorphisme / automorphisme orthogonal, les seules vp possibles ne peuvent être que 1 et −1. Donc il est

nécessaire que a +1 =−1 ⇐⇒ a =−2.

Réciproquement, comme cet endomorphisme est diagonalisable de vp 1 et -1, c’est une symétrie. Comme l’endomorphisme est

symétrique, c’est une symétrie orthogonale. C’est donc bien un automorphisme orthogonal.

Remarques

• Si on reprend la question Q4, c’est la symétrie orthogonale par rapport à E(1) qui est l’hyperplan orthogonal à u. C’est ce

qu’on appelle une réflexion.

• On a vu en cours aussi que les seuls endomorphismes à la fois orthogonaux et symétriques sont les symétries orthogo-

nales. Je rappelle qu’une symétrie est orthogonale ssi c’est un endomorphisme symétrique ssi c’est un automorphisme (ou

endomorphisme) orthogonal.
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Ex 55 Soit A ∈ M3(R) antisymétrique non nulle. Montrez que 0 est la seule valeur propre réelle et est d’ordre 1. Quelle est

la différence avec les matrices nilpotentes?

Méthode 1 (par la matrice) :

A =


0 a b

−a 0 c

−b −c 0

 χA(λ) = det(λI3 − A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ −a −b

a λ −c

b c λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= ·· · =λ3 + (a2 +b2 + c2)λ=λ

(
λ+ (a2 +b2 + c2)

)

Il est immédiat que 0 est valeur propre réelle d’ordre 1 et la seule réelle puisque les 2 autres sont les 2 complexes conjugués

±i
p

a2 +b2 + c2 qui sont non réels car (a,b,c) ̸= (0,0,0) par hypothèse de A ̸= 0.

Méthode 2 :

Cette démonstration convient en dimension quelconque. On considère, vous devez commencer à être habitués, le réel (matrice

1×1) XT AX avec X matrice-colonne de Mn,1(R) :

XT AX
(1)︷︸︸︷= (XT AX )

T = XT AT X
(2)︷︸︸︷= −XT AX =⇒ XT AX = 0

• (1) Une matrice 1×1 est égale à sa transposée.

• (2) A est antisymétrique

Considérons maintenant λ valeur propre de A, alors il existe U ̸= 0 tel que AU =λU , Il suit :

0 =UT AU =UTλU =λUT U =λ∥U∥2
can = 0

Comme U ̸= 0, il vient que λ = 0. Attention ! On n’a pas démontré 0 est la seule valeur propre réelle. On a seulement démontré

0 est la seule valeur propre réelle possible, ou encore Sp A ⊂ {0}. En dimension paire, il est possible que 0 ne soit pas vp. En

dimension impaire, on se rappelle qu’il y a toujours au moins 1 vp réelle, donc 0 est vp. On peut aussi, méthode alternative,

utiliser le déterminant : det(A) = det(AT ) = det(−A) = (−1)2n+1 det(A) =−det(A) =⇒ det(A) = 0

Remarques

• Où se sert-on de réel dans la démo plus haut : la seule valeur propre réelle possible est 0 ?

• Pour une matrice nilpotente, on a la seule vp est 0, ou, si vous préférez, la seule vp complexe est 0. il n’y en a donc pas

d’autres.

Télécom SudParis PSI 2015 (inégalité endomorphisme symétrique)

Ex 59 Soit u un endomorphisme symétrique d’un espace euclidien E , de valeurs propres λ1 ≤ ·· · ≤ λn . Montrez pour tout

x ∈ E , λ1∥x∥2 ≤ (x|u(x)) ≤λn∥x∥2

Pour un endomorphisme symétrique ou une matrice symétrique réelle, une bonne idée est souvent d’utiliser le théorème spec-

tral. On utilise une BON quelconque et on raisonner matriciellement avec la matrice symétrique S. Alors il existe une matrice

orthogonale P telle que S = PDPT = PDP−1 et le produit scalaire a son expression canonique matricielle (x|y) = XT Y

(
x u(x)

)= XT SX
(1)︷︸︸︷= XT P D PT X︸ ︷︷ ︸

Y

(2)︷︸︸︷= Y T DY
(3)︷︸︸︷=

n∑
i=1

λi y2
i ≤

n∑
i=1

λn y2
i =λn

n∑
i=1

y2
i

(4)︷︸︸︷= λn

n∑
i=1

x2
i

(5)︷︸︸︷= λn∥x∥2
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• (1) Utilisation du théorème spectral

• (2) On a Y T = (PT X )
T = XT (PT )

T = XT P

• (3) Egalité déjà démontrée plusieurs fois en cours. Je rappelle juste que les n coefficients diagonaux de D sont évidem-

ment les n valeurs propres λi de S.

• (4) P , commme PT , étant un matrice orthogonale, elle représente des automorphimes orthogonaux qui conservent la

norme d’ou ∥Y ∥ = ∥PT X ∥ = ∥X ∥
• (5) Comme on s’est placé dans une BON, l’expression de la norme euclidienne est l’expression canonique, soit ∥X ∥2 =∑n

i=1 x2
i

La minoration par λ1∥x∥2 se procède de manière similaire.

Ex 63 Soit ω un vecteur unitaire d ’un ev euclidien orienté E de dimension 3. Reconnaître f : x →ω∧ (ω∧x)

Méthode 1 : On applique la formule du double produit vectoriel (exo sur la feuille), mais, bon, cette formule n’est pas au pro-

gramme.

f (x) =ω∧ (ω∧x) = (
ω x

)
ω− (

ω ω
)

x = (
ω x

)
ω−x = (pD − Id)(x)

On a appliquéω unitaire :
(
ω ω

)= 1 et on aura reconnu la formule de la projection orthogonale sur la droite D = Vect(ω). Ensuite

on se rappelle que Id −pF = pF⊥ et donc f =−pH avec H l’hyperplan Vect(ω)⊥. C’est un endomorphisme symétrique

Méthode 2 : On passe aux matrices, via une BONDirecte E = (i , j ,k) (important de la choisir orthonormée et directe !). On a

alors ω= ai +b j + ck, cad par les coordonnées ω « = » (a,b,c). On applique la formule sur les coordonnées du produit vectoriel :

f (i ) « = »


a

b

c

∧




a

b

c

∧


1

0

0


=


a

b

c

∧


0

c

−b

=


−b2 − c2

ab

ac


Identique pour f ( j ) et f (k), laissés au lecteur. Finalement on arrive à la matrice M de f dans E :

M =


−b2 − c2 ab ac

ab −a2 − c2 bc

ac bc −b2 − c2

=


aa −1 ab ac

ab bb −1 bc

ac bc cc −1

=


aa ba ca

ab bb cb

ac bc cc

− I3 = P − I3

On a appliqué ω unitaire soit a2 +b2 + c2 = 1. Maintenant, il faut reconnaître P ! on calcule P 2 = P , la matrice est symétrique

donc c’est une projection orthogonale ; Toutes les colonnes sont colinéaires à (a,b,c), donc on projette sur Vect(ω). On retrouve

la méthode 1.

Ensam PSI 2013 | Centrale PC 2014 | X-ESPCI PC 2011 (caractérisation des rotations en dimension 3) H

Ex 64 Soit R3 euclidien canonique orienté. Soit f ∈GL(R3). Montrer l’équivalence :

(i) f est une rotation.

(ii) f vérifie ∀ (u, v) ∈ (R3)2, f (u ∧ v) = f (u)∧ f (v).

(i ) =⇒ (i i )
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Soit f une rotation d’axe orientée par ω (unitaire) et d’angle (de mesure) θ, D = Vect(ω),D ⊕ P = R3 avec P = D⊥. En prenant

(i , j ) BOND directe du plan, on sait (i , j ,ω) BOND de R3. On a aussi f (ω) =ω, f (i ) = cosθi + sinθ j et f ( j ) =−sinθi +cosθ j .

Méthode 1 (par une matrice) :

Dans (i , j ,ω), la matrice de f est M =


cosθ −sinθ 0

sinθ cosθ 0

0 0 1

, puis celle de f (u) est


cosθx − sinθy

sinθx +cosθy

z

.

f (u)∧ f (v) :


cosθx − sinθy

sinθx +cosθy

z

∧


cosθx ′− sinθy ′

sinθx ′+cosθy ′

z ′

=


sinθxz ′+cosθy z ′− sinθzx ′−cosθz y ′

cosθzx ′− sinθz y ′+cosθxz ′− sinθy z ′

cos2θx y ′− sin2θy x ′−cos2θy x ′+ sin2θx y ′



f (u ∧ v) : M




x

y

z

∧


x ′

y ′

z ′


= M




y z ′− z y ′

zx ′−xz ′

x y ′− y x ′


=


cosθ(y z ′− z y ′)− sinθ(zx ′−xz ′)

sinθ(y z ′− z y ′)+cosθ(zx ′−xz ′)

x y ′− y x ′



Méthode 2 : On pose k = ω. L’application ϕ : (u, v) −→ f (u ∧ v)− f (u)∧ f (v) étant bilinéaire, il suffit de démontrer sa nullité

sur la base de (R3)2
(
(i , i ), (i , j ), (i ,k), ( j , i ), ( j , j ), ( j ,k), (k, i ), (k, j ), (k,k)

)
et, par antisymétrie (cad ϕ(u, v) = −ϕ(v,u)), et nullité

immédiate sur les (u,u), seulement sur
(
(i , j ), (i ,k), ( j ,k)

)
:

ϕ((i , j )) = f (k)− (
cosθi + sinθ j

)∧ (− sinθi +cosθ j
)= k − (cos2θ+ sin2θ)k = 0

ϕ((i ,k)) = f (− j )− (
cosθi + sinθ j

)∧k =+sinθi −cosθ j −cosθi ∧k − sinθ j ∧k = 0

ϕ(( j ,k) = ·· · = 0

(i i ) =⇒ (i )

Pour démontrer f rotation, il faut et il suffit de démontrer que l’image d’une BONDirecte est une BONDirecte (même en di-

mension n). Soit (i , j ,k) une BOND de R3 ; montrons
(

f (i ), f ( j ), f (k)
)

BOND de R3. On sait déjà base car f est une bijection par

hypothèse.

• f (k) = f (i ∧ j ) = f (i )∧ f ( j ), donc f (k) ⊥ f (i ), f ( j ). On trouve, par un raisonnement analogue, f (i ) ⊥ f ( j ). La base est

orthogonale.

• f (k) = f (i )∧ f ( j ) s’écrit, avec l’orthogonalité, ∥ f (k)∥ = ∥ f (i )∥∥ f ( j )∥ (1). On obtient aussi les expressions « symétriques »

∥ f (i )∥ = ∥ f ( j )∥∥ f (k)∥ (2) et ∥ f ( j )∥ = ∥ f (i )∥∥ f (k)∥ (3). Notons que ces normes sont non nulles car les vecteurs le sont car

c’est une base. En remplaçant (3) dans (1), on obtient ∥ f (k)∥ = ∥ f (i )∥2∥ f (k)∥, soit ∥ f (i )∥2 = 1, puis ∥ f (i )∥ = 1 par positivité.

• Reste à prouver que la base ( f (i ), f ( j ), f (k)) est directe (on a déjà néanmoins f automorphisme orthogonal). La base étant

BOn, ceci équivaut à f (k) = f (i )∧ f ( j ), ce qui a déjà été vu. Méhode alternative : prouver que le déterminant vaut 1 (on

même positif !) ; or det f = [
f (i ), f ( j ), f (k)

]= (
f (i )∧ f ( j ) f (k)

)= ∥ f (k)∥2.

CCP PSI 2013 (matrice à reconnaitre)

Ex 66 Caractériser f ∈ L (R) 3 euclidien canonique de matrice dans la base can. M = 1

9


8 1 −4

−4 4 −7

1 8 4

.

Comme R3 est muni de sa structure euclidienne canonique, la base canonique est orthonormée. Par conséquent, f ∈O(R3) ⇐⇒
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M ∈O(3). Vérifions M ∈O(3) :

∥C1∥2 = ∥C2∥2 = 1

81

(
82 +42 +12

)
= 1 ∥C3∥2 = 1

81

(
72 +42 +42

)
= 1 (C1|C2) = (C1|C3) = (C2|C3) = 0

On fait on a même M ∈ SO(3) car det M = 1
93

(
...

)
= 1 (je ne fais pas le calcul du déterminant ici). En« rajoutant » R3 orienté

canoniquement (c’est une imprécision de l’énoncé), la base canonique est même orthonormée directe et donc f est une rotation

ou isométrie vectorielle positive. Reste à trouver l’axe et l’angle.

L’axe est le sev des vecteurs invariants, ici nécessairement une droite, ou l’espace propre de f associé à la vp 1 :

M X = X ⇐⇒


8x + y −4z = 9x

−4x +4y −7z = 9y

x +8y +4z = 9z

⇐⇒


−x + y = 4z

−4x −5y = 7z

x +8y +4z = 9z

⇐⇒


x = −3z

y = z

z = z

C’est donc la rotation d’axe ∆ dirigé par le vecteur (−3,1,1).

On obtient l’angle (non orienté) par son cosinus et la formule : tr(M) = 1+2cosθ = 16

9
⇐⇒ θ =±arccos

(
7

18

)
Pour avoir le sens de l’angle, il est nécessaire d’orienter l’axe : on l’oriente par le choix (du sens) de ω = (−3,1,1). On applique

alors la formule :

signe(θ) = signe
[

i , f (i ),ω
]
= signe

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1

9 −3

0 −4
9 1

0 1
9 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= signe

−5

9

C’est donc l’angle de mesure θ =−arccos

(
7

18

)
Notons que si on avait orienté l’axe par (3,−1,−1) =−ω, on a aurait obtenu l’angle θ =+arccos

( 7
18

)
Mines-Ponts PSI 2006 (exponentielle endomorphisme antisymétrique de R3) H

Ex 67 Soit u un endomorphisme antisymétrique de R3, muni du produit scalaire et de l’orientation usuels.

1 ) Préciser la forme de la matrice de u dans la base canonique.

2 ) Montrer qu’il existe un unique vecteur ω ∈R3 tel que u(x) =ω∧x pour tout x.

3 ) Justifier la convergence de expu =∑+∞
n=0

un

n! .

4 ) Montrer que expu est une rotation, dont on précisera l’axe et l’angle.

1 ) PuisqueR3 est muni du produit scalaire et de l’orientation usuels, la base canonique est orthonormée directe. Démonstration

similaire à celle d’un endomorphisme symétrique du cours, on trouve que la matrice dans une BOND est antisymétrique. Je ne

la reproduis pas ici.

2 ) La matrice est donc de la forme
( 0 a b−a 0 c
−b −c 0

)
. On démontre, en écrivant la matrice de x −→ ω∧ x avec un ω quelconque dans

la base canonique (qui d’ailleurs est un endomorphisme antisymétrique), par identification des coeffs de la matrice, déjà fait en

cours, je ne la reproduis pas non plus ici, que u(x) =ω∧x avec ω= (−a,b,−c)

3 ) Rappelons que seules les suites vectorielles (d’endomorphismes, de matrices, . . .) est au programme de PSI, pas les séries

vectorielles. Il faut comprendre ici qu’il s’agit de prouver que la suite des sommes partielles (Sn) converge.

Méthode 1 : Une suite d’endomorphismes (un) converge ssi pour tout x la suite de vecteurs (un(x)) converge (si on est en

dimension finie) ssi, dans une base quelconque, chaque suite-coordonnée (qui est réelle) (un(x)i ) converge. On remarque que,

dans une BON d’un ev euclidien, les coordonnées vérifient xi ≤
√∑n

i=1 x2
i = ∥x∥ et que ∥ω∧ x∥ ≤ ∥ω∥∥x∥, puis par récurrence
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immédiate ∥un(x)∥ ≤ ∥ω∥n∥x∥. On a Sn i =
∑n

k=0
1
k ! u

k (x)i (i -ème coordonnée). C’est une suite réelle, donc on sait que sa conver-

gence équivaut à celle de la série
∑ 1

n! u
n(x)i . ∣∣∣ 1

n!
un(x)i

∣∣∣≤ 1

n!
∥un(x)∥ ≤ ∥ω∥n

n!
∥x∥

On conclut par le critère de majoration d’une série positive par une série exponentielle (réelle) convergente.

Remarque : Attention ! on n’a pas, dans un evn de dimension infinie, une suite de fonctions ( fn) converge ssi pour tout x, la

suite ( fn(x)) converge. Il suffit de penser à la norme de la convergence uniforme : on n’a pas une suite de fonctions converge

uniformément ssi elle converge simplement.

Méthode 2 : On démontre ici (par le programme de PSI) la convergence de la série exponentielle d’une matrice pour une matrice

quelconque. On va utiliser une norme matricielle (cad qui vérifie ∥AB∥ ≤ ∥A∥∥B∥), par exemple la norme ∥A∥ = supi
∑n

j=1 |ai j |.
On a donc |ai j | ≤ ∥A∥. On sait qu’une suite de matrices (An) converge ssi chacune de ses n2 suites-coefficients

(
An

]
i j

)
converge,

suites qui sont réelles. ∣∣∣[ An

n!

]
i j

∣∣∣≤ ∥An∥
n!

≤ ∥A∥n

n!

On conclut comme à la méthode 1, de la convergence de la série à la convergence de la suite réelle des sommes partielles [Sn]i j ,

puis à celle de la suite matricielle (Sn).

4 ) On passe par les matrices. On pose ici e = ω
∥ω∥ unitaire, on prend une BOND adaptée à la décomposition D

⊥⊕ P = R3 avec

D = Vect(ω), et P = D⊥ orienté par ω. Il est clair que u/D = 0 et u/P = ∥ω∥ r ot (π/2) : pour le démontrer on prend (i , j ) BOND

directe du plan et les propriétés du produit vectoriel donnent e ∧ i = j et e ∧ j = −i . Par conséquent la matrice de u dans cette

base est diagonale par blocs et (Attention ! à U 0 !) :

U = ∥ω∥

0 0

0 R(π2 )

 =⇒ Sn = I3 +
n∑

k=1

∥ω∥k

k !

0 0

0 R(k π
2 )

= I3 +
∑

2≤2k≤n

∥ω∥2k (−1)k

(2k)!

0 0

0 I2

+ ∑
2k+1≤n

∥ω∥2k+1(−1)k

(2k +1)!

0 0

0 R(π2 )


On en déduit donc la convergence vers :

I3 +
+∞∑
k=1

∥ω∥2k (−1)k

(2k)!

0 0

0 I2

+
+∞∑
k=0

∥ω∥2k+1(−1)k

(2k +1)!

0 0

0 R(π2 )

=


1 0 0

0 cos∥ω∥ −sin∥ω∥
0 sin∥ω∥ cos∥ω∥


On reconnaît la rotation d’axe D = Vect(ω) et d’angle de mesure ∥ω∥ (en orientant la normale par ω)

CCINP PSI 2022 (matrice normale 2×2)

Ex 68 Soit M ∈ M2(R) tq M MT = MT M et M 2 +2I2 = 0.

1 ) Montrez MT M est diagonalisable.

2 ) Montrez que les vp d’une matrice sont racines de tout polynôme annulateur de cette matrice.

3 ) Déterminez les vp de MT M .

4 ) Montrez 1p
2

M orthogonale.

5 ) Déterminez les matrices M qui conviennent.

1 ) S = MT M symétrique réelle car ST = (MT M)
T = MT (MT )

T = MT M = S.

Remarque : On sait même MT M ∈ S +
n (R) , cad ses vp sont ≥ 0 ? C’est quasiment du cours : puisque ∀X ∈ Mn,1(R) , XT MT M X =

(M X )T (M X ) = M X 2
can ≥ 0

2 ) Question de cours que je ne redémontre pas ici.
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3 ) Il faut trouver un polynôme annulateur de S = MT M en se servant de M 2 +2I = 0. En ×(MT )2 à gauche :

0 = (MT )2M 2 +2(MT )2
(1)︷︸︸︷= (MT M)2 +2(M 2)

T
(2)︷︸︸︷= (MT M)2 −4I2

• (1) (MT )2M 2 = (MT M)2 car M et MT commutent par hypothèse.

• (2) On a transposé l’équation : M 2 + I = 0

il suit que X 2−4 est un polynôme annulateur de S = MT M , donc SpS ⊂ {−2,2
}
. Par positivité, SpS ⊂ {

2
}
. SpS =; est impossible

car S est diagonalisable donc possède n vp réelles, comptées avec la multiplicité. Comme S est diagonalisable avec la seule vp 2,

ce ne peut être que 2I (j’ai déjà démontré / expliqué cela en cours, je ne le redémontre pas ici).

4 ) On a vu MT M = 2I2 qui s’écrit aussi
( 1p

2
M

)T 1p
2

M = I2, soit P = 1p
2

M orthogonale.

5 ) Rappelons le cours : les seules matrices orthogonales d’ordre 2 sont :

R(θ) =

cosθ −sinθ

sinθ cosθ

 ∈ SO(2) S(θ) =

cosθ sinθ

sinθ −cosθ


Les matrices R(θ) sont les (matrices de) rotation d’angle (de mesure) θ, de déterminant 1 et les S(θ) de déterminant -1 sont

les matrices de symétrie orthogonale (par rapport à une droite). Alors S(θ)2 = I2 et on sait R(θ)2 = R(2θ). Par suite l’hypothèse( 1p
2

M)2 = 1
2 M 2 =−I2 = R(π) amène que seul R(θ) est possible avec 2θ ≡ π, à 2π près, ce qui amène les 2 valeurs θ = π

2 et θ = 3π
2 .

Les deux matrices M solutions du problème de l’énoncé sont donc :

p
2R

(π
2

)=
 0 −p2
p

2 0

 p
2R

(3π

2

)=
 0

p
2

−p2 0


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