Queloues correcTions sur les Variables AléaToires

Ex 2 ¥ Soit X ~ ,@(A ) Montrez que la probabilité que X soit paire est plus forte que X impaire.
+00 (1) +oo +00 /12n
P(Xpaire):P( U= 2n)) =Y PX=2n)=) e = e *cosh(1)
n=0 n=0 n=0 (271)'
+00 (2) +oo +00 /12n+1
P(X impaire ) :P( UX=2n+ 1)) = Y P(X=2n+1)= ) e ——— =e*sinh(1)
n=0 n=0 n=0 (2}’1 + 1)!

*(1) Lesévénements (X = 2n) sont clairement incompatibles car si w € Q vérifie X (w) = 2n, évidemment il ne
vérifie pas X (w) = 2m (pour m # n), donc (X =2n)n (X =2m) = @.

*(2) Raisonnement similaire sur les événements (X =2n + 1).

De sinh(x) < 1e* < cosh(x) pour tout x réel, il suit P(X paire ) > P(X impaire ).

Ex 7

& (n\[ m n+m . nim n m
1) Etablir ) | | P ol B (formule de Vandermonde) (Utilisez (1 +X) =(1+X)"(1+X)™)
i=0 -

2) Soient X,Y deuxvastq X 1L Y, X ~%(n, p) etY ~ %(m, p). Peut-on reconnaitre la loi de X + Y?

1) Jerappelle que lorsqu’on utilise plusieurs polynémes, dans certains cas, il est « pratique » de lesnoter P = ¥ 7% a, X"
en noubliant pas implicitement que a, = 0 a partir d'un certain rang, sinon cela oblige a utiliser autant de lettres
qu’il y a de degré, ce qui alourdit I'écriture. De toute fagon, un polyndéme est une série entiere! Par exemple pour un
produit de polynomes, je rappelle la formule-produit : si P = ¥ % a,X", Q = Y% b, X", alors P x Q = Y75 ¢, X"

avec ¢, = X.}'_, ayb,_; (onreconnait la formule de Cauchy des séries entieres)

Revenons a notre exercice. (1+X)"*" et (1+X)"(1+X)™ ont évidemment méme coefficients d’indices k, puisqu’égaux.

n+m + +
* Celuide (1+X)"*", par formule de Newton', comme (1 +X)"*" = (n km)X", est donc (” km)
k=0

n +00 m +00
e Deméme, (1+X)" = Y (Z)Xk =Y ax*  (a+x)"=Y (’Z)Xk = Y b X" (avecles conventions rappelées
k=0 k=0 k=0 k=0
de la nullité des (a;.), (b;) a partir du degré).

k k
La formule produit donne alors que le coefficient d’indice k de (1+X)" x (1+X)™ est Y_a;bp_; = Y_ (7) (km i)
i=0 i=0 -

On retrouve bien la formule demandée.

1. Isaac Newton : anglais (1643-1727). Partage avec Leibniz la découverte du calcul infinitésimal. Connu pour la formule du bindome et la méthode

éponyme d’approximation des zéros d'une fonction.



2) Parhypothese X ~%B(n,p)Y ~%B(m, p).Onadéja(X+Y)(Q)
(Attention! au + : par exemple N* + N* ne fait pas N*! Autre exempl

réfléchir)

—_

2

P

—

()

VOo<sk<n+m, P(X+Y =k) 2P(D°(X=i)m(¥=k—i))
i=0

(3) k (4)

=p uﬂx ﬂnW:k—n)?
iZ0 T

(5) k (6)

=) PX=i)xP(Y=k-i) =

i=0

— pk(l _ p)n+m—k Z

i=0

-

=X(Q)+Y(Q)=[0; n]|

+{[0;m]] =[[0; n+m]].

e avec les pairs : 2N+ {0,1} = N : je vous laisse y

p( U X=D)n(Y =k-1)

k l>0
k
(G
k (n i(l_ )n—i m k—i(l_ )m—k+i
Pt =P e P

)

i)m(Y:k—i))

i=0
7

=p (l p)n+m—k n+m

k

¢ (1) On « balaye » par toutes les valeurs possible, en n‘oubliant pas que X est a valeurs entiéres donc ne prend

que des valeurs X =i avec i € N.
*(2) Yestavaleurs entieres donc ne prend que des valeurs Y

*(3) Onai=0eti<k.

=k—-iaveck—ieN.

*(4) Lesévénements U; sont incompatibles : U; nU; = @ (pour i # j); en effet, si w € Q vérifie w € U;, il vérifie en

particulier X (w) = i et donc il est impossible que X (w) = j, soit

w¢U;.

*(5) Lesvaraibles aléatoires X et Y sont indépendantes d’ot1 le produit.

¢ (6) On applique la définition d'une loi binomiale.

*(7) On applique la formule de Vandermonde de Q1.

On reconnait alors une loi binomiale de parametres n + m et p.

Remarque : Plus rapidement, on pouvait aussi utiliser que X (rp Y) est la somme de n va de Bernoulli X; (rp ¥;) i.i.d. de

parameétres p Comme les vas (X, ...,X,,Y;, ...,

que X + Y suit une loi binomiale ~ %(n+m, p)

X,,) sont aussi i.i.d., on en déduit que leur somme, qui n’est rien d’autre

Ex? Bis
P(X =a;) = p; etindépendantes. MontrezP(X #Y) =

Soient X,Y deux variables aléatoires finies de méme loi définie par la donnée de {a,, ...,

i pi(1-p;)

a,} et de

P(x=Y)= (QX:Y:ak))zp(]Ql(Xzak)m(Y

) § o -anr-a

Ui

||}~

P(X =a )xP(Y=ay)= ) p;
k=1

¢ (1) Cette sommation résulte du fait que les événements U, sont incompatibles entre eux : U, N U,, = @ (pour

k # m). En effet si w € Q vérifie w € Uy, il vérifie X (w)

*(2) LesvaXetY étant indépendantes, les événemeérts (x

= a;, et donc ne vérifie pas X (w) =

A,y SOitw € U,,.

= a;) et (Y = a;) sont indépendants d’ot le produit



1) (2)

P(X+Y)=1-P(X=Y)

hS

n n n n
Y- 2 pe=2 pe—pi=2 pi(l-p)
k=1 k=1 k=1 i=1

*(1) (X=Y)et(X #Y)sontdes événements contraires!

*(2) Par définition d'une loi de probabilité, Y-7_, pr =1

CCPBQ MP 2021->2015 (loi du r¢ succes)

Ex 7

. kY o (k) 4 1
Onadmetque Vg €N*, )" | " |x*"7 convergeetVx e | =1, 1[, ) [ |x*7= ———.

k=g k=g \q (1-x)7

Soit p €]0,1[ et r € N*. On dépose une bactérie dans une enceinte fermée a I'instant ¢ = 0. Toutes les secondes a partir
de ¢ = 1s, on envoie un rayon laser dans 'enceinte. Chaque tir laser est indépendant du précédent et la bactérie a la
probabilité p d’étre touchée par le rayon laser. La bactérie meurt lorsqu’elle a été touchée r =3
fois par le rayon laser. Soit X la variable aléatoire égale a la durée de vie de la bactérie.

1) Déterminez la loi de X.

2) Prouvez que X admet une espérance et la calculer

Cet exercice fait partie de la banque d’exos CCINP 2021 MP, n°96.

Vous pouvez regarder la correction fournie par le concours : Banque CCINP MP 2021 avec corrigés

Ex 7 ¥ D’un jeu de 32 cartes, on tire une a une des cartes avec remise, jusqu’a obtenir un as.

1) Soit X le nombre de tirages. Donnez la loi de X et calculez E(X).

2) Soit Y le nombre de cartes autres qu'un as qu’il aura fallu tirer pour obtenir le ler As. Exprimez Y en fonction de X.

en déduire la loi de Y et calculez E(Y).

1)
* Nous sommes dans le cas d'une suite d’expériences indépendantes de type succes-échec puisque le tirage est avec

remise. La probabilité d’'obtenir un As est p = 55 = 3

e X estle nombre de tirages jusqu’'a l'obtention d'un As, cad du 1°* succés
1

X ~%(3)-Onsaitalors E(X) =+ =8.

On a bien alors une va suivant une loi géométrique de parametre p = %, »

2) Sion note Y la va donnant le nombre de cartes obtenues avant le tirage du ler As, il faut comprendre qu'on a

Y =X - 1. Comme X ~ %( 3 ) on en déduit immédiatement la loi de Y :
7\n1l

X(Q):[[1;+oo[[Vnzl,P(X:n)z(g)n_lé = Y(Q)=[[0; +oo[[ VREN, P(Y=n)=P(X=n+1):(§)8

Par linéarité de 'espérance, on en déduit aussi E(Y) =E(X)-1=7.


http://prepas.troyes.free.fr/enligne/download/bqccinpmp_2021.pdf

Mines-Ponts PSI 2022 (matrice aléatoire2 x 2) ¥

Ex10 Soient X, X, 2 vas indépendantes suivant les lois de Poisson de parametres respectifs A, et A,. Soit Y une va

. X X

indépendante des2 autres tq Y (Q) = { — 1,1} etP(Y =1) =p € |0,1[ . On pose M =
YX, X,

1) Probabilité que M soit inversible?

2) Probabilité que les vp de M soient réelles?

% ) Probabilité que M soit diagonalisable sur R?

1) A=(;%, ¥2)avec x;,x,,y réels est inversible ssi x? # yx,. Par suite on calcule :

1)
P(X} =YX3) = P((X} =YX)I(Y = 1))P(Y = 1)+ P((X} = YXJ)|(Y = ~1))P(Y = -1)

(2) (3)
=PX{=X2)p+P(X,=X,=0)(1-p) = pP(X, =X,)+(1-p)P(X, =0)P(X, =0)

+00 (4) +00
=pP(U(( = mn (e =m))+ (1=ple™2 = p 3 PG =m)n (X, = m) + (1= p)e™ %

n=0
(5) +00 400 AnAN
=p Y PG =n)P(X,=n)+(1-pleh=pehh Yy LR 4 (1-plehh
n=0 n=0 N
too AR

_ M=, “A1-Ay 172
=e +pe

P r;l n'?

* (1) Formule des probabilités totales avec le systeme complet d’événements ((Y =1),(Y = -1))
*(2) (X?=-X?)n'estpossible que pour X; =X, =0

*(3) onaX;,X,=0

*(4) Lesévénements ((X; = n)n (X, = n)) sont incompatibles 2 a 2

*(5) Lesévénements (X; = n) et (X, = n) sont indépendants par indépendance des 2 vas X; et X,.

+oo ARAN
Par suite P(Minversible) = 1 — e M4 — pe~ti=% > %
n=1 I:

2) Pour une matrice 2 x 2, on sait que le polyndme caractéristique est X* — tr (A)X + det(A). Il suit que ses 2 vp sont

réelles ssi A = tr(A)? —4det(A) = 0. A = 4x? — 4(x? — yx3) = 4yx5. On écrit alors :

P(vpde Mréelles) = P(YX2=0)=P(YX?20)|(Y =1))P(Y =1)+P((YX2 20)|(Y =-1))P(Y = -1)

=pP(X,20)+(1-p)P(X,=0)=p+(1-plet

%) Siles deux vp d’'une matrice 2 x 2 sont égales (notons la «), la matrice n’est diagonalisable que ssi c’est a,. Par suite,

A est diagonalisable sur R ssi A > 0 ou A = 0 et x, = 0 ce qui équivaut a yx5 > 0 ou x, = 0. Je vous laisse calculer la

probabilité.

Ex11 Soit X, Y deux va discretes et indépendantes qui suivent la méme loi géométrique de parametre p.

1) Déterminez P(X > n) pour n € N.

2) En déduire P(Z > n)etlaloi de Z = min(X,Y). Reconnaitre la loi de Z.

4



1) Méthode 1: Lévénement (X > n) peut s'écrire « dans les n premieres expériences, on na obtenu que des échecs ».

De I'indépendance, on en déduit P(X > n)=(1-p)"

+00
Méthode 2 : On effectue iciun calcul direct, apres avoirremarqué que: (X > n)= |J (X = k). Puis, del'incompatibilité
k=n+1
immeédiate des événements (X = k), il suit :
+00 +00 -1 +00 k 1 P(l _ p)ﬂ
P(X>n)= Y P(X=k)= ¥ p-p)'=pl-p)" ¥ Q-pm=———""=(1-p)
k=n+1 k=n+1 k=n+1 1_(1 _P)

2) Onpose Z = min(X,Y). En se rappelant que, pour des nombres, z = min(x,y) >a < x >a et y > a, puis
P(Z>n)=P((X>n)n(¥Y >n))=P(X>n)xP(Y>n)=(1-p)*"

Lindépendance des événements (X > n) et (Y > n) résulte immédiatement de I'indépendance des 2 vas X et Y.

Comme X (Q) =Y (Q) =N*, il est clair que Z = min(X,Y) = N*. Ensuite :

vneN*, P((Z=n)) 35 P((Z>n-1)-(Z>n)) }=“ P((Z>n-1))-P((Z>n))

—

~
—_
—

=(1-p)" - (1-p)* = (1-p)"2(1-(1-p)?) =| (1-(-(-p)))"" (1-(1-p)?)

¢ (1) Onaladifférence « ensembliste» (Z =n)=(Z>n-1)-(Z > n).

*(2) Attention! P(A-B) = P(A)—P(B) estfaux engénéral.ll estvraisi B c A.C'estlecasici: (Z > n) < (Z > n-1)

On reconnait une loi géométrique de parametre 1 — (1 — p)* = 2p — p%.

Mines-Ponts PSI 2021 | Mines-Telecom PSI 2018 (probabilité matrice 2 x 2 diagonalisable)

Ex11 Soient 2 vas X, Y indépendantes tq elles suivent les lois X ~%(p) etY ~¥4(q).

1) Quelle est la probabilité pour que la matrice (% 1) soit diagonalisable?

2) Soit Z une 3°va suivantla loi de Bernoulli de parametre p,. Ces 3 vas étant supposées mutuellement indépendantes,

déterminer la probabilité pour que la matrice (% Z) soit diagonalisable? [Telecom : Question absente] .

1) Attention! , stricto-sensu, M n'est pas une matrice, mais une matrice aléatoire ou un vecteur aléatoire : c’est une
application de Q dans .#,(R). Considérons A = M (w) = (X E)‘“) y(lw)) =(3 )1,) A étant triangulaire, ses valeurs propres se
lisent sur la diagonale : ce sont x et y
* Six #y, Aa2vp distinctes en dimension 2 et est donc diagonalisable.
e Six =y, xestde multiplicité 2, et xI - A = (8 o ) derang1,doncdimE(x) = 1 < 2, An'est pas diagonalisable. Autre
méthode : on pouvait aussi dire : comme A n'a qu'une seule vp x, elle n’est diagonalisable que ssi A = x.I,, ce qui
n'est pas (a cause du 1).

Conclusion: A = M (w) est diagonalisable ssi x # y. Puis on passe aux probas :

(1) (2) +00

P(M diagonalisable )= P(X #Y) = 1-P(X =Y) = 1—P(U(X=Y=n)) = I—P(Do(in)n(an))

n=1
(3) +00 gt) +00 +o0
=1- ), ((X:n)m(Y:n)) =1- ) X=n)P(Y=n)=1-) pg(l-p)"'(1-g)"!
n=pP n=P n=1
) 1 1-q-
=1-pq = =P
(1-p)d-q) | pa-p-q

¢ (1) Evénement contraire 5



*(2) OnaX(Q)=Y(Q)=
*(3) Lesévénements U, = (X = n)n (Y = n) sont clairement incompatibles 2 a 2.
*(4) XetY sontindépendantes.

¢(5) On aurareconnu une série géométrique de raison (1 — p)(1 — g) avec tous les termes

2) Onreprend le raisonnement sur la matrice (j y ). Il faut juste adapter le cas ot x = y ot1 la diagonalisabilité est possible

pour z = 0. Conclusion : M (w) est diagonalisable ssi (x # y) ou ((x = y) et (z = 0)). Puis :

()

P(M diagonalisable ) = P((X # Y)J((X =Y)n (2 =0))] = P(X #Y)+P((X =Y)n(Z =0))

@ @®) 9_
ZP(X£Y)+P(X=V)PZ=0) = —PL P9, q_py- PICZP)
pqg—-p—q pq—-p—(q pq—-p—4q

¢ (1) Les2événements (X #Y)et (X =Y)n(Z =0) sont incompatibles puisque le 2°¢ est inclus dans (X =Y)
*(2) (X,Y,Z)mutuellement indépendantes et lemme des coalitions en coalisant (X,Y) et Z

*(3) Z~%(p,) etonreprend la calcul de Q1 pour P(X =Y)

Centrale PSI 2021 (limite suite espérance de vas) ¥

Ex12 Soient (X,,),,en+ Une suite i.i.d. de vas de loi uniforme sur { -1,1 } OnposeS, =X; +--+X,,.
1) Pour ¢ € R, justifiez exp(¢X,,) admet une espérance et la calculer. Mz E (exp(tX,,)) < el’2 pour (n,t) e N* xR.

2) justifiez que exp(zS,,) admet une espérance et la calculer. Déterminez lim,, .., E(exp(£S,,/v/n))-

1) D’apreés le théoréme de transfert, e’*» admet une espérance, puisque X,,, donc e’* est une va finie (a 2 éléments!) :
E(en)=e 'P(X, =-1)+e'P(X, =1) = 3(e' +e~") = cosht

Commeona (2n)!=(2n)!=(2n)2n-2)(2n—-4)...2=2"n!:

+00 tzn +00 tzn +00 (t /2)”

VteR, E(e ") =cosht = <
€ (e*n) = cos HX::O (2n)!<,,2=:02"n‘ 3

n=0

2
— o2

2) Lavas, est finie (prend toutes les valeurs entieres entre —n et +n), donc e’ aussi, son espérance existe alors.
n (1) n
E(ets") — E(etX]+4.~+tXn) _ E( 1—[ etXi) = 1—[ E(etXi) = cosh” ¢
i=1 i=1
*(1) LesX; étantindépendantes, les e’*/ les sont aussi d’ol1 la propriété de 'espérance

u =]5(exp(i
" n n Vn vn 2 2
N

—1

"])zcosh"(%) = lnunznlncoshL~n(coshL—1)~nM:ﬁ

On en déduit u,, = exp(Inu,,) i Py 2 par continuité de I'exponentielle.

IMT PSI 2022 (deux piles consécutifs) X

Ex1% On lance une piece donnant pile avec une probabilité % On note X le nombre de lancers nécessaires pour
obtenir deux piles consécutifs. On pose a,, = P(X = n)

1) Calculez a, et a,.

2) Alaide des formules de probabilités totales, montrez a,, = %an_l + gan_z.

% ) Montrez que le jeu se termine presque stirement.

4) Lespérance de X est-elle finie? Si oui, la calculer.




1) Evidemment P(X = 1) = 0 = g, et en notant usuellement A, I'événement « obtenir pile au n-ieme lancer », on a

(X =2) = A; N A, puis, par indépendance des lancers, a, = P(X =2) = P(A,) x P(A;,) =2 x 2 = 2.

2) Pour raisonner correctement, on utilise le systéme complet d’événements (A;, A, NA,, A, N A,) : 'incompatibilité est
immédiate (vu les contraires) et :
A U (A NA) U (A NAy) = A U(A N (A, UA,))=A U4, NQ)=A UA =Q

On applique alors la formule des probabilités totales a (X = n) (en supposant n = 3):

a,=P(X =n)=P((X =n)|A;) P(A)) +P((X =n)|A;nA,) P(A, N A;) +P((X = n)|A, N A;) P(A; N Ay)

ap_1 0

an-2

X
winy

3

X
wl—

1 2
3 3

Expliquons un peu ces probabilités :

e Ona P((X =n)|A ﬂAz) = 0 car lors de ces n lancers on a obtenu pile au ler et 2ieme lancer donc on a obtenu 2
piles consécutifs a I'étape 2 et donc impossibilité que ce soit a I'étape n = 3.

s P((X = n)lle) = a,_; car ayant obtenu un face au premier tirage, la probabilité d’avoir 2 piles consécutifs du 2e
tirage au n-iéme tirage est la méme que celle partant du ler tirage au n — 1-iéme tirage (par indépendance et
répétition des expériences).

e Comme pour le précédent, P((X =n)|A; N sz) = a,_, car ayant obtenu face au 2iéme tirage, la probabilité de
d’obtenir 2 piles consécutifs entre le 3iéme tirage et le n-ieme tirage est la méme que celle entre le ler tirage et le

n — 2-ieme tirage, qui par définition est a,,_,.

+00
%) Lejeu se termine presque stirement ssi P( Ux= n)) =1 (je vous laisse y réfléchir).
n=2
On va évidemment avoir besoin de calculer P(X = n) = a,, qui est une suite récurrente d’'ordre 2. Léquation caractéris-
. 2 1 2 . . 1 2 . _ 1\n 2\n o1 ape o ee
tique est X° — 2 X — £ qui a pour racines —3 et £. On sait alors a,, = a(- 5) + ﬁ(g) . On utilise les conditions initiales
a,=0eta, = 3 etonarrivea a, = 5(—3)" +%(4)" (je ne vous mets pas les détails du systeme 2 x 2).

On applique la propriété de continuité croissante (les événements U} _,(X = k) sont croissants) :

P(Do(xzn))znlilzloop(ﬁ(xzk))zngqlooip(xzk)z i - ) g(g)k
n=2 k=2 k=2 2
— hm g(_%)Zl (__) _( )2 ( )2 — él% gé% =
n=+oo 1-(-1) —(3) 39317391

4) Lespérance de X est finie ssi la famille (n(%( -3+ %(%)”) ) , estsommable, et, comme C'est une suite, ceci équi-
nz

vaut a la série absolument convergente. On I'a immédiatement en appliquant le critére d’Alembert, plus simplement a
I'équivalent (de la valeur absolue) qui est n(3)"*".

On calcule ensuite (les 3/2 ne peuvent encore traiter cette question de calcul de somme) :

| oo é_l" 2 9 éoo 9 +o0 gn_i} _% g % —E
#00= Zol5lgr 565 5 s 5 56 =S c s gy

On a utilisé ¥} nx” pour x € | —1,1[, par une dérivation terme & terme d’une série entiére sur | —1,1[ car

(1 x)Z)
sonrayonestR=1:

v +00 n +00 s +00 n ' 1
€ _'171 ’ = = = —_— 1= —
x€ | [ rLZ::1 nx an:"l(x ) x(nglx ) x( ) TEsE

1-x

7



Ex17% Lors d'une compétition, les candidats portent des dossards numérotés de 1 a n et chacun tire un rang
de passage entre 1 et n. Plusieurs candidats peuvent se trouver sur la méme ligne de départ. A la fin du tirage, si un au
moins des candidats a le méme numéro de passage que son dossard, on annule le tirage et on recommence. On appelle
X,, le nombre de fois qu’il a fallu procéder aux tirages.

1) Reconnaitre X,,. Donnez son espérance.

2) Pour tout entier k, on pose P(Y = k) ) = lim P((X, = k) ). Reconnaitre Y. Interpréter.
n—+00

1)

On peut modéliser un tirage tout simplement par une application i de [ 1; n]] dans [[1; n]], qui associe au numéro (de
dossard) du candidat, le numéro de passage tiré.
e Ily arépétition du méme tirage de facon indépendante de type succes / échec ol le succes est i n'a pas de point
fixe (un point fixe est un x tq i(x) = x). On note la probabilité de réussite p,,. Calcul apres.
* X, retourne le numéro de tirage du 1°* succés

OnadoncX, ~%(p,) et E(X,) = -

Pour terminer et calculer p,,, il faut dénombrer toutes les applications i (en nombre n") n’ayant pas de point fixe. Pour la

premiéreimage, 'image de 1, comme le 1 est exclus, nous avons n—1 possibilités. Pour 'image de 2, comme seulement le

2 est exclus, nous avons également n—1 possibilités. Finalement, le nombre total est (n—1) x(n—1)x---x(n—1) = (n—-1)",
(n-1)"

[N 1 n
doup, =22 =[1-3)

Remarque :
1\» 1 1 1 1
Py = (1 - Z) = exp (nln(l - ;)) = exp(n(—; + 0(;))] = exp(— 1+ 0(1)) -
on peut en « déduire » que, deés que le nombre de candidats est « assez grand », on peut espérer en moyenne 3 = e tirages

pour obtenir ce que « ['on veut ».

2)

1-=
e

VkEN*’ P((Xn = k)): (1_(1—%)")k71 (1_%),1 n—+oo ( l)k_lé

On reconnait une loi géométrique de parametre %, Y ~9( % ), dott E(Y) = e. Linterprétation a déja été faite plus haut

Mines-Ponts PSI 2021 (min et max de variables aléatoires géométriques) ¥

Ex16 Soient 0 < p < 1 et (X,,) une suite i.i.d. de vas suivant la loi géométrique de parametre p.
1) Pour n € N, soit ¥,, = min(X;, ..., X,,). Déterminez la loi puis 'espérance de Y,,.

2) Pour n € N*, soit Z,, = max(X, ..., X,,). Déterminez la loi de Z,,, puis un équivalent de E(Z,,) quand n — +oo.

1) Pour kentier,onaV, = kssiVl<i<n, X;=k.(X; = k) étant'événement « en k — 1 1" tentatives, k — 1 échecs », il
vient P(X; = k) = (1 - p)¥~! = g*~! puis:

P(Y, = k) =P(ﬁ(Xi > k)) - f[lp(xi > k) = g"(k=D



On a utilisé I'indépendance des (X;). On a immédiatement Y, (Q) = N* puisque pour tout i, X;(Q) = N*.On écrit (Y,, =
k)= (Y, = k)~ (Y, = k+1) et ceci pour tout entier k. Comme (Y,, = k + 1) < (Y,, = k), en passant aux probas :
Vk=1,P(Y,=k)=P(Y,2k)-P(Y, =2 k+1) = qg"kV —g"k = gnk-1(1 _g")

1
1-g"

On reconnait que Y,, suit une loi géométrique de parametre 1 — g”, soit E(Y,,) =

2) Par un procédé analogue, Z, < k ssipourtout1 <i <n, X; < k puis:

Vk=1,P(Z, <k) =P(é(X,~ < k)) = lf[l(l—P(Xi > k)) =(1-g*)"

P(Z,=k)=P(Z,<k)-P(Z,<k-1)=(1-¢")"-(1-¢"")"

La famille (IcP(Zn = k)) est sommable car, comme c’est une suite, la série « correspondante » est absolument conver-

k=1
gente, cad convergente par positivité (d’Alembert par exemple). On applique la formule de calcul d'une espérance pour

une va a valeurs dans N :

+00

E(Z,)=)Y P(Z,>k)= +Z°° 1-P(Z,<k)= +Z°° 1-(1-g*)"
k=1 k=1 k=1

On constate lorsque k / que 1 —g* / puis 1 — (1 —g*)" \.. On peut appliquer une comparaison séries-intégrale (je

ne mets pas de détails). On arrive &

+00
In—lsE(Zn)sf 1-(1-g"H"dr =1,
0

+00 +00 -1 1 -1
b=l = [T 0=gy 7 -0 gy = [T 0-g gt = o [a -y ey = o

avec le changement de variables y = g* C' bijectif de ]0,+oco[ dans ]0,1[ (car g < 1) On termine avec l'application du
résultat (hors programme PSI d’ailleurs) que si u,, ~ v,, v, = 0, la série }_ u,, diverge alors Y.7_; ux ~ X}_, ;. Ici cela

n =

amene (je vous laisse vérifier les hypothéses) :

L=I,-1I= i Lo—1 B
n—In 0~ = k k-1 N 400 klnq lnq
En utilisant I'équivalent bien connu H,, = ¥}'_; % ~Inn

IMT PSI 2017 (calcul espérance) &

n
Ex17 Soient n € N, a € R et X une va a valeurs dans N vérifiant VO < k< n, P(X = k) = a(k).

1) Déterminezla valeur de a.

2) Déterminez 'espérance et la variance de X.

1) Le a est déterminé par la vérification de loi de probablité, soit ¥} _, P(X = k) = 1. Comme Y.}'_, (%) = 2", il suit

_ 1
a=sm

2) Voila 4 méthodes qui sont toutes intéressantes.

nl 1k 1\n-k
Méthode 1: En écrivant P(X = k) = ( k)(é) (1 - E)" , on reconnait une loi binomiale de parametres n et p = %
donc, d’apres le cours,

E(X):np:g V(X):np(l—p):g

™ (n 1
Méthode 2 : On utilise la fonction génératrice Gy (1) =a )_ ( k) th = 2—n(1 +£)". Il suit, comme l'existence des dérivées
kg0



en 1 ne pose pas de problémes :

OO =Gy() = [0+ 0" (e = 1)—”2"1 -

2
_ 2 _ 1yon-2 2
V(X) = G4(1) + GL(1) - Gy(1)? = [—(2,, a1+ 02 (e=1)+ n_ % _nn-1)2"7 2}}2 + g - Z - g

n

Méthode 3 : On utilise la formule du bindme de Newton (1+x)" = ) (Z)xk que 'on dérive 2 fois :
k=0

VreR n(l+x)" = Y (Z)kxk‘l n(n-1)(1+x)"2= Y (Z)k(k—nxk-?

k=0 k=0

V(X)=E(X?) - E(X)? = E(X(X = 1))+ E(X) - E(X)? = zin S k(k - 1)(”)1’6-2 L

4
_n(n-1)2"72 L n?

o 2 4 4

-1 -1 -2
Méthode 4 : on utilise la petite formule : V1 < k < n, (n) I (n ) V2<k<n, (n) = % Z . (Z 2)

n n 1 & 1 &2 n-1 nn"lin-1 n_,, n
e L)L B

E(X?*)=...

Ex 17Bis Soit X, Y deux vas indépendantes suivant des lois géométriques de parametre p et g. Espérance de

Z =max(X,Y)? (On utilisera la formule de l'espérance pour une va @ valeurs dans N)

La formule de I'espérance (supplémentaire a celle générale), pour une va Z a valeurs dans N est: E(Z) = Y7 P(Z >
n)= 3,5

L P(Z z n). On se rappelle qu, dans R, max(x,y) > a <= x >a ou y > a. Ensuite:

E(Z):+Z°°P(Z>n)=+Z°°P((X>n)u(y>n))=+Z°°P(X>n)+P(Y>n)—P((X>n)m(Y>n))
n=0 n=0 n=0
‘~1~=’+Z°°p(X>n)+p(y>n) P(X>n)P(Y >n) = 2 +Z°°(1 p)"+1-q)"-(1-p)"Q-q)"
n=0
@ L S 1 ror, 1
1-(1-p) 1-(1-q) 1-(1-p)(1-q) | p q p+q-pq

*(1) XetYsontindépendantes, X 1L Y

*(2) (X > n)estl’événement « n échecs en n premieres tentatives », donc de probabilité (1 — p)"

*(3) Séries géométriques convergentes car deraison |1—p|<1,|1—¢g|<let|l-p||ll-g|<lx1=1

10



CCPBQ MP 2023->2015 (calcul d'espérance et de variance) §

Ex 20
A

Soit A > 0. Soit X une va discréete a valeurs dans N*. On suppose que Vn e N*, P(X =n)= ——.
nn+1)(n+2)
1) Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle R(x) = m
2) Calculez A.
% ) Prouvez que X admet une espérance et la calculer.

4) X admet-elle une variance? Justifiez.

Cet exercice fait partie de la banque d’exos CCINP MP, n°100.

Vous pouvez regarder la correction fournie par le concours : Banque CCINP MP 2023 avec corrigés

Ex 2% % Soit (X,,),, une suite de va i.i.d. a valeurs dans N et d’espérance finie et N une va a valeurs dans [[0; k ]| .

N
On suppose les va X, ..., X,,, Z mutuellement indépendantes. On définit uneva Y par Y = _ X;.
i=0

1) Montrez que Y est d’espérance finie.

2) Calculez E(Y) en fonction de E(X,) et E(N).

1) Comme X; est a valeurs dans N et Y = ZIZ.V:O X;, on en déduit que Y est a valeurs dans N. Par conséquent, Y est

d’espérance finie ssi la famille (nP(Y = n))neN est sommable ssi la série Y,y #P(Y = 1) converge absolument (ce qui

équivaut a converge puisque c'est une série positive). Lava N est a valeurs dans [[ 0; k ||, on sait alors que (N = 1)) _,_,

est un systeme complet d’événements. On applique la formule des probabilités totales :

i=0

k k i
P(Y:n):ZOP((an) [((N=i))P(N=i)=) P( Zlszn |(N=i))P(N =)
i= p=

(1)

e

iP(X1 +--+X;,=n)P(N =1i)
i=0

¢ (1) Résulte de les variables Xj, ..., X;, N sont mutuellement indépendantes et du lemme des coalitions. Rappel :

si 2 événements A et B sont indépendants, alors P(A|B) = P(A)

Bien comprendre que la série ) nP(Y = n) est donc la combinaison linéaire finie de k + 1 termes, par les scalaires
P(N =1i), des k + 1 séries ), nP(X; + --- + X; = n). Il suffit de montrer que chacune des ces séries est convergente. Or

on remarque que c’est la série de 'espérance de lava X, +--- + X; qui est finie car celle de chaque X; 'est par hypothese.

Cette série converge donc.

11
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2)

+00 (1) +oo +00
E(Y)= ) nP(Y =n) 1— Yon ZP(X1 +X;=n)P(N=1i)= ), inP(Nzi)P(X1+---+Xi=n)

n=0 n=0 i=0 n=0i=0

(2) +oo +00

= f nP(N:i)P(X1+~~~+Xi:n)=iP(N=i) Y nPX;+-+X;=n)

(3) lzo = k ) "0 4) k

=Y P(N=DEX,++X;)=) P(N= i)(E(X1)+---+E(X,.)) =Y P(N=0)iEX,)
i=0 i=0 i=0

CE(X) Y PN =1) 2 | B() EQV)

i=0

¢ (1) On arepris tout le calcul de Q1)

*(2) On peutintervertir les deux X car il y a une somme finie.
*(3) Onareconnu la série de 'espérance de X; + - + X;.
*(4) LesvaX; sontde méme loi.

*(5) On areconnu la somme finie de 'espérance de N

Ex 24 Soit X, Y, Z 3 variables aléatoires mutuellement indépendantes et de méme loi ~ 4(p ).
1) Déterminez laloi dela somme S =X + Y.

2) Déterminez la loi conditionnelle de X sachant (S = k), avec k € S(Q).

%) Pour n € S(Q) calculez P((S = n)).

4) DéterminezP((S=Z2)), P((S<2Z))etP((S=2)).

1) X,Y sonta valeurs dans [[1; +oo[[, donc Z = X + Y est a valeurs dans [[2; +oo|[ . Ensuite on écrit :

Vn=2 P(S=n)=P(X+Y = n) %)p[u(xzk)m(yzn—k)) 2 (U(X:k)m(yzn—k))
keR k=1
2 (1

J X =k)n (Y =n- k))}z”i P(X=k)n (¥ =n-k)
k=1 U, k=1

(5) n—

"kZP(X k)xP(Y =n- k)—Z(l—p)’“ 'pa-p)yFlp= ka(l—lo)"2 (n-1)p*(1-p)"2
1 =1 1

* (1) On «balaye » par toutes les possibilités pour X.

*(2) X(Q)=[[1;+oo].

*(3) Yestavaleursdans [[1; +oo[[,doncn—-k=1,soitk<n-1

*(4) Les Uy sontincompatibles, cad U, nU; = @ (avec k # j), car si w € Q vérifie w € Uy, alors il vérifie X (w) =
et donc ne vérifie pas X (v) = j, soitw ¢ U;.

*(5) LesvaXetY sont indépendantes par hypothese d’ot1 le produit.

Remarque : On reconnait la loi du 2° succes, ce qui n’est pas étonnant, puisque 'on somme 2 variables géométriques :

1°* succes + 1°* succes ...

2) On commence par remarquer que, comme S =X +Y =1§, et que X,Y = 1, laloi conditionnelle de X sachant (S = k)



prend ses valeurs dans [[ 1; k — 1]]. (Rappelons k € [[2; +oo|[). Ensuite :

Vlsnsk_l’P((in)HS:k)):P((in)ﬂ(Szk))=P((X=n)n(Y=k—n))

P(S=k) P(S=k)
_PX=m)xP(Y=k-n) _p(-p)"'pa-p*"" [ 1
TTPs=n (e-npaop? k=l

On reconnait la loi uniforme sur [ 1; k - 1]].
Remarque : On peut aussi convenir: Vn = k, P(UZ‘fn (S= k)) =0

3)

+00 +00 +00 (1) +00
vnz2, P(Szn)=P(J(S=k)=Y P(S=k)= ) (k-1)p*(1-p)<2 = P2 Y k(1-p)k!
k=n k=n

k=n k=n-1
+00 . +00 v (FMZ) +00 . Y
=p?| X kx| (x=1-p)=p*| ¥ " |x=1-p)=p*| ¥ x| (x=1-p)
k=n-1 k=n-1 k=n-1
®) x" (n-1)x"2(1-x)+x"!
= 2[1_x (x=1-p)=p? -1y (x=1-p)

, X" (n-1+(2-n)x)

=p 107 (x=1-p)= A-p)"?*((n-2)p+1)

*(1) Changement d’indices k — k+1

*(2) Lasérieentiére Y., , x© derayon R = 1 peut se dériver terme a terme sur ]-1,1[. Onabien 1 —p €] - 1,1[.
+00 xp

*(3) Lasomme étendue de la série géométrique, a savoir, est Z x" =
n=p

1-x

4) Lafamille ((Z = k)) est un systeme complet d’événements. On applique la formule des probabilités totales :

k=1
+00 +00 (1) +oo
P(SZZ)=kZP((SzZ)m(Z=k))=]CZP((Szk)n(sz))‘lz’ kZP(Sch)xP(sz)
=1 =1 =1
(2) +00 +00 +00
= kZ (1-p) 2 ((k-2p+1)(1-p)'p=p? kZ(k—Z)(l—p)Z’“‘3+p kZ(l—/v)Z’“‘3
=1 =1 =1
(3) +00 +00 2 +o0 oo
- p2 Z k(l—p)2k+1+p Z (1—p)2k—1=i+p2(l—p)3 Z k((l—p)z)k_l+L ((1_p)2)k
k=1 k=0 1-p k=0 1-p i
@:) -p? 2 3 1y, 2 p 1
= L ptp) || w=0-m T (I
_ Pt s s 1 1 _—p*2-pP+(-p)+2-p | 3-2p
BT ey ey A G ) B e g ER Y e

¢ (1) Parhypothese X,Y,Z sont mutuellement indépendantes. On sait alors, par exemple, que toute fonction va
f(X,Y) estindépendante de toute fonction va g(Z). En particulier S = X + Y est indépendant de Z.

*(2) Onapplique la question précédente pour P(S = k) et 'hypothese Z ~ 4(p).

*(3) Changement d’indices.

*(4) On réutilise la série géométrique et I'idée de la question précédente.
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Ex27 Soit X, Y deux vas discretes a valeurs dans N. On suppose X ~ 2(1) et que la loi de Y sachant X = n est

binomiale de parametres 7 et p.
1) Déterminez la loi conjointe de (X,Y).

2) Reconnaitre laloide Y.

1) On commence par remarquer que X,Y sont a valeurs dans N : (X x Y)(Q) = N x N. Ensuite par définition des lois
conditionnelles: Vn,meN, P(X =n,Y =m)=P((X=n)n(Y =m))=P((Y =m) | (X =n))xP(X =n)
Par définition, Y « sachant » (X = n) suit une loi binomiale de parametres n et p. Donc on peut considérer que, si m > n,

alors P((Y =m) | (X =n))=0,etsinon,VO<m=<n, P((Y=m)|(X=n))= (Zl)pm(l—p)"_m.CommeX ~P(A):

sim>n

PX=nY=m)= A" (n

-1 m n-m :

e — 1- si0<=m<n
- (m)p (1-p)

2) Laloi marginale de Y se calcule alors par la formule des probabilités totales appliquée au systéme complet d’évé-

nements ((X = n))

+00 (_,l_) +00 A" (n
VmeN,P(Y=m)= Y PX=nY=m) = ) e*— pm(1-p)m
n=0 n=m n! \m
+00 1 moam. oo 1
A m n n-m —Ap n-m n-m
P n;m m!(n—m)!( P) ¢ m! n;m (n—m)!( p)

—~

2) mam too AN (] _— n m ym
= AP 3 A-p)" _ P

- m!

Ap) | pmap AP)"

=0 n! m! m!

* (1) Attention!la valeur est nulle pour n < m. Ne pas échanger ces 2 variables et ne pas se tromper de sens!

*(2) On afaitle changement d’indices « translationnel» n — n+m

On reconnait que Y suit la loi de Poisson®de parametre Ap.

IMT PSI 2019 (loi conjointe et covariance)

Ex 29

On tire simultanément 2 cartes dans un jeu de 52 cartes. Chaque carte tirée rapporte sa valeur, le valet valant

11, la dame 12 et le roi 13. On note respectivement X et Y les variables aléatoires représentant la carte de plus basse et
plus haute valeur tirée.

1) Déterminez la loi conjointe de (X,Y) et leur loi marginale.

2) Donnezla covariance de (X,Y).

1) X(Q)xY(Q)=[[1;13]]%. Sii>j, P(X =i,Y =j) = 0.1l va falloir faire un peu de dénombrement. Lunivers Q de

tous les sous-ensembles a 2 éléments parmi 52 cartes a immédiatement pour cardinal (522) :

* Lecas i = j correspond au cas ol on tire 2 valeurs identiques parmi les 4 couleurs soir (‘2l ) A noter qu'on ne choisit

pas la valeur (parmi 13) puisque la valeur est i donc choisie...

4
P(X=i,Y=i):(L)= 6

(%)

2. Siméon Poisson : mathématicien et physicien francais (1781-1840)



e Lecasi < jcorrespond au cas oui on a choisi 1 valeur parmi 4 couleurs et 1 autre parmi 4. Ici, aussi les valeurs sont

données parla donnéedeiet:

P(X=1Y =j)=

52
(%)
Remarque : On peut Vériﬁer « un minimum » ses calculs de probas en évaliant si la somme vaut 1. Ici :

6x13 13x12 16 13x(6x2+12%16
Y PX=iY= ])—ZP(X—IY—I)+ZP(X—1Y j)= * x x (6 * )

+
1sij<13 1si<j<13 ) 2 (522) 13 x4 x 51

((Y =j ))j oy €st un systéme complet d’événements et par la formule des probabilités totale :

VieN, P(X = l)‘]ZIP(X—lY ])—é(m]iﬂla): ———=(6+16013-1)
VjEN'P(Y:j):gp(X:i’Y:j)é(6+§16)= 26510 " 160 -1))

2) OnCov(X,Y)=E(XY)-E(X)E(Y)

13

E(X)= i (6+16(13—i 16x 1 -1
(X) 26x51,~§l(6+ 6(13—1)) = el ((6+ 6 x 3)21 62 )
1 13 x 14 13 x 14 x 27 13><14 245
- ((6+16 13) ~16 ): (3+3x13—8x9)=—
26 x 51 6 26 x 51 51
E(XY):ZijP(X:i,Y:j):ZizP(Xzi,Yzi)+ZijP(X=i,Y=j)
1<ij<13 i=1 1<i<j<13
13
(621 +16 ) ij):%(GM +16) i Z]) assez maladroit car du i°!
(2) I=i<j<13 2) i=1 j=i+l
—m(6x 8 T ij))=gm(oxes( ¥ ij-1 7))
(52 ) 1si#j<13 (522) i=1 1<i,j<13 i=1
1 13 13 12 1 13x14x27  13%x14?
— =— (-2 +8
=@ (2n e (L) )= 5 )
13x 14 7x355 _ 2485 2485 245 469 _ 11830

= (-9+2x13x14])= Cov(X,Y) = x =
26 % 51 51 51 51 51 51 2601

n n
Rappel sur le maniement d’indices et sommes:: Y x;x ( > xl) =) xF+) XX Z XPH2) XX
1<i,j<n i=1 i= i#j i<j

Ex 24 Soit X une va a valeurs dansN et a, b € N.
1) Exprimez G,x., en fonction de Gy.

2) Montrez P(X pair ) = 3(Gx(1) + Gx(-1))

1) Onrappelle que Gx(t) = Y15 P(X = n)t" = X% P(X = n)f(n) avec f(x) = t*. Le théoreme de transfert nous
donne alors Gy(t) = E(f(X)) = E(¢*). Cest du cours! Note : t* existe bien car ici x prend des valeurs entieres (on

n‘oublie pas que ¢ peut étre négatif et qu'une puissance réelle n’aurait pas de sens). Par suite :

Gax.p(t) = E(t“X+b) = E( th (t“)x) =¢b E(([“)X) = t? Gy (t%)
cste! 15



+00

+00
2) Les événements (X = 2n) sont clairement incompatibles etP(X pair )= P( Ux= 2n)) = ) P(X =2n).Puis:
n=0

n=0
1(GX(l) +Gx(-1)) = E +Z°° P(X=n)+ f P(X =n)(-1)"|= +Z°° P(X = n)w = +Z°° P(X =2n)
2 2 n=0 n=0 n=0 2 n=0

CCINP PSI 2021-2019-2018 (variable aléatoireZ =X +Y +1)

Ex7%6

Soit X et Y 2 vas indépendantes a valeurs dans N et de méme loi et admettant un moment d’ordre 2 (cad

E(X?) existe). On suppose que la variable Z = X + Y + 1 suit une loi géométrique de paramétre p €]0, 1.

1) Déterminez l'espérance et la variance de X.  [201x: Pas la variance] .

2) Calculez la fonction génératrice de X.

7 ) Endéduirelaloide X. [201x: Reconnaitre laloi] .

1) Par linéarité de 'espérance, E(Z) = E(X)+E(Y)+E(1) =2E(X)+1 = %, puisque X et Y suiven la méme loi.

1=
Lindépendance ne sert pas ici. On en tire| E(X) = 2_p
p
. 2. . 2 . ]' - p [N ]' - p
Par indépendance, pour la variance on écrit V(Z) = V(X) + V(Y) =2V (X) = ——, dou V(X)= 52
p p
2)
(1) +oo L +00 ( )n 1 (2) pt
GAt) = Y (1-p)"'pt=pt Y (1-p))t = —
z nZ:'l n=1 1-(1-p)t
= E(t*™) = E(e* ¢V 1) = t E(EX) E(¢Y) = 1 (Gx(1))
*(1) On calcule la fonction génératrice d’'une va géométrique de parametre p
*(2) Ici, on abien tous les termes de la série géométrique
*(3) On calcule d’une autre facon, G,(t) = E(t%) est du cours
*(4) Ces propriétés de « puissance » sont valides pour ¢ quelconque, méme ¢ < 0, car X, Y sont a valeurs entiéres.
*(5) Propriété de I'espérance due a la linéarité (on sort le ¢) et a I'indépendance de f(X) et g(Y) pour tous f, g

(c’est du cours, lemme des coalitions pour 2). Ici f(x) = g(x) =t*

On en déduit| Gx(t) =+

p

Tp)t . le + est justifié (plutot que le —) car la fonction génératrice est = 0 pour ¢ = 0

(comme toute va a valeur entiére, je vous laisse y réfléchir)

%) Enserappelant Gx(t) = Y% P(X = n)t", on peut « retrouver » le coefficient P(X = n) par un développement en

série entiere (on pourrait aussi théoriquement par # (Gx(£))™(0), cours sur les séries entiéres, mais c'est moins usité).

1

Jerappelle le développement en série entiére de la « racine » T et ses différentes écritures (essayez de les comprendre),
X

sur | - 1,1 :

1 IRRST +oo _%(_%_1)(_%_2)'“(_%_nH)x"

V1i+x n=0 n!

too ~L(=3)(=8)(—2m1) e @n—1)!
_ 2\ 2 2 2 n_ _1\n n
- ngo n! o n;o( D 2" n! g
_ ¥ (=1)" (2n)! oy D@L,
a2 (em)(2n-2)...2)2" n! YT E T2y
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+00 (—1/2

Pour remarque, cette formule s’écrit aussi )., 2 "

) x™ (regardez la formule du haut pour comprendre ce coefficient
binomial), elle s’appelle d’ailleurs formule du binéme négatif , mais elle n'est pas du tout a votre programme. A votre
programme stricto-sensu, pour un coefficient binomial (ﬁ) vous devez avoir n, p entiers positifs et 0 < p < n. Revenons

anotre exo :
ot EDten), ke (1-p)"(2n)
OO=VP 2y (U= =V Ly

_/P-p)" (2n)

Par unicité du développement en série entiere, on en déduit| P(X = n)

22n (m)z
Ex3%9 Soit (X,,) une suite de va a valeurs dans N indépendantes suivant une méme loi qu'une va X.
n
1) OnposeS= ) X; Montrez Gs() = Gx(1)".
k=1

N (w)
2) N est aussi une va entiére discrete. On pose ici, pour w € Q,S(w) = Y X;(w). Montrez Gg = Gy o Gy (sur [0,1]).
i=1
On appliquera la formule des probas totales.

%) On suppose que X et N a mettent une espérance. Montrez S aussi et la calculer. Idem avec la variance.

1) Le cours nous donne quesi X et Y sont 2 va indépendantes (discrétes a valeurs dans N), alors Gy y(#) = Gx(t) xGy ().
Je vous le redémontre en rappelant qu'une fonction génératrice d’une va est définie sur (au moins) [-1,1] et que I'on a

vVt e [-1,1], Gx(t) = E(t¥). On écrit donc, en n'oubliant pas que alors les va t* et t¥ sont indépendantes :
Vie[-1,1], Gyy(t) = E(tX+Y) = E(tX x tY) - E(tX) x E(tY) = Gy (1) x Gy (1)

Je rappelle aussi que si U, V sont indépendantes, alors E(UV) = E(U)E(V). En revenant a I'exo, par récurrence de 2 a

k, comme les va X; sont indépendantes :

Vee [ =1,1], Gs(t) = Gy, (1) = Gy, (£) x -+ x Gy, (£) = (Gx(1))"

Toutes les vas X; ayant méme loi que X, Gx, = Gx.

2)

Ex41 Soit X ~ 9’( A ) . Utilisez la fonction génératrice de X pour calculer E(X3).

On calcule immédiatement :

+00 +00 /171
VEeER, Gy(t)= Y PX=n)t"=e* Y —t"= e teM = M7
n=0 1

n=0

R = +00, Gy est donc trois fois dérivable en 1, en dérivant terme a terme. On calcule de 2 fagons en utilisant le théoreme
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de transfert :

Gy(1) =AM V](r=1)=2 = +z°° ne%%':w:E(X)
n=0 .

Gy(1) = [A2e* V(1 =1) = 22 = +z°° n(n-1) 9-1%1" =E(X(X-1))
n=0 .

Gr(1) =[A%M V]t =1)=23 = +Z°° n(n-1)(n-2) e-ﬂ%w =E(X(X -1)(X -2))
n=0 .

Ensuite, on décompose le polynome X * dans la base (I,X,X(X -1, X(X-1D(X —2)) :onrésout le systéme X = a X (X —
1)(X-2)+ BX(X —1)+yX + 6, je ne mets pas les détails :

X3=X(X-1)(X-2) +3X(X-1) +X

= E(X*)=E(X(X -1)(X -2))+3E(X(X - 1))+ E(X)=G¥ (1) +3Gx(1) +Gx(1) =| A3 +31%+ 2

o 3 ,-AA"

Remarque : 11 est tout a fait possible de calculer directement E(X?) par la formule de transfert Yo nte 47 mais ce

n’était pas la démarche demandée par I'énoncé.
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