Queloues Corrections sur Les Suites eT Séries de FoncTions

Ex 1

fu(x) = nx"(1-x%)

Etude de la convergence simple de la suite de fonctions (f,) sur [0,1] :
On reprend les cas usuels de suite géométrique :
e Pour 0 <x <1,nx" — 0 puis, croissances comparées de n et x”, f,(x) — 0.
e Pourx=1,f,(1)=0—0.

Conclusion : la suite de fonctions (f,,) converge simplement vers la fonction nulle sur I = [0, 1 ]

Etude de la convergence uniforme de la suite de fonctions (f,) sur [0,1] :
On pose g,(x) = f,,(x) =0 = nx" (1 - x*) et on étudie ses variations (car c’est facile) sur [0,1] .

Onag,(x) = (nx" - nx"?) = n®x"" —n(n+2)x"" = nx"™" (n—(n +2)x?)

X 0 a \/g 1

gn(x) + 0 -

L | sl
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( njz)":exp(nln(%)):exp(gln(ﬁ)):exp(—?”mm%))

o

:exp(_?n(%+0(%)))=exp(—l+0(1)) — e #0

Pas de convergence uniforme sur [0,1] .

Remarque : En regardant le tableau de variations d'un peu plus pres, on conjecture qu'’il y a convergence uniforme sur

[0,a] aveca < 1 car apartird'un certainrang a < / 743 car /75 — 1. Par suite, regardez le tableau, sup,(o 4 | fn(x)—0| =

|gu(a)] —0
_ In®"(x)-2
()= In27(x) + 2




On précise tout de suite que cette suite est bien définie puisque le dénominateur ne s’annule pas : In?"(x) +2 =2 > 0. On
a affaire a des suites géométriques et on se rappelle que les cas se distinguent par rapport aux valeurs 1 et - 1, ce qui, via le

- - 5 5 1
loglne=11In1/e = -1, amene les cas par rapporta e et .

Etude de la convergence simple de la suite de fonctions (f,) sur R**

1 -2
-—<x<ez0$|lnx|<1.Alors|lnx|2"—»0etfn(x)~7=—1
e

In*"(x)
In?"(x)

1
ex<-oux>e= |Inx|>1.Alors |Inx|*" — +oo et f,(x) ~
e

1 -1 1
ex==-oux=e. Alors|Inx|*"=1etf,(x)= — — ——
" |Inx]| Ju(x) 3 3

-1 sil<x<e
11 y donc convergence simple sur R** vers la fonction f: < 1 six<loux>e
e

1 ) 1
3 Six=goux=e

Etude de la convergence uniforme de la suite de fonctions (f,) sur R™*

D’apres un théoréme du cours, il n’y a pas convergence uniforme sur R** vers f car les fonctions f,, y sont continues, tandis

que la fonction f ne 'est pas. (on rappelle que la convergence uniforme ne peut se faire que vers la limite simple f).

£(x) = n’x(1-nx) 0sx<2i

0 lox<1
n

Etude de la convergence simple de la suite de fonctions (f,) :

On préte trés attention ici au fait que, comme n — +oo, les « intervalles bougent ». Pour chaque x, on peut avoir ou 0 ou
n?x(1 - nx).la seule facon de bien traiter ce genre d’exercices est de les gérer avec a partir d’un certain rang (apcr).
Fixons nous x € [0, 1] (car ici c’est n qui « bouge »). Comme % — 0, nécessairement a partir d’'un certain rang, % <x=1
(sauf pour x = 0). par conséquent, apcr, f,(x) = 0 — 0. Pour x = 0, on a immédiatement f,,(0) = 0 — 0.

Conclusion : la suite de fonctions (f,,) converge simplement vers la fonction nulle sur [0,1].

Etude de la convergence uniforme de la suite de fonctions (f,) :
Ici, c'est plus simple, car n est fixé, c'est plutdt x qui « bouge ». Il suffit d’étudier les variations de g, (x) = f,(x) -0 = n?x(1 -

nx) mais sur [0, %], donc de h,,(x) = x(1 — nx) car la variable d’étude est x (on multipliera ensuite par n?). On h),(x) =

1-2nx.
X 0 ﬁ %
gn(x) + 0 -
g(3)
gn(x) 0 / 2n \ 0

)3

1 1 1
fu()=0| =f,(5=)=n®——(1- =) — +oo
wepy ‘ "“2n 2n 2

Il n'y a donc pas de convergence uniforme de la suite de fonctions (f,,) sur [0,1].

Remarque : Par contre, il y a convergence uniforme sur [a,1] avec a > 0 : en effet, apcr % < a, donc f,,(x) = 0 et donc

sup |f,(x)-0/=0—0.

x€la,1]



f(x) =min(n, L)

E:

Etude de la convergence simple de la suite de fonctions (f,) :

. 1 1 eifeei) L < 1
—_ —_ —_ = x> =
On remarque que min (7, \/E) N (ssi) Nt Xz
Comme —nlz — 0, on en déduit que a partir d’'un certain rang, f,(x) = —\/1;

Conclusion : Convergence simple de la suite de fonctions (f;,) sur |0, +oo[vers f(x) = \/L;
Etude de la convergence uniforme de la suite de fonctions (f,) :
on écrit | g, (x)| = |f,(x) - f(x)| quivaut 0si x = - et \/L; —nsinon, cad si0 < x < 5.

Par suite supp.«

fu(x) —f(x)‘ = +oo (n est fixé mais lo = +00). Pas de convergence uniforme sur R**.

7%

Remarque : Par contre, il y a convergence uniforme sur [a,+oo| (a > 0) car & partir d’un certain rang # < a, donc

fu(x) = F(x)] =0

Supxe[u,+oo[
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Ex 2 Montrez que la suite de fonctions définies sur [0,1] par f,(0) = 0 et, pour x > 0, f,(x) = x (sin)l—c) ! converge

simplement mais pas uniformément vers une fonction f que l'on précisera.

Etude de la convergence simple de la suite de fonctions (f,) sur [0,1]
Pour x = 0, c’est la suite nulle de limite nulle. Sinon, a x fixé, c’est une suite géométrique de raison sin(}l—c). Pour 0 < x <

1,1 < % et il faut distinguer les cas ot le sinus vaut +1, qui sont les % + km, avec k € N.

1 n—+oo

e Pour x = ,sin®?(1) =1, donc f,(x) = x X.
() f)
* Sinon, |sin(1)| < 1, donc f,(x) 1T 0.

s 1
. . . X 8Slx= km+m/2
Conclusion : Convergence simple sur [0, 1] vers la fonction f :
0 sinon

Etude de la convergence uniforme de la suite de fonctions (f,) sur [0,1]

Il est clair que les f;, sont continues sur ] 0,1 ] .Comme f n’est pas continue en tous les qui appartiennent a ] 0,1 ] ,

1
km+m /2

il n'y a pas convergence uniforme sur ]0,1| etdonc passur [0,1].

[0,1] — R

Ex4 Soit f € €' ([0,1],R), neN* et f, :
x — f(x+

x(1-x))\ -
n
1) Montrez que f, est correctement définie.

2) Etudiez la convergence simple et uniforme de la suite de fonctions (f;,).

x(1-x)

1) Pour montrer que f,, est définie, il faut et il suffit de vérifier 0 < x + = h,(x) <1 pour x € [0,1]. A cette fin, on

effectue une étude de variations de £,
. 1 1
h,(x)=1+—(1-2x)=—(n+1-2x)
n n

Pourn=1,n+1=2=2x car0<x < 1. Donc h,, croissante sur [0,1], donc 0= h,(0) < h,(x) < h,(1) = 1.



2)

Etude de la convergence simple de la suite de fonctions (f,) :
Il est immédiat que h,(x) — x et ceci pour tout x réel fixé.

Donc f,,(x) = f(h,(x)) — f(x) car f est continue en tout x.

Conclusion : La suite de fonctions (f;,) converge simplement vers la fonction f sur [0,1] .

Etude de la convergence uniforme de la suite de fonctions (f,,) :

Pour étudier la convergence uniforme, on doit étudier le sup de | f,,(x) — f(x)| sur [ 0,1 ] . On se pose la question, est-ce que
I'étude des variations est faisable ? REponse : on ne sait rien sur f a ce propos, donc cela risque d’étre difficile...

On peut remarquer g, (x) = f(h,(x)) - f(x) = f(x + @) - f(x)

f étant de classe C' sur le segment [0,1], ' y est continue et donc bornée (par M). Ensuite I'inégalité des accroissements

finis appliquée a f permet d’écrire :
1- 1-
2= x(1-%)
n

1) £ = [l ) - o) < e+

x‘M:

Par suite, on en déduit que | f,,

—fHoosLnlﬁo.

Conclusion : Convergence uniforme sur [0,1] de la suite de fonctions (f;,) vers f.

Mines-Ponts PSI 2015-2012 (suite de fonctions) %

Ex 2 Soit (f;,) la suite de fonctions définie st R* par fy: t — 0 et,pour n €N, f,,, 1 t =/t + [, ().
1) Montrez que (f;,) converge simplement vers une fonction f que l'on précisera.
2) La suite (f;,) est-elle uniformément convergente?

S (8) — f(t)‘ < L)/l . Que peut-on en déduire sur (f,)?

% ) Prouvez I'inégalité: Vn e N, V¢ > 0, ETAOR

1) At fixé, la suite (f,(t)) est la suite récurrente u,,,; = \/t +u, = g(u,), uy = 0 avec g(x) = \/t + x. On vérifie tout de
suite qu’elle est bien définie (a cause de la racine) car = 0 par récurrence immédiate. Ensuite, on sait qu'une éventuelle

limite ¢ vérifie :
1
fzg([)<=>€:\/t+€<=>€2:t+€et€204=>€:§(1+\/1+4t2)sit>0, et =0,1sit=0

En fait, f,,(0) = 0 — 0. La fonction g étant clairement croissante, (u,,) est monotone . (u,,) est méme croissante car u; =

V/1 =0 = u,. Reste a prouver qu'elle est majorée : on prouve par récurrence que u,, < ¢, (alors u,,, = g(u,) < g(¢) = ).
La suite de fonctions (f,,) converge simplement sur R* vers la fonction f : r — %(1 +V1+4r2)sit #0et f(0) =
Remarques

* 2 théoremes a savoir sur les suites récurrentes u,,,; = f(u,) : 1) toute limite éventuelle ¢ de u,, vérifie £ = f(¢),
avec la continuité de f, et 2) si f est croissante (seulement sur I possible mais les termes doivent alors étre alors
dans I), alors la suite (u,,) est monotone, monotonie « descendant » des 2 premiers termes car signe (u,,., — 4,) =

signe (f(u,) — f(u,-,) = signe(u, — u,_,) = --- = signe (u; — 1)

. Enfait,f,,(t)z\/t+\/t+\/t+\/t+...

2) f,a(t)=f(2) = f,(t) = f(¢t) donc la suite supg- |fn(t) —f(t)| décroit et , minorée par 0, converge. Vers 0?2 En fait,

les f,, sont continues (récurrence immédiate) mais la limite simple n'est pas continue en 0; il n'y a donc pas convergence

uniforme sur R*.



3)
2 p(p2 o _ o L B - F@ () - F(0)]
fan(OF =fOF =0+ L=+ £0) = fan(D-f()] = 2 s s o 2

Car on a vu plus haut f,(¢) < ¢ = f(). On considere 0 < a < b.onavu f,,,(t) = f;(£) =/t = V/a.lvient alors

11 (8) = FD g ) = 7||fn(t) FMwtans = )= FE g0 = \/_)n+1||f(t))||oo[ab]

Cela ne « marche » que pour a > i 1l va falloir minorer 2, (t) plus subtilement. Comme 2f,,,,(a) — 1+ v 1+4a?> > 1

en croissant, il existe un rang N, a partir duquel la quantité 2f—ll(a) < 1. En utilisant le fait que fy, (¢) est croissante (on peut
n+
le démontrer par récurrence toutes les f, sont croissantes), on arrive a:

1 n—N,
16 = F O ) < )

Gr@) M= F Wt

On peut alors conclure a la limite nulle ce qui nous ameéne a la convergence uniforme de la suite de fonctions (f;,) sur tout

segment de |0, +oo].
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Ex 6 Soienta@ €R, neN* et f,: x e RT — x(1+n%e ™).
1) Montrez que (f;,) converge simplement vers une fonction f a préciser.

2) Pour quelles valeurs de a a-t-on convergence uniforme sur R, ?
%) Calculer lim,,_ o, f; x(1+\/ne™"*)dx.

1) Pour x > 0, par croissances comparées (le - est un « vrai» -), n*e™"* — 0lorsque n — +oo. Par suite f,,(x) — x. Pour

x =0, f,(0) =0 — 0. On constate 0 = x. On en conclut que la suite de fonctions converge simplement vers la fonction

x — x surR*.

2) On considere g, (x) = f,,(x) — f(x) = xn®“e™"* et on calcule g;,(x) = n%e™"*(1 — nx) puis le tableau de variations :

X 0 % +00
8n(x) + -
8.(3)
& (%) / \
0 0

On adonc [|f,, = flle = SUP,cr+ 18,(X)] = gn(%) =n*'le™! — 0ssi @ < 1.1l y a donc convergence uniforme sur R* ssi

a<l.

%) Comme a = % < 1, il y a convergence uniforme de la suite de fonctions f, vers f sur [0,1], et f(x) = x étant bien

continue. On peut appliquer le théoréme d’interversion :
lunf fn= ff f xdx——

Remarque: 1l est attendu que vous utilisiez la convergence uniforme mais 'autre théoréme d’interversion, plus important
et servant plus souvent comme je vous I'ai dit en cours, le théoréme de convergence dominée de Lebesgue, « marche » aussi.

Je ne mets que la domination, qui utilise le tableau de variations :

1 1
e Ve )| = £y ()] = x4 g,y (0 ST+ g () <141

Fonction constante qui est bien intégrable sur [0, 1 ] .



Mines-Ponts PSI 2023 (suite de fonctions polynomiales) %

Ex7  Ondéfinitla suite de fonctions (p,) par py: x € [0,1] — 0 et Vx € [0,1], Vn €N, p,,,(x) = p,(x) + 3(x — p,(x)?)
1) Montrez Vx € [0,1],Vn €N, p,(x) < pp.i(x) < /.
2) En déduire la convergence simple de la suite (p,,) et trouvez sa limite.

% ) Montrez que la suite converge uniformément sur [0, 1]

1) Posons g.(y) =y + %(x —¥?) afin que p,,,(x) = g(p,(x)). g, (1a courbe de) est une parabole, dirigée vers le bas, de
sommet d’abscisse y = 1, donc croissante pour y < 1. Ses points fixes vérifient g.(y) = y < y = +/x, pour x € [0,1].
Montrons par récurrence pour n = 0, 2(n) : Vx € [0,1],0 < p,,(x) < ppiq (%) < /.
. 32(0) 0= py(x)=0=<py(x) = %x < \/}pour x € [0,1]. En fait x < ﬁ est une inégalité de convexité avec y = x la
corde sur [0,1]
e Supposons 2(n) pour n = 0. Soit 0 < x < 1. p,(x) < ﬁ donc, comme ces réels sont < 1, par croissance de g,,
P (%) = g(pa(x)) < g.(v/x) = /x. Puis p,(x) < \/x amene p,(x)* < x, par positivité de p,(x), d'ott p,.,;(x) =

Pn(x).

2) Pour tout x fixé de [0, 1], la suite numérique positive (p,(x)) est croissante et majorée, donc converge, et comme c’est
une suite récurrente u,,,; = g.(u,), avec g, continue, elle ne peut converger que vers un point fixe de g, qui ne peut étre
que \/E par positivité.

Conclusion : La suite de fonctions (p,,) converge simplement sur [0, 1] vers x — \/}

%) Pun(x) = Va = (pa(x) = V)1 - 3(v/x + p,(x)) ) donc, comme p,, (x) + /X < 2/%, [Ppi1 = V*lloo < 190 = VX lloo-

On en déduit que la suite || p, — /x| converge vers ¢ > 0 mais ce n'est pas suffisant, il faut prouver ¢ = 0.

Méthode 1 (générale): Si¢ >0, par compacité de [0, 1] et continuité, il existe x,, tel que || p,,— ﬁ||°° =|p.(x,)— \/El =
\/x_n — pn(x,) = £. D’apres le théoreme de Bolzano-Weierstrall (vous l'avez vu en MPSI mais malheureusement, il n'est
pas au programme de PSI...), (x,) étant une suite bornée (car € [0, 1]), il existe une sous-suite convergente Xpm) Y (je
rappelle que, par définition d'une sous-suite, ¢p(n) croit vers +oo). On utilise la décroissance de n — \/W = Pn(Xp(m))-

Pour N = ¢p(n)

V) = PN (Xg(n) Z \/Xp(n) = Popm) X)) = €

En faisant tendre n — +oo, il vient ﬁ —pn(y) = € >0, ce qui contredit la convergence simple en y. Absurde!

Méthode 2 :
Soite > 0.
Sur [0,€%], supyq 2) /X — P, (%) < suppg 2) /X — po(x) = €.

Sur [£,1], en reprenant la 1*© égalité et p,,(x) = 0 (la norme infinie s'entend sur ce segment) :

1 1 €
1Pni1 =V loo < 1P = Valloo (1= 55X ) < 1P0 = Vo (1= 5VE? ) = lIpa = V3l < Ipo =Vl (1= 5)"
Comme cette suite géométrique tend vers 0, le résultat est acquis.
Remarques

¢ Apeude choses pres, la méthode 1 démontre le 1°* théoréme de Dini : si une suite de fonctions (f,,) converge simple-
ment vers f sur un segment [a, b], que les f, et f sont continues et que, a x fixé, la suite (f,(x)) est croissante, alors
la convergence est uniforme. Si vous étes curieux, il y a aussi le 2° théoréme de Dini assez voisin, vous pouvez aller

voir sur Internet.

* Parrécurrence il est clair que les p,,(x) sont des polynomes. Le théoréme de Stone-Weierstral(pas au programme) af-

firme que pour foute fonction continue f sur [a, b], il existe une suite de polyndémes qui converge uniformément vers



f. Dans cet exo, nous avons fait « mieux », nous avons construit explicitement une suite de polyndmes qui converge

uniformément vers \/} sur [0,1].

Mines-Ponts PSI 2016 (série de fonctions)

Ex8 Soit, pour n e Net x € [0, 1], f, (x) = 3"(x%" —x2"").
1) Etudier la convergence de (f,) sur [0, 1].

1 1
2) Comparer lim f fu(x)dx et[ lim f,(x)dx
n—+oo Jo o n—too

1) Pourx=1,f,(x) =0—0.Pour0 < x <1, x%" en tant que sous-suite de x" converge vers 0, mais 3 — +oo. La forme est
n+l n n

indéterminée. On écrit, en remarquant x2* = x%"*% = (x*"

fu(x)=3"x" (1-x*") = exp (nln3 +2" lnx)(l - xzn)

Comme nln3+2"Inx ~,_, ., 2" Inx, pourlnx # 0, soitx # 1,ilvient nln3+2" Inx — —oo carInx < 0, puis par comosition

de limites avec I'exponentielle, f;,(x) 222 0.

Conclusion : convergence simple de la suite de fonctions (f;,) vers la fonction nulle sur [0, 1 ] .
1 1
2) Onadoncf liIP fu(x) dx =f 0=0etaussi:
0 n—+oo 0

x2n+1 x2"+1+1 ]1 n( 1 1 ) ~ 3n (2n+1 _2n) B 3n on 6" N0 .
2n 41 2n+l 4] 2n 41 2ntly 1) (2n41)(27 +1) (27 +1)(27F1 4 1) n—too 2 x 4N ‘

Onendéduitlim, ., [y f,(x)dx = +o0 # [} lim, ., f, (x) dx.La convergence des (f,,) n'est donc pas uniforme sur [ 0,1]

1 n n+
f?»"(xz —x? 1dx:?»"[
0

0_

(elles sont bien continues).

Ex10

xe—nx

an(x) =

Inn

Etude de la convergence simple de la série de fonctions ) f, :

Fixons nous x pour étudier par rapport a n (ne pas se tromper de variable) :
—nx

e Six <0, par croissances comparées ona lim
n—+oo Inn

* Six =0,f,(0) =0.Cestla série nulle elle converge.
—nx

= +o0 # 0. Par conséquent, la série diverge grossierement.

e Six > 0. Critere n“u,, : lim n?

I = 0 par croissances comparés avec 'exponentielle. On en déduit que la série
n—+oo nn

converge.

Conclusion : 1a série de fonctions converge simplement sur R* .

Etude de la convergence normale de la série de fonctions ) f, :

Il faut donc étudier la convergence de la série numérique sup
xeR*
faisable de faire une étude de variations et sinon on cherchera juste & majorer ou minorer, si possible finement, le sup de

fu (x)‘ = || f» lloo g+ - On se pose la question de savoir si c’est

—nx

la fonction. N'oublions que la varaible d’étude est ici x, ce n’est plus n! Donc on a a étudier le sup xe™* = g,(x), il n’est



pas utile de prendre le In n qui n'est donc, ici, qu'une constante. Cette étude est facile : on dérive g, (x) = e™"*(1 — nx). Le
tableau de varations est trés simple : je ne le dessine pas ici (toujours le faire sur une copie). Le sup de la valeur absolue

estenx=1:
n

1/ne~"t/n 71

”fn ”oo RY —

Inn  nlnn

La série ). ﬁ diverge comme on I'a montré plusieurs fois en cours ou ds/dm. Je ne le remontre pas ici. Je rappelle juste
que c’est 'exemple ot les critéres ne marchent pas : il faut faire une comparaison d’aires série-intégrale.

Conclusion : Pas de convergence normale sur R* .

xn

1+ nx2n

Etude de la convergence simple de la série de fonctions ) f, surR*

On distingue les cas

. x" e . N -
*Si0<x <1, x" — 0et nx*" — 0, donc f,x) ~ T° x". Critere d’équivalent d'une série positive a une série
n—+oo

géométrique convergente, la série }_ f,,(x) converge.

e x=1,f,(1) = 1, la série diverge. )
. x 11 . . g i
e x>1,x" - +oo, puis f,(x) ~ o = —(—)n. On peut ensuite reconnaitre le terme général de la série In(1 — u)
n—+oo nx<"  p\x

avec u = % < 1, donc la série converge. On peut aussi, autre méthode, appliquer le critere d’Alembert :

I e
T n+1) (1/x)" PR

Conclusion : Convergence simple de la série de fonctions sur [0,1[ U |1, +oo|

|un+1
un

Etude de la convergence normale de la série de fonctions Y f,, sur [0,1[ U]1,+o0|

Pour étudier le sup de f,,(x), On calcule d’abord la dérivée :

nx" Y1+ nx®) -2n?2x*""1x"  px"Y(1-nx*")

fa(x) = =

(1+ nx2n)? (1+ nx2n)?

Le tableau de variations (je ne le mets pas ici) montre que le sup de la valeur absolue est en x,, = (% )1/ 2" On calcule alors :

1
Vi 11
T=-——=
1+n; Zﬁ

La divergence de cette derniére série de Riemann amene la non convergence normale sur l'intervalle considéré.

filloo = fu(xa))] =

(="

x2+n

an(x) =

Etude de la convergence simple de la série de fonctions ) _f, :

1
x2+n

On se fixe x € R. On remarque que la série est alternée : on regarde donc tout de suite si elle vérifie le CSSA : est
clairement décroissante vers 0 (x est fixé, on regarde par rapport a n). On a donc convergence simple de la série de fonctions

sur R.

Etude de la convergence normale de la série de fonctions ) f, :
Jerappelle qu'onregarde le sup de la valeur absolue, sup pris sur x et pas sur n. La fonction x — ﬁ est paire et clairement

décroissante sur R*, inutile de dériver! parz conséquent :

1
O+n

(-n"

x2+n

‘ = ”fn ”ooIR =

sup ‘
xeR

La série ). % étant divergente, il n'y a donc pas de convergence normale sur R de la série de fonctions }_ f,.



TPE PSI 2006 (Etude de modes de convergence d'une série de fonctions)

Ex11 On considére la suite de fonctions u,,(x) = x"*! Inx définies sur ]0,1] et prolongées en 0 par u,,(0) =0. Etu-

diez la convergence simple et uniforme des séries Y u,(x) et ¥,20(=1)" u,(x)
n=0

1) Etude de la convergence simple de ¥ u,, sur [0,1]
Pour x = 0, cest la série nulle qui converge, de somme nulle. A x fixé € ] 0,1 ] , on reconnait une série géométrique (le In x

est une « constante »), il y a convergence pour x # 1 et on a méme la valeur de la somme-limite :

xInx

=S5(x)

= n+11 1 = n_1 1
\v 1, = = — 1= =
0<x<1, ) x™'Inx nxn;lx nx(l_x ) T

n=0

Pour x = 1, c’est aussi la série nulle.

Etude de la convergence uniforme de Y u, sur [0,1]

x—0

Comme x"*!'Inx 0 parce qu'on a bien n+1 = 1, le prolongement de I'énoncé nous donne donc une fonction conti-

nue f,, sur [O, 1 ] . Etant donné que la fonction-somme de la série vérifie :
Ix(x-1
S(x) ~ (—) =-1
x=1 1-x
On en déduitlim,; S(x) = —1 etdonclanon-continuité en 1 car S(1) = 0. Par théoréme la convergence ne peut étre uniforme

sur [0,1] (par conte, elle 'est sur [0,a] pour0 < a < 1, je ne le démontre pas car ce n'est pas demandé)

2) Etude de la convergence simple de Y (—1)"u, sur [0,1]
Assez analogue a la question précédente, la somme 7T de la série vaut 0 pour x = 0,1 et se calcule aisément pour 0 < x <1,

ce qui prouve bien la convergence simple :

—xIlnx

1+x_ ) 1+x

+00 +00
Vo<x<1, T(x)= Y (-1)"x"'Inx=-Inx Y (-1)"x" = —lnx(
n=0 n=1

Etude de la convergence uniforme de Y (-1)"u,, sur [0,1|

Par contre, ici, 'argument de la question précédente n'est plus valide car la fonction T est bien continue sur [0,1] :je donne
juste les équivalents T'(x) ~g —xInx et T(x) ~; — % (x —1). On va donc commencer par la méthode usuelle qui est d’essayer
la convergence normale. A cette fin on détermine le sup de |(— " un(x)| = |un(x)| sur [0,1] par une étude de variations::
u,(x) = x"((n +1)Inx+ 1). L'étude des variations immédiate (je ne reproduis pas ici le tableau) donne le maximum de la

-1/n+1

valeur absolue en e et:

n+l1 —e!

_1\n — -1/n+1) _ [ ,~1/n+1 -1/n+1 _
xsetg)ll‘( 1) un(x)| u,(e ) (e ) Ine —

La divergence de cette série harmonique amene la non convergence normale de la série de fonctions. Mais, ceci ne prouve
rien quant a la convergence uniforme... Il faut en fait ici appliquer les résultats sur le CSSA. Attention! a ne pas confondre
le role de x etle role de n.

e Pourtout0 < x <1, lasérie Y.(—1)"x"**! Inx est bien alternée car x > 0.

e Pourtout0 < x < 1, la suite |(— )" un(x)| = —x"*!In x (Attention! au -) décroit comme suite géométrique usuelle (et

positivité de la « constante » —In x).

x—0

e Pour tout 0 < x < 1, on a bien u,,(x) 0 (et égalité pour x =0, 1)
La série Y (—1)"u,(x) vérifie donc le CSSA et ce pour tout x. On lui applique alors le résultat sur la majoration du reste
(allez réviser ce théoréme)! :
Rn(x)‘ < |(—1)"+1x"+zlnx‘ = sup ‘Rn(x)| < sup ‘x”*zlnx| = V2 17F%
x€[0,1] x€[0,1]

Vo<sx<1,

Il'y a donc bien convergence uniforme de la série de fonctions ) (—1)"u,,(x) sur [0, 1 ] .



CCINP PSI 2023 (série de fonctions)

+00
Ex1% Soita > 0. Soit f, : t — )_ sin”® tcos” ¢
=0
1) Etudiez la convergence simple de la série.
2) Pourt € [0,% ], donnez une expression simple de f,(¢).

% ) Pour quelles valeurs de a, I'intégrale 0”/ 2 f.(t) dt converge-t-elle?

4) Pour tout 1 € N, on pose u,(a) = [

Calculez Y ;%% u,,(3).

sin® t cos” ¢ dt . Pour quelles valeurs de a la série ) u, (a) converge-t-elle?

1) Attention! deéja a bien voir, pour la convergence simple, que sin ¢ n’est qu'une constante (qui existe, car a > 0), donc
on ne s'en occupe « pas trop » d'un point de vue séries (il n'y a pas de n), sauf si elle est nulle!
* Sit = km, cestla série nulle qui converge
e Danstous les autres cas, la série converge ssila série )" cos” t converge, qui est une série géométrique, par conséquent
ssi |cost| < 1ssit # km, ce qui n'est pas dans ce cas-la

La série de fonctions converge donc simplement sur R tout entier.

2) Comme on a remarqué série géométrique convergente (pour ¢ # km mais sinon la somme vaut f, (k) = 0)
+00 +00 Sil’la t

vt #km, f,(t)= ) sin“tcos”t=sint ) cos"t = ———

n=0 =0 1—cost

On remarque que la formule est vraie aussi méme en k7 donc sur R tout entier.

sin® ¢
%) Onreprend 'expressionde Q2: f, () = ——:
) P p Q2: fot) =

* f, est continue sur ] 0,% ] .1—-costnes’yannulequen ¢t =0

e Etudeent =0: |f,(t) ~, % = tz"‘_a. Du critere d’équivalent de Riemann, il vient f, intégrable en 0 ssi2 —a < 1 ssi
a>1.

fon/ 2 f, converge ssi elle converge absolument (par positivité de f,) et donc ssi f, intégrable sur |0, 3 | ssia>1.

4) Ici, au lieu d’'appliquer la méthode usuelle qui est d’utiliser des critéres, on revient aux sommes partielles :

n /2 /2 I
Sp=). sin? tcos"(t)dt = )" sin® rcos™(¢) dt
k=070 0 k=0

gn(1)
1°"cas: Sia > 1, on applique le théoreme de convergence dominée de Lebesgue :

* Etude de la convergence simple de la suite de fonctions (g,) sur 10,%] :

la suite de fonctions g, converge simplement vers f,, c’est Q1, cara > 1

* Hypothése de Domination sur |0,%] :

—cos" ¢t

(1) = sin()~ <sin(1) —— = £u(1) =£(1)

/4
vreo,=], VneN, —_— =
2 1—-cost 1-cost

La majoration résulte de la positivité de cos ¢ sur |0, % | . € est intégrable sur |0,%] CestQ3 cara> 1.

/2
On adonc démontré S, (t) — f f.(t)dt.
0

2°cas: Si0 < a < 1, on atoujours la convergence simple de la suite de fonctions (g, (t)) vers f,(¢) mais la majoration par f,
ne donne plus une fonction intégrable, le théoréme ne s’applique plus. Comme les termes u,,(a) = fon/ %sin® rcos™ ¢ dt sont
positifs, la somme Y ;%) u,(a) existe toujours; si elle diverge, on peut considérer qu’elle vaut +co. Je rappelle que quand
une fonction f est positive (ou une série numérique Y. u,, est positive), quand I'intégrale [; f diverge (ou la série Y /%% u,,
diverge,) on peut considérer, a juste titre, qu'elles valent +oo. Attention! ceci est faux dans le cas général : par exemple

ro (—1)" n'a aucun sens.
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Supposons Y u,(a) converge, donc sa somme est finie. Or sa somme est Y 7% 0”/ %sin® cos” t dt . On peut alors appliquer

le théoreme d’intégration terme a terme (voir apres) :

to perj2 mf2 too /2
> sin? cos” tdt = Y sin®cos” t dt :f fu(t)dt < +o0
n=0J0 0 n=0 0

 Lessin® t cos” ¢ sont continues par morceaux et intégrables sur ] 0,3 ] continuité sur le segment fermé [0, 3 ] .
e La série de fonctions Y, sin®  cos” ¢ converge simplement sur ]0, z ] c'est Q1 et sa somme est continue par mor-
T
ceaux sur |0,%].
e La série numérique Y, |- ] 0% ] | sin® t cos” t| converge : c'est le supposons du départ du raisonnement par 'absurde.
3
Le théoréme s'énonce ensuite comme suit : alors Y% sin® £ cos” ¢ est intégrable (et on peut intégrer terme a terme). Ceci

est absurde car cette somme est f,, non intégrable sur ] 0, g ] cara<1.

+00

Y@= [ pwa=[

n=0
®  ro1—y? 1 1 3
—f du=f(1+u)du=[u+—u2]1=—
1 1-u 0 2 Jlo 2

n/2 sin®t B fﬂ/z (1-cos?t)sint 0t
0

1—-cost 1—-cost

*(1) Oneffectue le changement de varaiables u = cost du = —sintdr C' etbijectifde ]0,% [ sur |0,1]

Ex18 Soit Y (—1)"g,, une série d’applications de I < R dans R tq Vx € [, la suite (g,,(x)) est décroissante et la suite

(g,,) converge uniformément vers 0 sur I. Montrez la série converge uniformément sur .

Puisque la suite de fonctions (g, ) converge uniformément vers 0 sur I, alors elle converge simplement. On en déduit,
pour tout x € I, la suite numérique (g, (x)) converge vers 0. Comme la suite g, (x) est par hypothése décroissante, on
en déduit g,(x) = 0, puis |(—1)" g (x)‘ = g,(x). Par conséquent, la série alternée ) (—1)"g,(x) vérifie le critere du CSSA,

gnﬂ(x)‘. On en déduit, par passage au sup sur I, que

pour tout x € I. Elle converge donc et de plus on sait que ‘Rn(x)‘ <
IR, oo 1 < | 8n+1 lloo ;- Par majoration il vient que la suite des restes converge uniformément sur I vers la fonction nulle, cad

par définition la convergence uniforme de la série de fonctions ) (-1)"g, sur I.

: as : —n2x2
Ex19 ¥Montrezla non convergence uniforme de la série de fonctions Y xe ™ surR*.

n=0

On se doute que si I'exo est difficile, la convergence normale ne « marche » pas. On I'essaye néanmoins, en posant f,,(x) =
2,2 . . R —n2x?
xe """ et constatant qu’elle est impaire : on se contente d’étudier sur R* . On calcule f(x) = e™"* (1 -2x?n?). le tableau

de variations est immédiat et laissé au lecteur : le sup de la valeur absolue est en \[Lz, puis :
n

2 -1/2

xe—n X

) -

[l lloo m+ = sup
xeR*

11



Par la divergence de Y. %, on a immédiatement la non convergence normale sur R* (donc sur R). On écrit alors pour x =0

+00 2n 2n
R ( )_ Z —k%x? = Z —k%x? = Z —4n?x? _ —4n®x? R ( ) > _4n2x2
n\X)= xe = xe = xe =Xxne - sup X sup |xne
k=n+1 k=n+1 k=n+1 XeR* XeR* gn(x)

On constate que gn(%) — e~* par conséquent ||g,, ||, g+ ——0 et par minoration, il 'y a donc pas non plus de convergence

uniforme de la série de fonctions ) f,, sur R*.

Centrale PSI 2021 €% (convergence uniforme série de fonctions)

_1 n
Ex 20 Soit f,(x) = % pour n € N* et tout x € R.

1) Montrez Y. f,, converge simplement sur R* .
2) Montrez ¥ f,, converge uniformément sur [0,a] pour tout a = 0.
%) Montrez 0 < (-1)" X} _, (-1*a, < a, pour tout n € N, sachant a, =0eta, /.

4) Montrez Y. f,, converge uniformément sur R* .

1) La série x) est clairement alternée, et ce pour tout x, tout au moins a partir d'un certain rang, n_ >
n n2+x

£ (x) alfnl x—n?

0 est aussi immédiat. Etudions la décroissance par rapport a n de |f, | : = 7% = GZn?E = 0 pour n assez
grand (selon x). La série Y. f,,(x) vérifiant le CSSA, tout au moins apcr, et ce pour tout x réel, on en déduit la convergence

simple pour tout x réel, tout au moins lorsque les fractions existent, donc pour les x ¢ { — n%, n € N} (c’était demandé sur

R*, mais bon...)

2) Comme La série vérifie le CSSA, on ne passe pas par la « case » convergence normale. Pour chaque x, le cours nous

donne que |R,,(x)| = ﬁ mais Attention! seulement pour n” > x (voir au-dessus). Si on se place sur [0, a | , on choisit

N? = g eton auraalors :
n+1

Vvn=N,Vxe|0,al|, |R,(x)|[<———— — sup |R,(x)| < su <
[0.a] IRl = Sup (0l = sup e = a1y

n+1 n+1 H—+00
<

Remarque : Le lecteur remarquera de lui-méme que cette démo ne convient pas sur R* (on ne peut choisir un rang uni-

forme de majoration pour tous les x)

%) On démontre par récurrence sur zn. Pour n = 0, cela s’écrit 0 < gy < ay. Ok. Pour n =1:0 < a, — g, < a, qui est clair vu
la positivité et la croissance de (a,,). Supposons la relation vraie pour n = 1. Montrons-la pour 7 + 1.
* Supposons n = 2m. Par hypothése 0 < ay —a, + - — ay,,,_; + Gy, < Goyyy, SOIt —ay,, < —Ag+ Q1+ + Ay py_q — Aoy < 0.
Ensommant avec a,,,,;,onobtient0 < a,,,,; =y, < —ag+a,+ +0oy_1 — Aoy + Aoppi1 < Ao - Cestbienl’inégalité
voulue

* Si n =2m + 1 impair, procédé similaire.

a, | pour une

Remarque : Cette inégalité est « l'inverse / le pendant » de 0 < | Z (- 1)kak‘ =(-1)" Z (-Dka, < a,

suite positive décroissante, qu'on retrouve / utilise / cours pour le reste d’une série verlﬁant le CSSA.

4) La propriété de Q3 reste vraie si 'on part d'un entier quelconque et amene ‘ Z (- 1)kak| <a,
k=m

/" pour n? < x puis \, (donc la série vérifie alors le CSSA « pour le reste R,, »). Notons pour chaque x = 0,

n—>
n®+x

12



l'entier n, (« maximum») tel que n2 < x < (n, +1)%.

+00
‘ Z:(—)k +| X:(—Dkkz sin,=n+1
Vx =0, :‘ Z (_ )kk2+x| k= n+ k=n,+1
ke=n+1 ‘ Z (-1 )kk2+ | sin,<n+1
k=n+1 X
n n,+1 .
o D sin,zn+l _VE ﬁ+1 sing=n+1
< ny+x (nx+1) +X < n2+x n2+x
- n+1 i -
— 2 sin,<n+1 sin,<n+1
(n+1)%+x n+l
1 + " + in,zn+1
—+—+— sin,=n
<J2n% 2n% n? * 2
1 . n
sin,<n+1
n+1

Car le max de la fonction x — est obtenu en n?

n?+x
+00 -t
_ o I "
Ex22 ¥Montrez que f (1) = er=:1 —r gz estnon intégrable sur R~ mais intégrable sur R* .

Lexistence de f(t), somme de série, pour tout t € R résulte de la convergence simple de la série de fonctions }_ f,, sur R

S . 1 . .
ar une majoration par une série de Riemann' convergente : t)|<e i Attention! la variable est n dans ce raison-
n n2

nement).

f est continue sur [0,+oo[ par application du théoréme de continuité d'une série de fonctions :
* f,, est clairement continue sur R(le dénominateur ne peut s'annuler car n # 0).
e Soit [a,b] =R.Lasérie de fonctions ¥ f,, converge normalement donc uniformément sur tout segment [ a, b] car:

£ < e~min(lalIbD — (critére de majoration par une série de Riemann' la variable est n).
nlloo [a,b] n2

Intégrabilité surR* : méthode 1 :
Lintégrabilité en +oo vient du critere la majoration d’une fonction positive et de I'intégrabilité de e~ dr (critere t*f(r):
lim,, t?e™" =0).

)= ¥ ey L

Intégrabilité surR* : méthode 2 :

Lintégrabilité de f() sur [0, +oo [ résulte de I'application du théoréme d’intégration terme a terme sur [0, +oo| :
* f, est continue par morceaux et intégrable sur [0, +oo|.
* Y f, converge simplement sur [0,+oo| vers f(t) continue par morceaux sur [0, +oo [, comme démontré plus haut.
* La série numérique_ [, |f, | converge puisque :

+00 +00 e_ +00 1
f dt Sf _Zdt —f e 'dt -
0 0 n 0 n

e—t

n?+t?

Non Intégrabilité surR™ :

1. Bernhard Riemann : mathématicien allemand de génie (1826-1866). Travaux fondamentaux sur les fonctions analytiques, la théorie de I'intégra-

tion, la géométrie différentielle. Sa fonction { donne des indications sur la répartition des nombres premiers.
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Elle résulte du critéere de minoration, toutes les f,, étant positives f(t) = f,(t) = Cette derniere fonction n’est pas

1+t2
-t
t2 e

157z = +oo (critere ¢ f(t) via les croissances comparées)

intégrable en —oo car lim_

CCP PSI 2022-2019-2017-2016-2012 (série de fonctions)

Inx

Ex27% Soit 7 = 2. Pour x > 0, on pose u,,(x) =
x"lnn

1) Domaine de convergence D de la série ) u,,.
2) Convergence normale sur D? [Selon Années : Réponse donnée dans I'énoncé] .
%) Onnote R, (x) =X, %, ., ur(x); Montrez |R,,(x)| < m

4 ) Montrez que la somme S de cette série est continue sur D.

% ) S est-elle intégrable sur D? [Selon Années : Réponse donnée dans I'énoncé] .

1) Attention a ne pas se tromper de variable! Le critére d’Alembert améne

‘ unH(x)‘ _ ‘ x"Inn | 1 Inn notoo 1
u,(x) ' lxmIn(n+1)! x In(n+1) X
Par suite la série )" u,,(x) converge pour x > 1 et diverge pour 0 < x < 1. Pour x = 1, on ne peut conclure par cette regle,

mais c’est la série nulle!

Conclusion : le domaine de convergence (simple) de la série de fonctions }_ u,, est. D = [ 1, +oo[

1 1 1
2) Ondoit calculer (ou ” = | 0 | — sup—
x"Innlleo  yeplx™lnn! Inn xep x™
| Fn(x)
nlnx
falx )——
X 1 el/n +00
! + 0 —_
fn(x) ” Inx H f( I/n) 1 ln(el/n) 1 1
f.(e'™ x"Ilnn lnn " Inn e nlnne
0 0

Cette série de Bertrand diverge. Je rappelle que le critere n“u,, tres efficace pour les séries de Bertrand, malheureusement,

ne « marche » pas pour les séries ) —— . Il faut donc revenir aux sommes partielles et effectuer une comparaison séries-
intégrales. On ne fait que la minoration ici.
. 1 1 k+1 - dx . . .
Par décroissance de x — sur [k, k+1 ] = f puis on somme les inégalités :
xInx klnk xInx

n—+oo

- [1 (Inx ] =In(In(n + 1)) —In(In2)

+00

)3

k2 Jk xlnx

:i 1 > n k+1  dx —an 1/xdx
k=2 klnk 2

Inx

Il n'y a donc pas de convergence normale de la série de fonctions Y u,,(x) sur D.

Remarque : En regardant attentivement le tableau de variations et le fait que e'/” — 1, on en déduit que la série de fonc-
tions )_ u, converge normalement sur [a, +oo[ avec a > 1 (je vous laisse y réfléchir, on a traité plusieurs fois ce genre de

choses en cours).

?)
@ o nx o 1 Ll)l 1 too ]
Vx>1, R,(x)= —— =Inx —_ S lhx — —
W)= 2 e T L ek S M () 2
@  Inx o 1 Inx 1 Inx ©@ 1

IN}

- In(n+1) 1—)—16 T In(n+1) xntl—xn - In(n+1) x*(x—-1) In(n+1)
(1) Ink=Inn+1lpourk=n+1
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*(2) Formule de somme d’une série géométrique car la raison vérifie 0 < i <1

*(3) Inégalité de convexité usuelle In(x) < x —1 et an <lcar x=1.

Remarque : La majoration est aussi valide pour x = 1 carInx = 0.

+00

4) La continuité sur D = [ 1, +oo[ de S(x) = )_ u,(x) résulte de I'application du théoréme de continiuté d’une série de
n=2

fonctions :

e Chaque u,(x) est clairement continue sur D.

n—+oo

* Lasérie de fonctions converge uniformément sur D car sup [Rn (x)‘ <
xeD In(n+1)

Remarque : On n'a pas eu besoin d’appliquer la convergence uniforme sur tout segment [a, b] < D.

%) Méthode 1: On ala continuité sur D = [ 1,+oo| . Reste a étudier I'intégrabilité en +oo:

1 Inx Inx
S = < — _—= ~
(x) ,;2 x"Inn ~ In2 k;z xk  In2(x2-x) " In2x2

Le critere de majoration s'applique car S(x) = 0. Lintégrabilité de la fonction de Bertrand x — 12—2" résulte du critere x* f (x):

. Inx . Inx
limx3/2 —= =lim — = 0 avec s
+00 X +00 \/}

Méthode 2 : Je rappelle que les théoremes d’intégration terme a terme donnent comme conclusion l'intégrabilité de la
fonction-somme (en plus du « terme a terme »). Vérifions-le sur D :

* u,(x) est continue par morceaux et intégrable sur D, pour n = 2 (Riemann).

¢ Lasérie de fonctions ) u,, converge simplement sur D vers une fonctions continue par morceaux Q1 et Q4

e Lasérie ¥ [;+*°|u,(x)| dx converge puisque une simple ipp donne (on « omet »le )

+00 1 1 1 1 +0 ] 1 1
f Inx — = [ln(x) e f - dx =
Lk XL -n+1x1h  —p+1)i xxn? (n-1)2

v'(x)

Centrale PSI 2023 (série de fonctions ) ¥

Ex25% Onposed:xeR* — ¥+ —L—et,pour NeN*, Hy=Y_ 1.

n=1 n(n+x)
1) Montrez l'existence de ¢ ainsi que sa continuité et sa monotonie.
2) Calculez ¢p(1) et ¢p(2).

% ) Trouvez la limite de ¢ en +oo.

4) Montrez ¢(x) = O(\/LE) au voisinage de I'infini.

7 ) Montrez ¢(x) ~, @

CCP PSI 2021-2019 (étude série de fonctions)

e—nx

Ex26 Pour x € R et n € N*, on pose u,(x) = (—=1)" -
1) Etudiez la convergence de }_ u,,. On note S sa somme.
2) Montrez S continue sur R* .

%) Montrez S C! sur R**.

4) Calculez S

1) On distingue les cas suivants, usuels pour une exponentielle :

e x=0,lasérie} u,(0)=Y% % converge par le CSSA.

nx N—+oo

e x >0, la série Y u,(x) converge par le critere n*u, (x) puisque |n2 un(x)| =ne” 0 par positivité de x et

croissances comparées (Attention! a ne pas se tromper de variables : dans cette question c’est n).
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A RN . —nx P .
e x <0, par le « méme critere » lim n' eT = 400, donc la série ) u,,(x) diverge.

+00 —nx
lasomme S(x) = Y (-1)"
n=1

e

a donc pour domaine de définition| DefS = R*

n

2) Onapplique le théoréme de continuité d'une série de fonctions :

* x — u,(x) est continue sur R* .

* On constate rapidement que sup,..g+ |U,(x)| = %, il n'y a donc pas de convergence normale de la série de fonctions
e—nu

surR* . Par contre, avec [a,b] < ]0,+oo[, onauraitsup,(, ; |, (x)| =

—of 2 . N
— = 0(- ) car a > 0 ce qui nous amenerait

a la continuité de S sur R**. Ceci ne répond pas complétement a la question. IL va falloir utiliser la convergence
uniforme (non normale) de la série sur (tout segment de) R* toujours plus délicate a mettre en oeuvre.

On vérifie que pour tout x = 0, la série }_ u,(x) vérifie le CSSA :

—-nx
o £

-— =0 pour tout x, la série est bien alternée.

¢ |u,(x)| — 0. Immédiat, méme pour x = 0.

en—e ™\ carx=0et % \\ aussi (attention a ne pas se tromper de variable et ne pas considérer la décrois-

~ o, . nx P . .
sance par rapport a x!). Comme les deux termes sont positifs, |, (x)| = “— décroit aussi pour tout x = 0.

e nx

(on pouvait aussi dériver

-— par rapport a n et vérifie la négativité).

Par suite, on applique la majoration usuelle du reste d'une série alternée vérifiant le CSSA :

e—(n+1)x

+00 r e—kx
R,(x)| = -1)! —|=—— = su
n( )| ‘k:zn:ﬂ( ) k n+1 xe[RE

e—(n+1)x 1 00

Vx =0, 0

R,(x)| < su =
n )| xe[RE n+1 n+1

On en déduit la convergence uniforme de la suite de fonctions (R,,) vers la fonction nulle soit la convergence uni-

forme de la série de fonctions Y u,(x) sur R*.

%) Onapplique le théoréme C' d’'une série de fonctions :

o x —u,(x)estC' surR**.

* Lasérie Y. u, (x) converge simplement sur R** (Q1)

e Pour tout x € [a,b] < R*™, On calcule u),(x) = (-1)"*'e™"*, puis inmédiatement SUD c(4,b] |u’,,(x)| = e "% série
dont le terme général converge puisque, par exemple, série géométrique de raison 0 < e™* < 1 car a > 0. On en
déduit la convergence normale donc uniforme sur tout segment de R** .

Par suite, La dérivation terme a terme amene :

+oo +00 1 e *
Vx>0, S’(x): Z (_1)n+le—nx:_ Z (_e—x)n:_ +1=
n=1 n=1

1+e™* l+e™*

4) La dérivée est obtenue sur R**, mais par continuité, le résultat sur S restera valable en 0. :

Vx 20, S(x) = S(0) +[xs’(t)dz oy &y +fx Y~ _n2+ [-In(1+e)[" = -In(1+e7)
0 0

=1 n 1+et
Cette écriture suppose connu l'identité Y7 # =1In2. Je rappelle I'identité usuelle du cours :

vxe]-11[, +Zoo D" n - i1 +x)

n=1

Cette égalité reste vraie en x = 1, par continuité en 1, mais ce résultat est un peu limite-cours. On peut procéder autrement
et dire que les primitives de S'(x) sont les —In(1 + e™*) + c¢ste et prouver que la constante est nulle par une étude de la
limite en +oo mais cela nécessite d'utiliser le théoréme de limite qui est licite, convergence uniforme (et méme normale)

(-1)"e™"*
Xx—+00 n

+00

montrée sur [1,+o0], donclim, ., S(x) = ¥ lim =0
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+oo ,—nX too  pThX

e
Ex27 Etudiez lim et lim
x—0 Zz’l n? X—+00 Z:’O 1+ n?
—nx
On pose f,(x) = 5 etonse place sur I = [0, +o0o.

¢ Chaque f,, a une limite lorsque n — +oco qui est 0, sauf pour n =0, ou c’est 1.

. 1 .
Il y a convergence uniforme sur / car convergence normale car sup | fn(x)| < 1 qui est le terme général d'une
+

xeR* n?
série de Riemann convergente.
+oo ,—NX PR

Comme +oo est bien une borne de I, le théoreme s’applique et lim =1
* ppiq x—+00 nZ:’O 1+ n2 Z’ b0 1+ n2

On peut remarquer que la série n'est pas définie pour x < 0 (vous voyez pourquoi?). Par suite, la limite est x — 0,. On
—nx

e
pose g,(x) = —

et on peut donc se placer a droite de 0, par exemple sur J = [0, 1 ] .
e Chaque g,, a pour limite iz, lorsque x — 0

¢ Ily a convergence uniforme sur J car convergence normale car supxE ; |gn (x)|

400 —nx -nx +cr>lo 1 ”2
0 est bien une borne de J, le théoréme s’applique et hm > = Z lim < - =—
n=1 n2 =1 X—04 n=11 6

Ex28 (0)
npose f(¥) = Z’ smh(nx)
1) Déterminez le domaine de définition et de continuité de f.

2) Etudiez les variations de f

1
%) ¥Montrez f(x) ~ .o h (on pourra utiliser, apres démo, m <3e™™).
0 #0etn=1, f,(x) !
npose pourx #0etn=1, f,(x)= ———.
posep " sinh(nx)

1) On remarque tout de suite que f est impaire, ce qui permet d’étudier que dans R*, donc R**. Comme pour x > 0,

lim,_,nx=+ocoetquesinhu ~,_, 2 “, il vient que :

1 2

~n—+oo
enx

—nx

=2 etlimx?2e™ =0 carx>0

sinh(nx)

Des criteres d’équivalence et nu,,, pour une fonction positive au voisinage de +oo, il vient que la série ) f, (x) converge
et ce pour tout réel x > 0, ou encore la série de fonctions Y. f, converge simplement sur R** donc R* par imparité.

Conclusion :| Deff=R*

f est continue sur R* par imparité et application du théoréme de continuité d'une série de fonctions sur R** :

* f, est clairement continue sur R**

1
e Sur tout segment [a,b] < |0, +oo[, on peut écrire, comme la fonction x — Smh(nx) est décroissante :
sinh(nx

sup ‘ ! | = ! ~2e7 "% = o(i) cara>0
xe[a,p]'SiNh(nx) ! sinh(na) n?

De la convergence de cette série, on en déduit la convergence normale, donc uniforme sur tout segment de R**.

2) Soit 0 < x < x’ < +oo. Par croissance de la fonction sinh, il vient sinh(nx) < sinh(nx’), puis m < m En

sommant toutes ces inégalités de n = 1 a +oo puisque les séries convergent, il vient :
+00 1 +00 1

fxN =) <)

+=1 sinh(nx') 5=} sinh(nx)

=f(x)

17



f est donc décroissante sur R** et par imparité, sur R™* aussi.

Remarque : Inutile de perdre du temps a essayer d’appliquer le théoreme C' d'une série de fonctions.

3)
—nx

= lim e"™™*=0 car1-n<o0
x—+o0 g~ X X—+00

1 1 e
Vvn=02, —— ~ 2¢™=o0,(e7¥)=0,,|——]| car lim
sinh(nx) x—+o roo(€7) °°(sinhx)

On peut sommer une somme finie de « petit-o », donc on peut en déduire que Z

1 1
0( - ) mais on ne peut
% sinh(nx) sinh x p
faire une somme infinie. On a aucun théoreme dessus et de toute facon, on peut comprendre que cela peut étre faux.
+00 1
Pas de « tricherie » non plus du genre : « on passe a la limite ». Il faut donc le démontrer « a la main », soit Z T
sinh(nx
1 +00
[0) (—) ,cad que lim sinhx _ =
*\sinhx que e ,,;2 sinh(nx)

Comme souvent, on va le démontrer en majorant / évaluant cette somme infinie. Comme

—_— —nx s
smh(nx ~ oo 2€7 ", il est nor-

nx . N . .
mal de supposer que dans un certain voisinage de I'infini (pour x assez grand), on ait m < 3e ", mais, a priori, ce

voisinage dépend de la fonction donc de n. Montrons qu'on peut prendre un voisinage qui ne dépend pas de n :

L = 2 <3e™ = 2<3-3e " = e < 1
sinh(nx) e"™—e ¥ 3

x = 1 convient puisqualors e”*"* < e*" < ¢~* = 0.13 < 1. Ensuite on écrit, pour x > 1:

t©  sinhx oo oo e 3e¥ e e .
0< ) —————<3sinhx ) e ™ <3sinhx ) (e™*)" =3sinhx ~ = Xty
n=2 Slnh(nx) n=2 n=2 l-eXx—to 2x1 2

p
On a utilisé la formule sur la somme d'une série géométrique Y.,,%, r" = =, pour |r| < 1.

St-Cyr MP 2022 | Mines-Ponts PSI 2021 (dilogarithme) ¥

Ex 29

1 =
Soit f:x — ) o (x" + (ﬁ)n ) Déterminez le domaine de définition D de f puis calculez f(x) pour x € D.
n=1 -

1) Onpose y = = (hyperbole équilatere). Une bréve étude établit |y| < 1 ssix < %

e Si|x|<1let | ¥| =1, ce qui équivauta —1 < x % la série converge (par somme de 2 séries convergentes par d’Alem-
bert)

e Six<-1,y" — 0 et x> — +oo, puis oz (x*" + y?") — +00 + 0 = +00, la série diverge grossierement.

e Si % < x <1, cas similaire, 4n2 (x2" + y2”) — 0+00 = +00, , la série diverge grossierement

¢ Six>1,x" — +o00,y > 1 donc y" — +o0, la série diverge grossierement

Conclusion :| D = Deff = [ - 1,%]

Remarques

* La fonction (série entiére) - " fait partie du cours (sur les séries entiéres, en janvier / février) et on sait qu'elle

est égale au logarithme, plus précisément a—-In(1-x), pour x € [ -1,1 [ .

* Lafonction Y ;% fz 3, elle, n'est pas au programme, mais pour info elle s'appelle dilogarithme et se note Li,, définie
sur [ —1,1]. Ainsi f(x) = Li,(x) + Lip(;=%). Plus généralement, les fonctions Y+ xk s'appellent polylogarithmes.

Juste pour info, on a, par exemple, la propriété Li,(x) + Li,(—x) = % Li,(x?)

2) Lidée, usuelle par ailleurs, est de dériver. On applique le théoreme C' ala série de fonctions ¥, f,,(x) avec f,(x) = fl—z

surJ = | —1,1[ (la fonction dilogarithme donc ). Cest plus simple que de 'appliquer a f(x).
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* Les fonctions f, sont clairement C' sur D (x # 1)
* La série converge simplement sur D (question précédente)
e Oncalcule f, (x) = %x”‘l. Y f» converge normalement sur tout [a, b] < ] -1,1 [ . C’est du cours sur les séries entieres

et de toute facon c’estimmédiat pour un 3/2. Je ne détaille pas.

PR » . 2. N . ’ =1 n-1 _ln(l _x)
Le théoreéme s'applique, on peut dériver terme a terme, et on a donc Li,(x) = ) —x"!'= ———=
n=11 X
Comme y € | —1,1] ssix < 3, on en déduit, par sommation/composition, que f est dérivablesur D = | -1, et
P Ut -In(1-5)  In(1-x)
X)= =
(1-x)? e 1-x

1 suit donc, sur D, flx)= —% In?(1 - x) + C (une constante car un intervalle). f(0) = 0 ameéne C = 0, puis par continuité (je

vous laisse I'établir...), le résultat sétendaD = [ - 1,3

+00
Ex 30 Fonction { de Riemann'On définit cette fonction par {(x) = ) prt
n=1
1) ¥Donnez le domaine de définition de ¢.

2) Etudiez la monotonie de {, puis établir xliI}l {((x)=1 lin}( (x) = +oo.
e P

3) ¥ Donnez un équivalentde,en1,.

+00 1
On définit la fonction « dzeta » de Riemann' par {(x) = )_ —
n=1

1) Comme la série de Riemann Y. -I; converge ssi x > 1, il suit Def¢ = |1, +oo| .

2) Soit1 < x < x'. par croissance de x — n*, il suitque # < % Puis par sommation infinie, puisque les séries convergent,
ilvient que {(x") < {(x). Lafonction { est donc décroissante sur ] 1,+o00 [ . Par théoréme de la limite monotone, on sait déja
que nécessairement { aura une limite finie ou infinie aussi bien en 1 qu’en +oco. Comme clairement {(x) = 0, { est minorée,

par conséquent ¢ a une limite finie lorsque x — +o00. On ne peut toutefois pas en déduire la valeur de sa limite.

Nous allons démontrer que { admet pour limite 1 en +oo par le théoréme d’intervertion d’une limite d’une somme :

-xlnn

* Chaque fonction f,,(x) = # =e admet une limite nulle lorsque x — +oo mais Attention! pour Inn > 0, soit

n=2Pourn=1,-5L=1—11

* La série de fonctions }_ f, converge normalement, donc uniformément sur [2, +oo[ (dont +oo est une borne) car,
1

par décroissance de x — L : sup |—
n

1 . .
= —, Serie de Riemann convergente.
n*l  p2
X€[2,+00[

+00 +00 +00

. e . . 1
= —_—= — =1+ = 1.
Par conséquent on peut écrire xl_lgl {(x) xl_lgl n§=0 . n§=0 xl_l,IP > 1+ ) 0=1

On ne peut appliquer ce méme théoréme pour x — 1, car en fait il n'y a pas de convergence uniforme de cette série de

fonctions sur ] 1, a] (dont 1 est une borne; lisez remarque plus bas). Par contre, on sait que la limite existe, finie ou infinie,

comme signalé plus haut. On la note ¢ € R. Par positivité des %, on peut minorer :

t0o 1 N 1
X)= _—= —_—
¢=) n;l n* o nt

Comme les deux membres admettent une limite lorsque x — 1, on peut passer a la limite, d'ot1 £ = ¥ N_, % Cette inégalité

étant vraie pour tout entier N et comme ZZ,\,’:l % — +00, lorsque N — +o00, on en déduit £ = +oco.

Remarque : On peut déduire de cette démonstration qu'il n'y a pas de convergence uniforme de ). # sur un intervalle du

type |1,a] . Raisonnement par I'absurde : Si il y a convergence uniforme de Y - sur | 1,a ], comme les -%: ont une limite

1. Bernhard Riemann : mathématicien allemand de génie (1826-1866). Travaux fondamentaux sur les fonctions analytiques, la théorie de I'intégra-

tion, la géométrie différentielle. Sa fonction { donne des indications sur la répartition des nombres premiers.
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en 1 quiest %, de l'application du théoréme d’interversion d'une limite d'une somme, on en déduit (c’est dans le théoréme,

relisez-le!) que la série Y % converge. Absurde.

%) Pour répondre a cette question, on va utiliser la comparaison d’aires série-intégrale. Attention! car il va y avoir 3 va-

riables. On considere la fonction ¢t — tix qui est décroissante (pour x > 1) d'ou [+ % e Y tx . On peut sommer

jussqu'a l'infini puisque ces séries et intégrales convergent (Riemann). Il suit :

1 1 O rveo dt too +00 rn df +oo (it 1 oo 1
= —~ =f —={x)=) —=<1+) —=1+[ —=lt | =14+ —
-1 |[(1-x)e¥ 1 T = on* = Juor tx T (1-x)ex1 | x—-1

1
T par encadrement, on en déduit (x) 3o 1
X - 1x

On constate qu’'a gauche comme a droite ’équivalent en 1 est

Centrale PSI 2018 (série de fonctions) X
+00 1 +00 1

S+ D =
n=1 ( x) n=1 (n+x)

1) Montrez que f est correctement définie sur D, contlnue et 1-périodique.
2

l
Ex71 Soit D = R~ Z. Pour tout x € D, onposef(x)— —

2) Montrez que la fonction g : x — f(x) - = ) est prolongeable par continuité sur R.
sin?(mx
% ) Calculez la somme de la série de terme général # Indication : on pourra d’abord établir g(5) + g(xT“) =4g(x)

1) Lhypotheése x € R~ Z améne que les fractions %, —;, —; sont bien définies. La convergence des 2 séries est
X (n—x) (n+x)

+00

immédiate, par équivalence a ;. Il faut et il suffit de démontrer G(x) = ¥ ;% o +x)2

continue, puisque f(x) = L+ G(-x)+
G(x). On utilise le théoreme adéquat, en se rappelant que R~Z = Uz ] k,k+1 [ :
°« x— m continue sur D.

¢ Convergence normale donc uniforme sur tout [a b] c ] k,k+1 [ (avec k € Z fixé) car :

1 1
” (x+ n)2 H " (min((a+n)?,(b+n)?) T2
Attention! pour k <0, |k| > |k + 1|
1 +00 +00 1 1 +00 1 +00 1
x+1)= + + = + +Y ——
o) = R Y a1 T R s 12 e 1R 5 (e (e
1 1 o 1 t© 1 1

B (x+1)? et ;12::1 (n—x)? " ,12:“1 (n+x)? x+1)? =) donc f 1-périodique

2) Par 1-périodicité de g (sin®(7x) l'est), il faut et il suffit d’établir que g se prolonge par continuité en 0, cad que g admet

+00 1 + +00
n=1 (n-x)>2 n=1 (n+)c)2

une limite finie en 0. On peut aussi remarquer que G(—x) + G(x) = ——est continue en 0 (démo

quasiment identique a la question précédente, x = 0 n'annulant pas le dénominateur ici). On termine avec :

4
1 7.[2 ~ Sil’lz(ﬂx)—ﬂfzxz B (nx—én3x3+o(x4))2—n2x2 ~ _%x4+0(x4) 7_[2

x? sin?(mx)  x2sin?(mx) x2sin?(mx) T x%sin?(mx) x—0 3

%) On a, par la question précédente et la continuité de G :

2 2 7.[2

lim g(x) = lim — T + lim G(-x) +G(x) = T 4126(0) 2y 2
im g(x) = lim —_— 1m x X)=—— =—— —
x—0, & x—0, x2 51n2(nx) 3 3 nm1 NP

On laisse le soin au lecteur de démontrer, petite exercice de sommation et changement d’indices (on applique aussisin(2x) =
2sincosx), g(5)+ g(xT“) = 4g(x). Ensuite, il faut « comprendre » que cette égalité est « impossible » ... impossible sauf pour
la solution nulle. Je vous laisse d’abord y réfléchir (démo sur la page suivante). On en déduit donc, par continuité de g en

0:

y 7'[2 oo ] +00 T - e biti
0= 1(I)ng(x) Y +2 nz='1 P = 2 priaire [ —((2)] pour info aux éleves « ambitieux »

Remarque :Vous avez donc ici une démo du calcul de cette somme qu’on a utilisé plusieurs fois et qu'on n’'avait pas encore

démontré en cours, me semble-t-il.
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|g| est continue sur [0,1] qui est un segment, elle y est donc bornée par M et cette borne est atteinte M = |g(x,)| =

SUp[g 1] | g(x)| . D’autre part, par 1-périodicité, c’est aussi la borne sur R. On écrit alors I'égalité vue plus haut en x :
X Xo+1y|
|8(3) +5(Z5=) [=am

Nécessairement, I'un (au moins) des deux dépasse strictement M en valeur absolue (je vous laisse y réfléchir), d’'ot1 absurde

(saufsi M =0). Si M =0, g estidentiquement nulle.

Ex7%% On pose f(x) = Z — (cosx)" sin(nx)
1) Montrez que f est deﬁme sur R et de période .
2) Etablir que f est de classe C' sur ]0,n[=T

%) Calculez f sur I. Continuité de f en 0 et w?

1) Montrez f est définie sur R est exactement la méme chose que démontrer la convergence simple de la série de fonctions

Y f sur R et exactement la m. chose que démontrer la cvgce de la série numérique ) f,,(x), pour tout parametre x e R :

1
e Pour x # kn,k € Z, |cosx| <1, dou |f,(x)] < —|cos" x| < |cos” x|, la convergence absolue, donc convergence,
n

résultant de la majoration par une série géométrique convergente.
e Pour x = km, f,,(x) =0, donc la série nulle ) f, (x) converge

f estde période 7 puisque, pour tout x réel :

flx+m)= ij %(cos(x+n))"sin(nx +nmw) = i %(—cos(x))" (—1)"sin(nx) = f(x)

2) festdeclasse C' sur |0,7[ = I par application du théoréme C' d’une série de fonctions :

* f, estimmédiatement de classe C' sur 0,7 [
¢ Y f, converge simplement sur ] 0,7 [ , puisque sur R établi a la question précédente.

* Y fi converge normalement donc uniformément sur tout segment [a, b] c ]0, n[ puisque :
! 1 n-1 s . n n-1 . . n
fa= —(n cos” " x(—sinx)sin(nx) + cos” xn cos(nx)) = —cos""" xsinxsin(nx) + cos” x cos(nx)
n
puis, en utilisant la décroissance de | cos| sur [0,7/2] et croissance sur [7/2,7] :

Vx € [a,bl, |fi] <|cosx|" ! +|cosx|" Smax(|cosa|"‘l,|cosb|"’l) +max(|cosa|",|cosb|")

La convergence des séries géométriques est assurée par 0 < a, b < 7 puis | cosa|,|cosb| < 1
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%) La question précédente autorise la dérivation terme a terme sur I :

+00

f'(x)= Y —cos" ! xsinxsin(nx) + cos” x cos(nx) = Z cos"‘lx(—sinxsin(nx)+cosxcos(nx))
n:l

+00 A
= Z cos" ' x cos((n+1)x) = Z cos" ! x R(e!"D¥) = Y R(cos" ! x e"*DY)

n=1 n=1 réel n=1
+00
=R Z cos” x (elx)n+l Rle 2ix Z (COS.X ezx)n 1
n=1
(”lé)m(em _ e%*(1—cosx e‘”‘) e’ —cosx e')
1-cosx e’x |1-cosx eix|? (1-cos?x)? + (— cosxsinx)?

2cos®x —1—-cos®x cos x—1

1+coszx( 2+cos?x +sin?x) 1- costx

On reconnait en (1) une série géométrique convergente puisque sa raison vérifie | cosx e**| = |cosx| < 1, carx € ] 0,7 [ .

7
Pour terminer, I étant un intervalle, il vient f(x) = —x + k, puis comme f(7n/2) =0,| f(x) = 5" X

Commeona f(0) = f(x) =0, limy f =7 /2,lim, f = —n/2, f n'est pas continue en 0 et 7.

a

Mines-Ponts PSI 2018 (développement en série entiére de série de fonctions) ¥ X

Ex%7  Soitf:x — Z cv*

oontxl
1) Montrez que f est définie sur | —1,1]
2) Montrez que f est de classe C® sur | —1,1].

3 ) La fonction f est-elle intégrable sur | —1,1[ 2

4) M £ ost-dévelonpabl S 1]

1) Onpose u,(x) =

m +x " Notons d’abord que n+xnesannule passur/ = ] -1,1 [ pour n = 1. Série alternée est immédiat

(n + x =0), de méme que n — m décroit vers 0 et ce pour tout x € I. Par le CSSA, pour tout x € I, f(x) est définie.

2) On applique le théoreme C" sur I pour tout 7.
e u, estdeclasseC" surI.

¢ Lasérie de fonctions Y. u,, converge simplement sur I (Question Q1)

e V1 < k < n, la série de fonctions ) u(k) > (5;1)2;’1!1 converge uniformément sur tout segment [a,b] < I : conver-

(k) :
gence normale sur [a,b] c I car sup |u,’ (x)| £ —————
x€la, b]| | (n+a)k+l

[a, b]. On reconnait, a peu de choses prés, une série de Riemann (Attention! la varaible est n, pas k!) avec k +1 =2

par croissance de x — (n+x)**! ssur | — n,+oo[ 2

Alors f estde classe C" surI et on peut dériver terme a terme :

<k< (k) - (k) _ v —(—1)"](?!
Visks<smn,f (x)—(nz u,(x )) ;0(n+x)k“

%) On peut commencer par remarquer que f est bien continue sur ] -1,1 [ . Ensuite :

-1t (-1 -1
= — + — +
f(x) x+1 ,;2 n+x x+1 §(x)

avec g cont. en -1 (utilisez le théoreme et la convergence uniforme de Y u,, sur [-1,0] par le CSSA). Il suit f(x) ~ o1
f nest pas intégrable en -1, donc a fortiori sur | —=1,1]
4)

+00 (_1)n+1 +00 (_1)n+1 1 (1) +oco ( )n+1 +00 +00 400 )n+l k
Vix|<Lf/() =2 ——=2 —H5 7z - (-1)* (k+1) (-1* (k+1)—

r;l (x+n)? n;l n*  (1+3)? n=1 Z nzz'l kgo

+00 +00 (_ )n+1 xk oo (—1)"

=l L

=0 n=1

e (-1)f (k+1)— Z( 1)’<+1(k+1)(2 M)xk

22



* (1) Ils'agit du calcul usuel ——; = x)2 = Y ' nx""! que l'on obtient par dérivation de la série entiere géométrique sur
] —1,1[. Je ne vous mets pas les détails. On a bienici | - 7| <1

*(2) Jerappelle que I'on n ’a pas le droit d’intervertir 2 sommes infinies sans hypotheses. Il faut regarder du coté
de la théorie des familles sommables, assez difficile et ne servant pas trés souvent. On peut déja retenir que si les
quantités sont positives, on peut interertir. Ce n'est pas le cas ici. Il faut alors regarder si la « famille en question » est

sommable. Ici, il s’agit de (la série double) ( Q)i 1)" (-D*(k+1)% - )n>1 rso- On regarde sila somme de la valeur absolue

est finie (révisez votre cours), cad (%(k + 1)%)n21, o SOommable :
+00 +00 |x|k +00 |x|k oo | 1 +00 1
(k+1) (k+1) —— = —— < +00
nzz'l kzo Z Z =1 % (1 - %)2 ngl n® — x?

Le lecteur vérifiera lui-méme la convergence de toutes les séries rencontrées (car | x| < 1), donc la finitude finale.

On termine par primitivation de la série entiére sans oublier la constante donnée par f(0) = Y% CL = _n2

f(x)=~In2+ ;z:(—l)"“( ij CDT) e

1 00
Ex7%9 %Montrezf —_—
0 1—t/2 ;(n+1)2”
1 1 (1) 1 Ho0 g1 (2) +o0 g+l | oo 1
r = t = = S
[) 1-1/2 0 nOZ" ,,ZO 0 Z"[(n+1)2”] ,;O(n+l)2”
Fu(2)

+00
* (1) On utilise le développement en série (série entiére en fait) T-4° Y u" valide pour |u| < 1. On peut I'appli-
—u n=0
r 1
quer ici puisque 0 < E < E
*(2) On peut effectuer une intégration terme a terme en appliquant le théoréeme :

e Les f,, sont intégrables sur [0,1] car continues sur le segment [0,1]

* Lasérie de fonctions ¥ f,, converge simplement (« vers » 1= /2) car c’'est son développement en série!

1 n+1 1 1
¢ Lasérie de terme général f t)|dt = converge, par exemple, parlaregle de d’Alem-
g NG [(n+1)2n] i ge,p ple, parlarég
n2"! 1 1
bert : | "”‘ ~o L C 2
(n+1)2" 2 2

Remarques

e Le 2° théoreme d’'intégration terme a terme s’appliquait ici aussi puisque c’est un segment et que la série de fonc-

tions Y. f,, continues converge uniformément car normalement sur [0,1] car sup ‘

1
—1 = 50 série géométrique
tefo,1]' 2 T2

convergente.

¢ Lasomme de la série se calcule puisqu'on aura reconnu 2 x le terme général de la série —In(1—x) en x = %, soit vaut

—2In(1-1)=2In2

¢ Lintégrale se calculait immédiatement par primitivation : —21In(1— %) et on pouvait donc démontrer ce résultat sans

I'intégration terme a terme... Vous voyez comment ?
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1 Int o (-1)"*
Ex40 Mont f =Y ———.
ontrez o 1+1? %’(2714—1)2

1 Int ) Int 1 o0
2 In¢ )" " = —1)"e2n]
fo 1+t2dt f[m[ 1+l‘2 f[ M| n Z( )t Zu’_nfdt

O n=0T
(3) +00 ) (4) +00
= D"t*"Intdt = = -1)'——
nZo 0 ( )'ein nX::o( ) (2n+1)?

e (1) Cette « astuce », d’utiliser [0, 1 [ , sert pour la question suivante. A retenir, pour les éléves « ambitieux ».

*(2) On utilise le développement en série de - +u = Y 1% (=1)"u" qui, attention!, n'est valable que sur ] -1,1 [ .

*(3) Lintégration terme a terme résulte de 'application du théoreme sur |0,1| (on peut ouvrir):
* Les f, sont bien continues et intégrables sur ]0, 1] (se prolongement par continuité en 0 de f, :lim, t"Int = 0).

¢ Convergence simple de la série de fonctions }_ f,,(¢) : évidemment puisque provient d'un développement en

série!. Etla limite (cad la somme), est bien continue par morceaux sur ]0,1[, puisque cest 2%,

1+£2°

2n+1
* Lasérie numérique )_ f |f,| converge puisque, aprés uneipp avec ' = t>" v=Int u = !
0

v :
2n+1 t
f 1
2n+1 2n+1

| —

2n+1

1
t2n+1

1 1
, (@n+12 4an?

[Mwia = ['-emnra = _[

2n+1

*(4) Intégrale déja calculée au (3)

CCP PSI 2023 &3 -2018 (développement en série d’une intégrale)

Ex47%
1) Montrez la convergence de I = f
+00 (_1)n—1 n

2) Montrez que I = _—
) 4 ,,; 1+ n?

+o00 COSt
1+e!

dr.

1) Lafonction f(t) =

ost
vérifie :
et
* f continue sur [0, +oo| car 1 = e’ ne s’y annule pas.
o |f(0)| = ﬁe, ~.00 € !. Le critere de majoration et d’équivalent des fonctions pesitives ainsi que le critere (1) :
lim,, t2f(t) = 0 permet de conclure a | intégrabilité de f en +oo.

f estdonc intégrable sur [0, +00 [ , il suit 'intégrale I converge absolument donc converge.

+00 cost (1) +o0 ¢7l cost . @ e'cost B oo
2) I= f = - dr = - dr = efcost ) (-1)"e ™ dt
1+ef 0 e‘f+1 10,400 €7 F+1 10,+00] n=0
oo +0O e
= Y (-1)*cost e+t g = f hm an(t) dt hm f an(t)dt
0 n=0
Falt)
(6)

©) . D@ (-1)"(n+1) @ (-1)"'n
6) n (n+1)t A e —_—
2 gm 3 [ na= 5 [T coreose e £ 5 ER0D - § E00

¢ (1) Cette astuce est obligatoire en anticipant le développementdu (3):ona e’ < 1 mais pas e* < 1.

(2) TJerappelle qu’a partir du moment ol une intégrale existe (ou converge), on a f[a' nf= f]a » [~ Cette astuce est

aussi en anticipant le développement du (3) ot il faut —1 < e™* < 1 ce qui impose ¢ # 0.

+00

= ) (-1)"u" valide pour |u| < 1. On a bien |e”| < 1, pour
n=0

*(3) On utilise le développement ensérie entiére
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te ] 0, +o0 [
*(4) Lethéoreme usuel d’intégration terme a terme ne « marche » pas bien : il est difficile de démontrer que la série

Y. J;1f,| converge. On va donc utiliser le théoreme de convergence dominée de Lebesgue®.

*(5) Lethéoreme de Lebesgue s’applique car :

e On abien la convergence simple de Y."V_, f,,(1), pour tout 7 € ]0 +oo[ (lorsque N — +00), puisque cette série
converge puisqu’elle vient d'un développement en série!

e Domination :

1- (_1)N+le*(N+1)t ‘ - e*t x (1+ 1) 2

N
—1)"cost e~V = | cost|e? ~Z17P = (2
[ XD | = lcost| S o S =0

¢ est bien intégrable sur |0, +oo [ en vertu du critere t*f(t).
*(6) On peutici intervertir I'intégration et la somme car la somme est finie.

*(7) Cecirésulte du calcul de I'intégrale :

f+oo cost e ("Dt gr = f+oo Rr(e)e ("D gr = f+oo R(e! -1ty = %(foo e!li=(n+1) dt)
0 0 0 0
t(i—(n+1))] )_m( -1 )_ (i+(l’l+1))_ n+1
i-(n+1)) "Y(n+12+1) (n+1)?+1

lim | ————
(A~+oo i— (n + 1)
La limite de la fonction complexe ¢*"~"+*1) Jorsque A — +o0 vaurt bien 0 car en passant au module, on obtient

|eA(i—(n+1))| = p-(n+1A

CCP PSI 2019-2018 (calcul intégrale par développement en série) §

2 +00
Ex4%  MontrezqueJ = f dx existe et vaut ) —
n=1 n3
2 2

sur R** car:

Lexistence de 'intégrale J = f dx résulte de I'intégrabilité de g(x) = exx

* g est continue sur |0, +o0o [ .
2

x . .
o — = x.lafonction g se prolonge en une fonction continue sur [0, 1 ] .
x

e Etudeent =0
e Etudeent = +oo: Lecritere t“g(t) avec a = 2 > 1 amene l'intégrabilité sur [ 1, +oo | car liIP x?g(x) = lirP xte™®
X—+00 X—+00

0.

11 faut développer en série I'intégrande, en utilisant un développement en série entiere usuel. C’est vite trouvé sauf qu’ily

aun piege ...

Onae*>1letle developpement = Y 1% u" nécessite |u| < 1. Lastuce est de mettre en facteur « le plus fort », soit e*

j‘+oo x2 dx:/+oo£dx=f xz_e_xdxzf xze—xioe—nxdx
0 e* -1 0 l1—-e* ]0_+oo[ l—-e* ]0+oo[ n=0
_ 2 p-(n+1)x dx f 2 p-(n+)x g
f]m[ Z £ Z Jowoo| © ¢

f(x)
_nO(n"'l)3

¢ (1) Lapplication du théoréme d’intégration terme a terme résulte de

* f, estintégrable sur R* car continue et o(ﬁ en +oocar n+1>0.

¢ Lasérie de fonctions }_ f;,

2. Henri-Léon Lebesgue : mathématicien francais (1875-1941). Reconnu pour sa théorie de I'intégration initiée dans sa thése de 1902 « Intégrale,

longueur, aire ».
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+00
e La série Z[ ‘xze_(”“)x converge car série de Riemann Y. %, voir en dessous
0

*(2) On pourrait effectuer deux ipp mais il est plus rapide de dire que I'on sait qu'une primitive de f,(x) = xZe~(m+D)

est de la forme (a,x* + b,x +c,)e " :

((anx2 +b,x+ cn)e‘("“)x)’ = e‘("“)x(— (n+a, x*+(-(n+1)b, +2a,)x+(—(n+1)c, + bn))

-1
—(n+1a, = 1 |
-2
— —(n+l)bn+Zan = 0 < bn = m
—(n+1c,+b, = 0 c. = _=2
" (n+1)3
+00 -1 -2 -2 —+00 2
Puisf x2e” (D% gy = |( %2+ P Je~(r+1x _
0 n+1 (n+1)2 (n+1)3 (n+1)3

0
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