Classe de PS]

Feuille
d’Exercices 0

Suites et Séries de fonctions

Suites de Foncrions
Convergence Uniforme : La suite de fonctions (f,,) converge uniformément vers f sur I ssi
les fonctions f,, — f sont bornées sur I et sup ‘fn (x)-f(x) 0.
xel

Théoreme de Continuité : Soient des fonctions définies sur un intervalle I f,,: I cR — R ou C telles que :

e Les f, sont continues sur I.
* La suite de fonctions (f,,) converge uniformément sur tout segment [a,b| < Ivers f.
Alors f est continue sur 1.

Ex1 Etudier la convergence simple et uniforme sur I'intervalle indiqué des suites de fonctions suivantes

ney 2 (Inx)*" -2 n’x(1-nx) 0<sx<+ . 1
nx"(1-x%)[0,1123 (nx? s 2 10, +oo [ #2 { 0 Loy< V) min n,\/; RZy

CCP PSI 2016 (suite de fonctions) $#> on
Ex 2 Montrez que la suite de fonctions définies sur [0,1] par f,(0) = 0 et, pour x > 0, f,(x) = x (sin)—lc)

converge simplement mais pas uniformément vers une fonction f que l'on précisera.

2

Ex? &Onpose f,(x) = e,
m

1) Etudiez la convergence simple de la suite de fonctions (f,).
2) Démontrez la convergence uniforme sur les intervalles | —co,—a] et [a,+oo[ pour a > 0. La suite (f;,)

converge t-elle uniformément sur ] 0, +00 [ . (Indication : on pourra considérer fn(%).
[0,1]] — R

Ex4 #5 Soitfe €'([0,1],R),neN*etf,: f( .\
x — flx

x(1-x)\ .
n
1) Montrez que f,, est correctement définie.

2) Etudiezla convergence simple et uniforme de la suite de fonctions (f;,).

Mines-Ponts PSI 2015-2012 (suite de fonctions) 2%

Ex 2 Soit (f,,) la suite de fonctions définie st R* par fy:t — Oet,pour n €N, f,,; 1 t =/t + f, ().
1) Montrez que (f,,) converge simplement vers une fonction f que l'on précisera.
2) Lasuite (f,) est-elle uniformément convergente?

%) Prouvezl'inégalité : Vn e N,Vt >0, |f,,.1(f) —f(t)‘ < W Que peut-on en déduire sur (f;,)?

CCINP PSI 2022 | TPE PC 2016 (suite de fonctions) £
Ex 6 Soienta e R, neN" et f,,: x e R* — x(1+n%e™"").

1) Montrez que (f,,) converge simplement vers une fonction f a préciser.
2) Pour quelles valeurs de a a-t-on convergence uniforme sur R, ?
%) Calculerlim,,_ o, fo x(1+/ne ") dx.




Mines-Ponts PSI 2023 (suite de fonctions polynomiales) ¥ &
Ex7 On définit la suite de fonctions (p,,) par py: x € [0,1] — 0etVx € [0,1],VneN, p,.1(x)=p,(x)+5 (

Pa(x)?)
1) Montrez Vx € [0,1],Yn €N, p,(x) < pp.1(x) < /x.
2) En déduire la convergence simple de la suite (p,,) et trouvez sa limite.

% ) Montrez que la suite converge uniformément sur [0, 1]

Mines-Ponts PSI 2016 (série de fonctions) #>

Ex8  Soit, pourneNetxe[0,1], f,(x) =3"(x2" —x¥"").
1) Etudier la convergence de (f,) sur [0, 1].
1 1
2) Comparer lim f fn(x)dx et f lim f,(x)dx
n—+oo Jg o0 h—+oo
X-ESPCI PC 2016 (suite de fonctions) ¥
Ex 9 Soit fy: x € R — sin(x) et, pour n €N, f,,,: x € R — sin(f,(x)). Etudier convergence simple, uniforme
de (f,)-
Etude des différents Modes de convergence des Séries de Foncrions
Convergence normale :
Y u,(x) converge normalement sur Issiles u, bornées et la série numérique positive )_sup | U, (x)| converge.
n xel
Convergence uniforme : ) u,(x) converge uniformément sur I ssi elle converge simplement et la suite de
+OO
fonctions des restes (R, (x)) converge uniformément vers la fonction nulle sur I, sup | up(x) | " 0
x€l * k=n+1 n—-+oco
CSSA (Critere Spécial des Séries alternées) : Soit ) (—1)"u,, une série alternée telle que
* La suite |u | décroit
* La suite a une limite nulle : lim «,, = 0, ce qui équivaut a lim | u | =
Alors la série }_(—1)"u,, converge. De plus, le reste de la série vérifie : |R | = | Z (- l)kuk| < |ty
k=n+1
Ex 10 Etudiez la convergence simple et normale des séries de fonctions suivantes
2.2 xe ¥ x" X (-1)"
xe ™" R — O R arctan ——— R R
)3 ,;2 Inn Zl+nx2” ,g’l n?+ x? ,g‘lx2+n “
TPE PSI 2006 (Etude de modes de convergence d’une série de fonctions) g5
Ex11 On considere la suite de fonctions u,,(x) = x™*! In x définies sur |0,1] et prolongées en 0 par u,,(0) =
Etudiez la convergence simple et uniforme des séries Y u,(x) et ¥ ,.0 (-1)" u,(x)
n=0
CCP PSI 2007
Ex12 Etude des différents modes de convergence de la série de terme général définie par f,,(x) = sur

nx+1

[0, +00[. Lasomme est-elle continue ?

CCINP PSI 2023 (série de fonctions) @#y+oo

Ex1%  Soita>0.Soit f,:t — Zsm rcos" t
=0
1) Etudiez la convergence simple de la série.

2) Pour ¢ € [0,% ], donnez une expression simple de f,(1).

% ) Pour quelles valeurs de a, I'intégrale fo”/ 2 f,(t)dt converge-t-elle?

4) Pour tout n € N, on pose u,(a) = f”/z sin® t cos” t dt . Pour quelles valeurs de a la série )" u, (a) converge-t-
elle? Calculez ¥ 1% u,(3).



CCP PSI 2023-2015-2014 (série de fonctions
( f ) ¥ ln(1+(nx)2)

n?2In(l1+n)’
1) Trouvez le domaine de convergence D de }_ -, u,(x).

Ex14 Pour tout 7 € N* on définit u,(x) =

2) Montrez S = ¥ 1% u,(x) continue sur D [201x : Question absente]
%) Montrez S est €' sur D.

Centrale PSI 2023 (série zeta de Riemann) ¥ +oo ]
Ex1% On considere la fonction { : x € ] 1, +oo[ — —.
n=1 1
1) Etudiez les variations de ¢

2) Montrez Vx > 1, - < {(x) < 1+ -1 et en déduire la limite en +oo de la fonction ¢.

% ) Etudiez la série entiére }_ -, @x”.

Mines-Telecom PSI 2022 | CCP PSI 2019 (convergence série de fonctions) ¥

Ex16

1) Montrezpourtout € [ - 1,1], [In(1+1¢) - ¢| <22

-1)"x
2) Etudiez la convergence simple et uniforme sur R de la série de fonctions ) _In (1 + %)
n(l+x
CCEM PSI 2015 (convergence de série de fonctions)) X
Ex17 Etudiez convergence normale et uniforme sur R* de ) PR
nz1 X" +n

Ex18 #5 Soit) (-1)"g, une série d'applications de I c Rdans Rtq Vx € I, la suite (g,,(x)) est décroissante et
la suite (g, ) converge unifomément vers 0 sur I. Montrez la série converge uniformément sur I.

. - . —n2x?
Ex19 %2, Montrezlanon convergence uniforme de la série de fonctions Y xe " surR*.

n=0

Centrale PSI 2021 €% ( conuergenge uniforme série de fonctions) ¥ &%
Ex 20 Soit f,(x) = ——— pour n e N" et tout x € R.

1) Montrez Y. f,, converge simplement sur R* .

2) Montrez }_ f,, converge uniformément sur [0, a] pour tout a = 0.

%) Montrez 0 < (-1)" ¥¢_, (-1)*a; < a, pour tout n € N, sachant a,, =0 eta, /.
4) Montrez Y. f,, converge uniformément sur R* .

Erude de FoncTion-Somme de Séries de FoncTions

Théoréme de Continuité : Soit S(x) = ¥.7% u,(x) vérifiant

* u, est continue sur J.

o La série de fonctions ¥ u, converge uniformément sur sur tout segment [a,b| <J
Alors S(x) est continue et (iéﬁnie sur/ en particulier Vx € J, la série }_ u, (x) converge.

Théoréme de Dérivabilité / C' (Dérivation terme a terme) : Soit S(x) = ¥}% u,(x) vérifiant
* u, estdeclasseC" sur].
e La série de fonctions ) u,, converge simplement sur J
e La série de fonctions ¥ ), converge uniformément sur tout segment | -I—ao,ob] cJ

. . ’ +oo
Alors S est de classe C' sur] et on peut dériver terme aterme S'(x) = ( > un(x)) = > u,(x).
n=0 n=0
Théoreme de limite : Soient a une borne de I finie ou infinie et S(x) = Y% u,,(x) définie sur I vérifiant
* Chaque fonction u,, admet une limite ¢, en a.
e La série de fonctions ) u,, converge uniformément sur [
+00 +00 +oo
Alors la série (¥ ¢,,) est convergente et lim S(x)= ) ¢, (c’est-él-dire lim ) u,(x)= ) lim u, (x))
x—a n=0 *=a =0 n=0*—"4

Ex21 &Montrez que f(x) =) %

n=1

est définie et continue sur R.



too ot
Ex22 #; ¥Montrez que f(t)= ) g2 est non intégrable sur R~ mais intégrable sur R* .
n

n=1

CCP PSI 2022-2019-2017-2016-2012 (série de fonctions) &p x
Ex27% Soit n = 2. Pour x > 0, on pose u,,(x) =

x"lnn
1) Domaine de convergence D de la série }_ u,,.

2) Convergence normale sur D? [Selon Années : Réponse donnée dans I'énoncé] .
3) Onnote R, (x) =¥ | up(x); Montrez |R,(x)| < m

4) Montrez que la somme S de cette série est continue sur D.

%) S est-elle intégrable sur D? [Selon Années : Réponse donnée dans I'énoncé] .

CCINP PSI 2022 (série de fonctions) ¥ +oo cos(nx)
Ex 24 Soit la fonction f : x — —

= x%+n?
1) Montrez que f est bien définie sur R.

2) Montrez que f est C' sur R.
Centrale PSI 2023 (série de fonctlons ) X
Ex27? Onposed:xeR" — Y% n(n+x)
1) Montrez l'existence de ¢ ainsi que sa continuité et sa monotonie.
2) Calculez ¢(1) et p(2).
% ) Trouvez la limite de ¢ en +oo.
4) Montrez ¢(x) = O(\/LE) au voisinage de I'infini.
7 ) Montrez ¢(x) ~,

et,pour N e N*, Hy = YN L,

n

In(1+x)
x

CCP PSI 2021-2019 (étude série de fonctions) g e ¥
Ex 26 Pour x e Ret n € N*, on pose u,,(x) = (- 1)”

1) Etudiez la convergence de Y u,,. On note S sa somme.

2) Montrez S continue sur R*.
%) Montrez S C' sur R**.
4) Calculez S

+o00 p,—hX +00 e—nx

Ex27 #; $Etudiez lim > ® et lim >

= 2
n=1 *—too n:01+n

Ex28 #9 Onpose f(x)= Z !

T sinh(nx)’
1) Déterminez le domaine de définition et de continuité de f.
2) Etudiez les variations de f

% ) ¥Montrez f(x) ~

1 1 N 7 1 —nx
+o0 smpy (on pourra utiliser, apres démo, oo < 3e ).

St-Cyr MP 2022 | Mines-Ponts PSI 2021 (dilogarithme) %25
Ex29
+oo

1 —-X
Soit f:x — Y —z(x" + (l—)n ) Déterminez le domaine de définition D de f puis calculez f(x) pour x € D.
n= - X
+00
Ex30 4, Fonction { de Riemann'On définit cette fonction par {(x) = )_ —.
n=1 1

1) ¥Donnez le domaine de définition de {.
2) FEtudiez la monotonie de ¢, puis établir lirP ((x)=1 lin}( (x)=
X—+00 X—

3) ¥ Donnez un équivalentde {,en1,.



Centrale PSI 2018 (série de fonctions) &5 1 +oo 1 +00 1
Ex7%1 SoitD =R~Z.Pourtoutx € D,onpose f(x)= S+ ) ——+ ) ——.
x? n=1 (n—x)2 n=1 (n+x)2
1) Montrez que f est correctement définie sur D, continue et 1-périodique.

2

2 ) Montrez que la fonction g : x — f(x) - est prolongeable par continuité sur R.

-
sin?(7x)

% ) Calculezla somme de la série de terme general . Indication : on pourra d’abord établir g(5)+g (%5~ 1) = 4g(x)

CCP PC 2014 (fonction { de Riemann) k3 X +00 i
Ex%2 Z

x—0 = x—+00 nx+1
CCP PSI 2017-2015 (étude série de fonctions) X"

Ex3%  PourtoutneN*etx € [0,+o00[, on pose f,(x) = [en 2015 x quelconque] .

n?(1+ x2m)
1) Etudiez la convergence simple de (f,,).

2) Déterminez la limite de [ f,(x) dx, lorsque n — +oo.

%) Déterminez le domaine de définition de S(x) = +io [ (x).
4) Trouvez une relation entre S(x) et S(1/x), pour ;:>1 0.

? ) Etudiezla continuité de S sur son domaine de définition.
6) Déterminez la limite de S(x) quand x — +oo.
CCINP MP 2022 | Mines-Powts PSI 20;1 (équivalent série de fonctions)
Ex34  Soitf:x— ) e "

n=0
1) Déterminez le domaine de définition puis étudiez la continuité de f.

2) Montrez f admet une limite finie en +oco que 'on déterminera.
[Mines : Qu. absente]
4) Exhibez un équivalent simple de f en 0.

o0

Ex?%? #5 Onpose f(x)= Z 1 (cosx)”sm(nx)
1) Montrez que f est deﬁme sur R et de période 7.
2) Etablir que f est de classe C' sur |0, n[=T
%) Calculez f sur I. Continuité de f enO et m?

+00 e—nx
Ex36 Onposef(x)= ) —5.
n=1 N

1) $Montrez Deff = R".

2) Montrez f continue sur R* et C? sur R**. Calculez f” et en déduire f’ sur R**.
%) Montrez que f est non dérivable en 0.

4) Montrez, pour toutx € R, f(x)=f(0)+ fox In(1-e")dt.

Mines-Ponts PSI 2018 ( déve-l&pgﬂpynt en série entiere de série de fonctions) ¥
Ex37  Soitf:x — ) .
o1 h+x

1) Montrez que f est définie sur | —1,1]
2) Montrez que f est de classe C* sur | —1,1].
%) Lafonction f est-elle intégrable sur | = 1,1[ 2

4) M £ ost-dévelonpabl SRR 1]

Mines-Telecom PSI 2018 | Mines-Powsts PSI 2016 | Mings-Ponts PC 2012-2008 (étude série de fonctions)
Ex78 On se donne f(x) = Z( 1)"In(1+ j

1) Quel est le domaine de deﬁnltlon Dde f?

2) f estde classe C° sur D? de classe C' sur D? [2016: Pas C°
%) [2016 : Déterminez un équivalent simple de f en (1), |

4) (2016 : Exprimez f” a l'aide d’une intégrale. ]

Séries de FoncTions €T INTEGRATION TERME A TERME




Théoreme 1 d'Intégration terme a terme : Soit (3_ u,,),n une série de fonctions u,:I1cR—RouC
e Les u, sont intégrables sur 1.
e La série de fonctions ) u,, cvge simplement vers une fonction-somme continue par morceaux sur I
+00 +00
> up(x)de = 3 | u,(x)dx
I n=0 n=0

e La série numérique ). ( 1; |un| ) converge
+00
Alors S = Y u, est intégrable sur I et on peut « intégrer terme a terme »
p +oo +00
n= Z Up
n=0

n=0

Théoreme 2 d'Intégration terme a terme sur un segment :
Soit ) u,, une série de fonctions continues convergeant uniformément sur [ a b] alors Y u
a

(e )

=Lz (n+ 1)2"

0

1
Ex39 ¥Mont f
X ) ontrez | 1—t/2

( 1)n+1

Z (2n+1)%"

Ex40 #35 Montrez

Mines-Ponts PSI 2018 (calcul d'une intégrale) +00
Justifiez 'existence de I'intégrale f -
0  sinh ﬁ

dx etla calculer.

+00 1 +oo 1

Ex41
CCINP PSI 2023-2013 (développement en ¢rie fune intégrale)
Ex42 Justifiez I'existence de I = f a0 dt. Montrez I =2
o (1-—
CCP PSI 2023 6% -2018 (développement en série d’'une intégrale) #
Ex4%
+00 cost
1) Montrez la convergence de I = f —dt.
0 1+e?
+00 (_l)n—l
2) Montrezque I =
) d ,,; 1+ n?
{n( %1 9 dr converge puisqu’elle vaut Z —-
n=1 N1

Mines-Ponts PSI 2022 (calcul intégrale pa
Ex44  Montrez que l'intégrale [

CCP PSI 2019-2018 (calcul intégrgle paf:developpement en sériehdy
dx existe etvaut ) —
n=1 l’l

Montrez que J =
0

Ex47%



