Queloues Corrections sur les Suites er Series de FoncTions

Ex 1

fn(x) = nx"(1-x%)

Etude de la convergence simple de la suite de fonctions (f;) sur [0,1] :

On reprend les cas usuels de suite géométrique :
e Pour0<x<1,nx" — 0 puis, croissances comparées de n et x", f,,(x) — 0.
e Pourx=1,f,(1)=0—0.

Conclusion : la suite de fonctions (f;,) converge simplement vers la fonction nulle sur I = [0,1]

Etude de la convergence uniforme de la suite de fonctions (f;) sur [0,1] :
On pose gy (x) = fn(x) —0=nx"(1- x2) et on étudie ses variations (car c’est facile) sur [0, 1 ] .

Ona g, (x) = (nx" — nx™?) = n?x" 1 = n(n+2)x"*! = nx"! (n- (n+2)x?)
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Pas de convergence uniforme sur [0,1] .

Remarque : En regardant le tableau de variations d’un peu plus preés, on conjecture qu'il y a convergence uniforme sur [0, a |

avec a < 1 car a partir d'un certain rang a < |/ car /-5 — 1. Par suite, regardez le tableau, sup o 4 |f2(x) = 0| =
|gn(a)| —0
In?"(x) -2
) =——"
)= o+




On précise tout de suite que cette suite est bien définie puisque le dénominateur ne s’annule pas : In?*(x) +2>=2>0.On a

affaire a des suites géométriques et on se rappelle que les cas se distinguent par rapport aux valeurs 1 et - 1, ce qui, via le log
— — p N l

Ine=1In1/e= -1, amene les cas par rapporta e et ;.

Etude de la convergence simple de la suite de fonctions (f,,) surR"*

1 -2
'—<x<e:>05|lnx|<1.A10rs|lnx|2”—>0etf,,(x)~?:—1
e

1 In®"(x
ex<-oux>e=| lnx|>1.Alors|lnx|2”—>+ooetfn(x)~2—():

e In“"(x)

1 —
ex=-oux=e. Alors|Inx*"=1et f,(x) = — — ——

B | | fn(X) 3 3

-1 si % <x<e

11y donc convergence simple sur R** vers la fonction f: < 1 six< % oux>e

1 . 1
—-—- Sslx=_-oux=e
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Etude de la convergence uniforme de la suite de fonctions (f;,) surR**
D’apres un théoreme du cours, il n’y a pas convergence uniforme sur R** vers f car les fonctions f;, y sont continues, tandis

que la fonction f ne 'est pas. (on rappelle que la convergence uniforme ne peut se faire que vers la limite simple f).

nx(1-nx) 0<x<
fn(x) =

1
0 S <x=1

Etude de la convergence simple de la suite de fonctions (f;,) :

On préte trés attention ici au fait que, comme n — +oo, les « intervalles bougent ». Pour chaque x, on peut avoir ou 0 ou
n?x(1 - nx).la seule facon de bien traiter ce genre d’exercices est de les gérer avec a partir d’un certain rang (apcr).

Fixons nous x € [0, 1] (car ici c’est n qui « bouge»). Comme % — 0, nécessairement a partir d’'un certain rang, % <x=1

(sauf pour x = 0). par conséquent, apcr, f;,(x) =0 — 0.Pour x =0, on aimmédiatement f,,(0) =0 — 0.

Conclusion : 1a suite de fonctions (f;,) converge simplement vers la fonction nulle sur [0,1].

Etude de la convergence uniforme de la suite de fonctions (f;) :
Ici, c’est plus simple, car n est fixé, c’est plutot x qui « bouge». Il suffit d’étudier les variations de g, (x) = f,(x)—0 = n2x(1-nx)

mais sur [0, %], donc de h,(x) = x(1 — nx) car la variable d’étude est x (on multipliera ensuite par n?). On K, (x)=1-2nx.

x 0 = 1
gn(x) + 0 -
1
8n(x) 0 — 8n'zy) — 0
R S P S
> |t -0= ful) = nt 5= 2) — +oo

x€[0,1]

Il n’y a donc pas de convergence uniforme de la suite de fonctions (f};) sur [0,1].

Remarque : Par contre, il y a convergence uniforme sur [a,1]| avec a > 0 : en effet, apcr % < a, donc f,(x) = 0 et donc

sup | f(x) =0/ =0— 0.

x€la,1]



1
fn(x) =min(n, —)

Vx

Etude de la convergence simple de la suite de fonctions (f;,) :

On remarque que min (7, \/LE) = \/LE si (ssi) \/LE sne=xz}

1 , . < . . 1
Comme -z 0, on en déduit que a partir d’un certain rang, f,(x) = Vet

Conclusion : Convergence simple de la suite de fonctions (f},) sur ] 0, +oo [ vers f(x) = \/L}

Etude de la convergence uniforme de la suite de fonctions (f;) :

L. . . 1 1 . . 1
on écrit | g, (x)| = | f,(x) — f(x)| qui vaut 0 si x = o7 et 7 —nsinon, cadsi0 < x < oz

Par suite suppg+:

fnx)-f (x)‘ = +oo (n est fixé mais % = +00). Pas de convergence uniforme sur R™*.

Remarque : Par contre, il y a convergence uniforme sur [a,+oco[ (a > 0) car a partir d’un certain rang # < a, donc

ﬁm—ﬂmko

supr[a,+oo[

CCP PSI 2016 (suite de fonctions) &
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Ex 2 Montrez que la suite de fonctions définies sur [0,1] par f;,(0) = 0 et, pour x > 0, f,(x) = x (sin ;) converge

simplement mais pas uniformément vers une fonction f que I'on précisera.

Etude de la convergence simple de la suite de fonctions (f,) sur [0,1]

==

Pour x = 0, c’est la suite nulle de limite nulle. Sinon, a x fixé, c’est une suite géométrique de raison sin(%). Pour0<x<1,1<

et il faut distinguer les cas ot le sinus vaut +1, qui sont les 7 + kr, avec k € N.

1 . -
e Pour x = o st”(l) =1, donc f,(x)=x By
km+ 2 X
* Sinon, |sin(1)| <1, donc f,(x) ——= 0.
i 1
. . . X SIX= o
Conclusion : Convergence simple sur [0,1] vers la fonction f :
0 sinon

Etude de la convergence uniforme de la suite de fonctions (f,) sur [0,1]
Il est clair que les f; sont continues sur ]0,1] . Comme f n’est pas continue en tous les m qui appartiennenta ]0,1], il

n'y a pas convergence uniforme sur |0,1] et donc pas sur [0,1] .

0,11 — R
Ex4 Soit f € €' ([0,1],R), neN* et f,:

X — f(x-i—x(l_x)) i

n
1) Montrez que f;, est correctement définie.

2) Etudiez la convergence simple et uniforme de la suite de fonctions (f3,).

x(1-x)
n

1) Pour montrer que f, est définie, il faut et il suffit de vérifier 0 < x + = h,(x) <1 pour x € [0,1]. A cette fin, on

effectue une étude de variations de i,

1 1
h,x)=1+—(1-2x)=—=(n+1-2x)
n n
Pourn=1,n+1=2=2x car0< x < 1. Donc h,, croissante sur [0,1], donc 0 = h,,(0) < h,(x) < h,(1) = 1.

2)

Etude de la convergence simple de la suite de fonctions (f;,) :



1l estimmédiat que h,(x) — x et ceci pour tout x réel fixé.
Donc f,(x) = f(hn(x)) — f(x) car f est continue en tout x.

Conclusion : La suite de fonctions (f;) converge simplement vers la fonction f sur [0,1].

Etude de la convergence uniforme de la suite de fonctions (f;) :
Pour étudier la convergence uniforme, on doit étudier le sup de | f,,(x) — f(x)| sur [0, 1] . On se pose la question, est-ce que

I'étude des variations est faisable ? Réponse : on ne sait rien sur f a ce propos, donc cela risque d’étre difficile. ..
x(1-x) )
- f®
P f
f étant de classe C! sur le segment [0,1], ' y est continue et donc bornée (par M). Ensuite |'inégalité des accroissements

On peut remarquer g,(x) = f(hn(x)) — f(x) = f(x +

finis appliquée a f permet d’écrire :

fato0) = £ = | x+ x(l_x))_f(x)|5 ’“x(ln_m —x| M= x(ln_)q M
i . 1x1
Par suite, on en déduit que fn_f”oo < p —0.

Conclusion : Convergence uniforme sur [0,1] de la suite de fonctions (f;,) vers f.

Mines-Ponts PSI 2015-2012 (suite de fonctions) %

Ex 2 Soit (f,) la suite de fonctions définie sr R* par fy: t —0et,pour n€N, f11:t— /t+ f,,(2).
1) Montrez que (f;) converge simplement vers une fonction f que I'on précisera.

2) La suite (f;) est-elle uniformément convergente ?

TACEI]

% ) Prouvezl'inégalité : VReN,V >0, |fpr1(8)—f(0)]=< Y0

. Que peut-on en déduire sur (f;,)?

1) At fixé, la suite (f,,(£)) est la suite récurrente u,+1 = T+ U, = g(uy,), up =0 avec g(x) = VT + x. On vérifie tout de suite
qu’elle est bien définie (a cause de la racine) car = 0 par récurrence immédiate. Ensuite, on sait qu'une éventuelle limite ¢
vérifie :

(=g(l) = (=Vi+l = (*=t+let{>0 @[:%(l+\/1+4t2) sit>0,etl=0,1sit=0
En fait, f;,(0) = 0 — 0. La fonction g étant clairement croissante, (¢,;) est monotone . (¢,) est méme croissante car u; = Vi=

0 = up. Reste a prouver qu’elle est majorée : on prouve par récurrence que u, < ¢, (alors u,+1 = g(u,) < g(f) = 9).
La suite de fonctions (f;) converge simplement sur R* vers la fonction f : t — %(1 +V1+ 4t2) sit#0et f(0)=0..
Remarques

¢ 2 théorémes a savoir sur les suites récurrentes u,+; = f(u,) : 1) toute limite éventuelle ¢ de u, vérifie ¢ = f(¢), avec
la continuité de f, et 2) si f est croissante (seulement sur I possible mais les termes doivent alors étre alors dans I),
alors la suite (1) est monotone, monotonie « descendant » des 2 premiers termes car signe (u,+1 — u,) = signe (f () —

f(up—1) = signe (u, — uy—1) = --- = signe (u; — o)

e Enfait, f,(1) = \/t+\/ r+Vi+ViE+...

2) fan1 (1) - () < fu(t) - (1) donc la suite supg+ | f,,(#) — f(£)| décroit et , minorée par 0, converge. Vers 02 En fait, les f,
sont continues (récurrence immédiate) maisla limite simple n’est pas continue en 0; il n'y a donc pas convergence uniforme

sur R,

3)
|fn(®) = f(0)I - [fn () = f(2)]
fn+1(t) +f(t) a fn+1(t) +fn+1(t)

fonn P =fO? =t+ fu(O—(t+f(1) = |fur1(D-f(D)l=



Car on a vu plus haut f,,(f) < ¢ = f(#). On considére 0 < a< b.onavu f,41(8) = f1(t) = V't =+/a.1lvient alors
1
2va

Cela ne « marche» que pour a > i. .. Il va falloir minorer 2 f;,+1 (£) plus subtilement. Comme 2 f,,.1(a) — 1+ V1+4a? > 1en

1 n+1
1t 0= F g 0 = 5= a0 = f Do a1 = 1= FODlotan = (5=) 1FEOwtan

croissant, il existe un rang Ny a partir duquel la quantité m < 1. En utilisant le fait que fy,(#) est croissante (on peut le

démontrer par récurrence toutes les f;, sont croissantes), on arrive a :
(1) = f(1) o = —1 " (1) = f(1) o
fult t < ( ) i, (t t
” n f " [a,b] 2 pN0+1(a) ” Np f " [a,b]

On peut alors conclure a la limite nulle ce qui nous ameéne a la convergence uniforme de la suite de fonctions (f;,) sur tout

segment de |0, +oo].

CCINP PSI 2022 | TPE PC 2016 (suite de fonctions)

Ex 6 Soient @ € R, n e N* et f: x € RT — x(1 + n%e™"%).
1) Montrez que (f;,) converge simplement vers une fonction f a préciser.
2) Pour quelles valeurs de & a-t-on convergence uniforme sur R, ?
%) Calculer lim, . yo0 f) x(1+ /7€) dx.

1) Pour x > 0, par croissances comparées (le - est un « vrai» -), n%e~"* — 0 lorsque n — +oo. Par suite f;(x) — x. Pour
x =0, f;,(0) =0 — 0. On constate 0 = x. On en conclut que la suite de fonctions converge simplement vers la fonction x — x

surR*.

2) On considere g,(x) = f,(x) — f(x) = xn%e™"* et on calcule g},(x) = ne~"*(1 — nx) puis le tableau de variations :

X 0 % +00
8n(x) + -
gn(5)
8n(x) / \
0 0

1

Onadonc || f; = flloo =SUP yep+ 180 (%) = gn(%) =n%lel Lossia<l. 11y a donc convergence uniforme sur R* ssi a < 1.

%) Comme a = % < 1, il y a convergence uniforme de la suite de fonctions f, vers f sur [0,1], et f(x) = x étant bien

continue. On peut appliquer le théoreme d’interversion :
1 1 1 1
limf fn:f f:f xdx = -
0 0 0 2

Remarque :1l est attendu que vous utilisiez 1a convergence uniforme mais I'autre théoréme d’interversion, plus important et
servant plus souvent comme je vous 'ai dit en cours, le théoréme de convergence dominée de Lebesgue, « marche» aussi. Je

ne mets que la domination, qui utilise le tableau de variations :
1 1
—-nxy| _ _ -1
|[x(1+Vne ™| = [ 1 @] =]x+g, 10| = L+gn(-) <1+ e

Fonction constante qui est bien intégrable sur [0,1] .

Mines-Ponts PSI 2016 (série de fonctions)

Ex7 Soit, pour ne N et x € [0,1], f,(x) = 372" - xznﬂ).

1) Etudier la convergence de (f},) sur [0, 1].

1 1
2) Comparer nl_lHlQQ fo fn(x)dx et fo nEer fn(x)dx




1) Pour x =1, f,(x) =0 — 0. Pour 0 < x < 1,x*" en tant que sous-suite de x” converge vers 0, mais 3" — +oo. La forme est

. . = 2 P n+l n n\2
indéterminée. On écrit, en remarquant .X,'Z = X2 *x2 = (XZ ) .

fu(x)=3"x"(1-x*") =exp (nln?) +2"lnx)(l - xzn)

Comme nln3+2"Inx ~,_ 400 2" Inx, pour Inx # 0, soit x # 1, il vient nln3 + 2" In x — —oo car In x < 0, puis par comosition

n—+oo

0.

de limites avec I'exponentielle, f;,(x)

Conclusion : convergence simple de la suite de fonctions (f,,) vers la fonction nulle sur [0,1] .
1 1
2) Onadonc[ lim fn(x)dx:f 0=0etaussi:
o n—too 0

+00

241 2n+lyg 1
flsn(xzn_xzml dx = n[ x>t X thn _ n( 1 B 1 ) _ 3% (2t _2m _ 3n2n N 6" n—+00
0 2n41 2ntliqlo 2n41 2ntlyg @r+1DEPL+1) 2P+ 1) (27 4+ 1) n—+o0 2 x 47

On en déduit lim,,— ;o fol fn(x)dx = +o0 # fol lim;,— 400 fn(x) dx. La convergence des (f;;) n'est donc pas uniforme sur [0, 1]

(elles sont bien continues).

Ex9

X —nx

an(x) = ]

e
nn

Etude de la convergence simple de la série de fonctions }_ f;, :

Fixons nous x pour étudier par rapport a z (ne pas se tromper de variable) :
—nx

¢ Si x <0, par croissances comparées ona lim

I = +o00 # 0. Par conséquent, la série diverge grossierement.
n—+oo nn

* Six =0, f;,(0) =0. C’est la série nulle elle converge.
X —nx

e Six > 0. Critere n%u, : lim n®

it ] = 0 par croissances comparés avec 1'exponentielle. On en déduit que la série
n—+oo nn

converge.

Conclusion : 1a série de fonctions converge simplement sur R* .

Etude de la convergence normale de la série de fonctions ) f;, :

11 faut donc étudier la convergence de la série numérique sup fn(x)| = || fullcor* - On se pose la question de savoir si c’est
xeR*
faisable de faire une étude de variations et sinon on cherchera juste a majorer ou minorer, si possible finement, le sup de la

fonction. N’oublions que la varaible d’étude est ici x, ce n’est plus n! Donc on a a étudier le sup xe™™*

= gn(x), il n'est pas
utile de prendre le In n qui n’est donc, ici, qu'une constante. Cette étude est facile : on dérive gJ,(x) = e”™(1 - nx). Le tableau

de varations est trés simple : je ne le dessine pas ici (toujours le faire sur une copie). Le sup de la valeur absolue est en x = % :

llnefnl/n e—l

Il frlloor+ = =
Falloo Inn nilnn

1
nlnn

La série ). diverge comme on!’a montré plusieurs fois en cours ou ds/dm. Je ne le remontre pas ici. Je rappelle juste que
c’est 'exemple ot les criteres ne marchent pas : il faut faire une comparaison d’aires série-intégrale.

Conclusion : Pas de convergence normale sur R* .



xn

1+ nx2n

Etude de la convergence simple de la série de fonctions Y f,, surR*

On distingue les cas
xﬂ
e Sio<x<1,x"—0etnx*" — 0, donc f,x) Teo 1 x". Critere d’équivalent d’une série positive a une série géomé-
n—+o00

trique convergente, la série }_ f;,(x) converge.

e x=1, f(1) = =, la série diverge.

x" 1/1\n
— (—) . On peut ensuite reconnaitre le terme général de la série In(1 — u) avec
X

u= % <1, donc la série converge. On peut aussi, autre méthode, appliquer le critere d’Alembert :

e x>1,x" — +oo, puis f(x) ~ =
’ )p fn( )na+oo nxzn n

_ " e 1
S (n+1) (1/x)" x

|un+1
Up

Conclusion : Convergence simple de la série de fonctions sur [0,1[ U]1,+oo]

Etude de la convergence normale de la série de fonctions Y. f,, sur [0,1[ U] 1,+oo]

Pour étudier le sup de f;,(x), On calcule d’abord la dérivée :

nx" YA+ nx®m) —2n2x2 1y px" (1 - nadh)

!
X) = =
In() (1+ nx?m)? (1+ nx?m)?
Le tableau de variations (je ne le mets pas ici) montre que le sup de la valeur absolue est en x, = (%)Uzn. On calcule alors :
1
i 11
= X = = - —
I fulloo = | fr(xn))| 1+n% 2V

La divergence de cette derniére série de Riemann amene la non convergence normale sur 'intervalle considéré.

-1n"
x2+n

an(x) =

Etude de la convergence simple de la série de fonctions ) f, :

1
x2+n

On e fixe x € R. Onremarque que la série est alternée : on regarde donc tout de suite si elle vérifie le CSSA : est clairement

décroissante vers 0 (x est fixé, on regarde par rapport a n). On a donc convergence simple de la série de fonctions sur R.

Etude de la convergence normale de la série de fonctions ) [}, :

Je rappelle qu'on regarde le sup de la valeur absolue, sup pris sur x et pas sur n. La fonction x — est paire et clairement

x2+n

décroissante sur R*, inutile de dériver! parz conséquent :

(D"
x2+n

=l falloor=—

su
b 0+n

xeR

La série }_ % étant divergente, il n'y a donc pas de convergence normale sur R de la série de fonctions }_ f},.

TPE PSI 2006 (Etude de modes de convergence d’une série de fonctions)

Ex10 On considere la suite de fonctions u,,(x) = x"11n x définies sur ] 0,1 ] et prolongées en 0 par u,(0) =0. Etudiez

la convergence simple et uniforme des séries Z Up(x) et Y =0 (=1)"uy(x)
n=0

1) Etude de la convergence simple de Y u;, sur [0,1]
Pour x = 0, c’est la série nulle qui converge, de somme nulle. A x fixé € ] 0,1 ] , on reconnait une série géométrique (le In x est

une « constante»), il y a convergence pour x # 1 et on a méme la valeur de la somme-limite :

xlnx

=S(x)

+00 +00 1
YOo<x<l, Zx”“lnx:lanx”:lnx(——l): =
n=0 n=1 I-x 1-x



Pour x =1, c’est aussi la série nulle.

Etude de la convergence uniforme de Y u, sur [0,1]
—0 . 4 . . .
Comme x"*!Inx —— 0 parce quwon a bien n+1 = 1, le prolongement de I'énoncé nous donne donc une fonction continue

fnsur [0,1] . Etant donné que la fonction-somme de la série vérifie :
1x(x—1) _
1-x

S(x) ~
x=1

On en déduit lim; S(x) = —1 et donc la non-continuité en 1 car S(1) = 0. Par théoréme la convergence ne peut étre uniforme

sur [0,1] (par conte, elle I'est sur [0,a] pour 0 < a <1, je ne le démontre pas car ce n’est pas demandé)

2) Etude de la convergence simple de Y (-1)" u;, sur [0,1]

Assez analogue a la question précédente, la somme 7 de la série vaut 0 pour x = 0,1 et se calcule aisément pour 0 < x < 1, ce
qui prouve bien la convergence simple :

_ —xInx

+oo +00 1
Y0<x<1, T()= Y (1" nx=-Inx ) (-1)"x"=-Inx(——-1)=
n=0 n=1 I+x

1+x

Etude de la convergence uniforme de Y (-1)" u,, sur [0,1]

Par contre, ici, I'argument de la question précédente n’est plus valide car la fonction T est bien continue sur [0,1] :je donne
juste les équivalents T'(x) ~9 —xInx et T(x) ~ —%(x —1). On va donc commencer par la méthode usuelle qui est d’essayer
la convergence normale. A cette fin on détermine le sup de |(—1)" u,(x)| = |u,(x)| sur [0,1] par une étude de variations :

u,(x) = x"((n+ DInx+1). Létude des variations immédiate (je ne reproduis pas ici le tableau) donne le maximum de la

valeur absolue en e~1/"*! et

-1
Ine-l/n+l - —¢

)n+1
n+1

sup ‘(—D”un(x)) = un(e’”"“) _ (eflln+1
x€(0,1]

La divergence de cette série harmonique ameéne la non convergence normale de la série de fonctions. Mais, ceci ne prouve
rien quant a la convergence uniforme... Il faut en fait ici appliquer les résultats sur le CSSA. Attention ! a ne pas confondre
lerole de x etle role de n.
¢ Pour tout 0 < x < 1, la série ¥.(—=1)"x"*! In x est bien alternée car x > 0.
e Pour tout 0 < x < 1, la suite |(—1)”un(x)| = —x""nx (Attention ! au -) décroit comme suite géométrique usuelle (et
positivité de la « constante» —In x).

. —0
e Pour tout 0 < x < 1, on a bien u,(x) ol

0 (et égalité pour x =0,1)
La série Y. (—1)"uy(x) vérifie donc le CSSA et ce pour tout x. On lui applique alors le résultat sur la majoration du reste (allez
réviser ce théoreme)! :

-1/n+2 Nn—+00
_

Vo=sx=1, 0

Rn(x)| < ’(—1)"+1x”+21nx‘ = sup
xe(0,1]

Rn(x)’ < sup x”+21nx| =e

x€[0,1]

11y a donc bien convergence uniforme de la série de fonctions Y (—1)" u, (x) sur [0, 1 ] .

Ex14 Soit ). (—1)" g, une série d’applications de I c R dans R tq V x € I, la suite (g, (x)) est décroissante et la suite (g,)

converge uniformément vers 0 sur /. Montrez la série converge uniformément sur 1.

Puisque la suite de fonctions (g,) converge uniformément vers 0 sur I, alors elle converge simplement. On en déduit, pour
tout x € I, la suite numérique (g, (x)) converge vers 0. Comme la suite g,(x) est par hypothése décroissante, on en déduit
gn(x) = 0, puis |(—1)”gn (x)’ = gn(x). Par conséquent, la série alternée ) (—1)"g,(x) vérifie le critere du CSSA, pour tout

x € I. Elle converge donc et de plus on sait que

Ry()| <

gn+1 (x)‘. On en déduit, par passage au sup sur I, que [|Rylloos <



llgn+1lloo 7- Par majoration il vient que la suite des restes converge uniformément sur I vers la fonction nulle, cad par définition

la convergence uniforme de la série de fonctions Y (—1)" g, sur I.

. R . —_ 252
Ex17% ¥Montrez la non convergence uniforme de la série de fonctions Y xe ¥ surR*.
n=0

On se doute que si l'exo est difficile, la convergence normale ne « marche» pas. On I’essaye néanmoins, en posant f;,(x) =
2.2 . . )L . 2.2
xe” " et constatant qu’elle est impaire : on se contente d’étudier sur R* . On calcule f},(x) = e”"** (1 -2x?n?). le tableau de

variations est immédiat et laissé au lecteur : le sup de la valeur absolue est en ﬁ, puis :

1 -1/2

vl =

22

xe "

”fn"oo[R+ = Sup
xeR™

A

Par la divergence de }_ %, on a immédiatement la non convergence normale sur R* (donc sur R). On écrit alors pour x =0:

& —k?x? & —k?x? & —4n?x? —4n?x? —4n?x?
R,(x) = Z xe > Z xe > Z xe =Xxne = sup Rn(x)| > sup |xne
k=n+1 k=n+1 k=n+1 xeR* xeR* €n(x)

On constate que gn(%) — et par conséquent ||g,llcor+ 7— O et par minoration, il n'y a donc pas non plus de convergence

uniforme de la série de fonctions Y. f,, sur R*.

Centrale PSI 2021 €% (convergence uniforme série de fonctions) ¥

_nn
Ex16 Soit f,(x) = # pour n € N* et tout x € R.
n?+x

1) Montrez ) f,, converge simplement sur R* .
2) Montrez ¥, f, converge uniformément sur [0,a] pour tout a = 0.
% ) Montrez 0 < (—1)" ZZ:O (—l)kalc < a, pour tout n € N, sachant a, =0eta, /.

4) Montrez Y. f,, converge uniformément sur R*.

1) La série ) f,(x) est clairement alternée, et ce pour tout x, tout au moins a partir d’'un certain rang, car p > 0.

2+X
fn(x) Cdlfal _ x—n?

77, 0 est aussi immédiat. Etudions la décroissance par rapporta nde |f,| : =5
(selon x). La série Y f;,(x) vérifiant le CSSA, tout au moins apcr, et ce pour tout x réel, on en déduit la convergence simple

= m <0 pour n assez grand

pour tout x réel, tout au moins lorsque les fractions existent, donc pour les x ¢ { —n? ne N} (c’était demandé sur R*, mais

bon...)

2) Comme La série vérifie le CSSA, on ne passe pas par la « case» convergence normale. Pour chaque x, le cours nous donne

2

que [Rp(0)] = & il > x (voir au-dessus). Si on se place sur [0,a], on choisit N = a

s mais Attention! seulement pour n

et on aura alors :
n+1 n+1 n+l j-+00

Vvn=N,Vxe |0,al|, |R,(X)|<———— —= sup |R;,(x)] < su < 0
[0.a], | Rn(0) (n+1)2+x xe[oﬂ]l n) xe[ol,)a] (n+1)2+x " (n+1)2

Remarque : Le lecteur remarquera de lui-méme que cette démo ne convient pas sur R* (on ne peut choisir un rang uniforme

de majoration pour tous les x)

%) On démontre par récurrence sur n. Pour n =0, cela s’écrit 0 < ap < ap. Ok. Pour n =1:0 < a; — ap < a; qui est clair vu la

positivité et la croissance de (a;). Supposons la relation vraie pour n = 1. Montrons-la pour n+ 1.



¢ Supposons n =2m. Par hypothese 0 < ay—a; + -+ — aam—1+ Gom < A2, SOt —Aoy < —Ap+ A1 + -+ + Aam—1 — G2m < 0.
En sommant avec dy,;+1, onobtient 0 < a1 —aom < —Ap+ a1+ -+ Aam—1—Aom+ Gam+1 < A2m+1. C'est bien'inégalité
voulue

e Si n=2m+ 1 impair, procédé similaire.

m/+oo m/+oo
Remarque : Cette inégalité est « l'inverse / le pendant » de0<| Z (- l)kak|—( D" Z -D¥ar < a, =|an pour une suite
k=n k=n

positive décroissante, qu’'on retrouve / utilise / cours pour le reste d'une série vérifiant le CSSA.

4) Lapropriété de Q3 reste vraie si'on part d'un entier quelconque et amene

<a
k=m

2 < x puis \, (donc la série vérifie alors le CSSA « pour le reste R,, »). Notons pour chaque x > 0, 'entier

n—

/" pour n
n2+x P

ny (« maximum») tel que n2 < x < (ny +1)%.

Ny k +00
I e EA N MG Vi singzn+l
Vx>0 :’ Z (_) ’ k=n+1 ke +x k=ny+1 k
- k2+x oo k
k=n+1 _1Nk .
Y (D 3 sing<n+1
k=n+1 k= +x
Ny ny+1 . +1
> 5 siny=n+1 v \/_ sing=n+1
<) ni+x (et +x < 2tx mtx
- n+1 . B 1 i
T — siny<n+1 siny<n+1
(n+1)2+x n+1
" + " + ! iny=2n+1
—+—+— sing=n
<{2n® 2n2 n? * SE
1 . n
sing<n+1
n+1
. X 2
Car le max de la fonction x — est obtenu en n
n+x

+00 -t
Ex18 $Montrez que f(1) = )

n=1

——— estnon intégrable sur R~ mais intégrable sur R* .
n? + r?

Lexistence de f(t), somme de série, pour tout t € R résulte de la convergence simple de la série de fonctions ). f,, sur R par

une majoration par une série de Riemann ! convergente :

1
fn(t)‘ < e‘t—2 (Attention! la variable est n dans ceraisonnement).
n

f est continue sur [0,+oo [ par application du théoréme de continuité d’une série de fonctions :
* f, est clairement continue sur R(le dénominateur ne peut s’annuler car n # 0).
* Soit [a,b] <R. La série de fonctions Y. f;, converge normalement donc uniformément sur tout segment [a,b| car:

—min(|al,|bl)

Il filloo (a,p) < € 2 (critere de majoration par une série de Riemann! la variable est n).

Intégrabilité surR* : méthode 1 :
Lintégrabilité en +oo vient du critere la majoration d’une fonction positive et de I'intégrabilité de e~' dr (critere % f(r) :

lim, o t?e~ 1 =0).

— . L‘+001 7.[2 :
t’ —|=e e’y =" ¢
rofs 5|t =e £ e £ T

Intégrabilité surR* : méthode 2 :

1. Bernhard Riemann : mathématicien allemand de génie (1826-1866). Travaux fondamentaux sur les fonctions analytiques, la théorie de I'intégration,

la géométrie différentielle. Sa fonction { donne des indications sur la répartition des nombres premiers.

10



Lintégrabilité de f () sur [0, +oo [ résulte de I'application du théoréme d’intégration terme & terme sur [0,+o0o]| :

* fn est continue par morceaux et intégrable sur [0, +oo .
* Y fn converge simplement sur [0, +oo| vers f(t) continue par morceaux sur |0, +oo [, comme démontré plus haut.
¢ La série numérique . f0+°° | fr| converge puisque :

+00 +o00 e—t +00 1
f dr S[ _Zd[ —f e_tdt —
0 0 n 0 n

e—t

n? + t?

Non Intégrabilité sur R~

Elle résulte du critere de mmoratwn, toutes les f;, étant positives f () = fi(¢) = Cette derniere fonction n’est pas inté-

1+tZ

grable en —oo car lim_, 12 tZ = +oo (critere % f(t) via les croissances comparées)

CCP PSI 2022-2019-2017-2016-2012 (série de fonctions)

Inx
Ex19 Soit n = 2. Pour x > 0, on pose i (x) =

x"Inn
1) Domaine de convergence D de la série ) u,.

2) Convergence normale sur D? [Selon Années : Réponse donnée dans I'énoncé] .

%) On note R, (x) = ui(x); Montrez |R, (x)| < ln(n+1)

k n+l
4 ) Montrez que la somme S de cette série est continue sur D.

%) S est-elle intégrable sur D? [Selon Années : Réponse donnée dans I'énoncé] .

1) Attention a ne pas se tromper de variable! Le critére d’Alembert améne

_ x"1nn 1 Inn n—too 1
“lxr lInr+ D! x In(r+1) X

) Up+1(X)
Up(x)

Par suite la série }_ 1, (x) converge pour x > 1 et diverge pour 0 < x < 1. Pour x = 1, on ne peut conclure par cette regle, mais

c’est la série nulle!

Conclusion : le domaine de convergence (simple) de la série de fonctions }_ u, est| D = [ 1, +o0 [

1 1 1
2) On doit calculer (ou « évaluer » par majoration/minoration selon la difficulté) ” H =sup nr ’ — supH
x"Inn veDp ! x"Innl Inn yp x"
fn(x)
—-nlnx
[0 =+
X 1 elln +00
! —
fn(X) + 0 H Inx ” f( 1/n)_ 1 ln(el/n) i 1 1
fa(em x"Ilnn lnn " " Inn e  nlnne
fn(x)
0 0

Cette série de Bertrand diverge. Je rappelle que le critere n“u, tres efficace pour les séries de Bertrand, malheureusement,
ne « marche» pas pour les séries ). m Il faut donc revenir aux sommes partielles et effectuer une comparaison séries-
intégrales. On ne fait que la minoration ici.

sur [k k+1] :

k+1 dy
= f puis on somme les inégalités :

1
Par décroissance de x — >
xlnx kink xlnx

$ 1 “ k+1 - dy n+l 1/xdx n+1 oo
S, = —_— = = = [In( =In(l +1)=In(ln2) —/=, 4+
" — kink Z ﬁ xInx j; Inx [ n( le)]z n(In(n )) —In(In2) 0

Il n'y a donc pas de convergence normale de la série de fonctions }_ u, (x) sur D.

1/n

Remarque : En regardant attentivement le tableau de variations etle fait que e’’”* — 1, on en déduit que la série de fonctions
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Y u, converge normalement sur [ a,+oco[ avec a > 1 (je vous laisse y réfléchir, on a traité plusieurs fois ce genre de choses

en cours).
7)
> Inx 1o 1 »-(*1)\ 1 T
Yx>1, Ry(x)= ) - =lnx ) - < Inx ——— -
ka1 X<Ink ka1 X<Ink In(n+1) .57, x
3
,.(g Inx ﬁ_ 1 Inx 1 Inx f(;)\ 1
Inn+1) 1-1 Inr+1) x"1-x" Inn+l) x"(x-1 -~ Inn+l)

x
*(1) Ink=zlnn+lpourk=n+1

*(2) Formule de somme d’'une série géométrique car la raison vérifie 0 < % <1

* (3) Inégalité de convexité usuelle In(x) < x—1 et x—l,, <lcar x=1.

Remarque : La majoration est aussi valide pour x =1 carInx = 0.

+00

4) La continuité sur D = [1, +oo[ de S(x) = Z un(x) résulte de 'application du théoreme de continiuté d'une série de
n=2

fonctions :

¢ Chaque uy,(x) est clairement continue sur D.

1 n—-+oco
) [
n(x) In(n+1)

* La série de fonctions converge uniformément sur D car sup
xeD

Remarque : On n’'a pas eu besoin d’appliquer la convergence uniforme sur tout segment [a, b] < D.

%) Méthode 1: On ala continuité sur D = [ 1,400 . Reste a étudier I'intégrabilité en +oo :

> Inx Inx t= 1 Inx Inx
S = Z TH 1h2 X2

n=2

< — —_—=
x"Inn " In2 [Z xk  In2 (x%2-x)

Le critere de majoration s’applique car S(x) = 0. Lintégrabilité de la fonction de Bertrand x — Inx résulte du critere x* f):

x2
. Inx . Inx
hmxslz—zzlm—:Oavec%>l.

+00 X +oo /X

Méthode 2 : Je rappelle que les théoréemes d’intégration terme a terme donnent comme conclusion I'intégrabilité de la
fonction-somme (en plus du « terme d terme»). Vérifions-le sur D :

* u,(x) est continue par morceaux et intégrable sur D, pour 7 = 2 (Riemann).

¢ Lasérie de fonctions Y u, converge simplement sur D vers une fonctions continue par morceaux Q1 et Q4

e Lasérie ¥ ;" |un(x)|dx converge puisque une simple ipp donne (on « omet»le ) :

+oo 1 1 1 qtoo 1 too 1 1 1
Inx — =|In(x) - — dx =
—— x" -n+1x"1h -n+l1J; xxn! (n-1)2
u(x) ~~~
V' (x)

CCP PSI 2021-2019 (étude série de fonctions)
—nx

Ex 21 Pour x € R et n € N*, on pose u,(x) = (-1)"
1) Etudiez la convergence de }_ u,. On note S sa somme.
2) Montrez S continue sur R".

3 ) Montrez S C! surR**.
4) Calculez S

1) On distingue les cas suivants, usuels pour une exponentielle :

e x=0,lasérie) u,0) =3 # converge par le CSSA.

12



—nx N—+oo

e x> 0, la série }_ u,(x) converge par le critere n®u,(x) puisque |n2 Uy (x)| = ne 0 par positivité de x et

croissances comparées (Attention ! a ne pas se tromper de variables : dans cette question c’est n).

* x <0, par le « méme critere» lim nt einm = +00, donc la série }_ u,(x) diverge.
+o00o efnx
la somme S(x) = Z -n" a donc pour domaine de définition| DefS = R*
n=1 n

2) On applique le théoréme de continuité d'une série de fonctions :
* x — uy(x) est continue sur R*.

¢ On constate rapidement que sup ,ep+ |Un(x)| = %, iln'y a donc pas de convergence normale de la série de fonctions sur

1

—na . N CREN
¢~ = o(-3z) car a> 0 ce qui nous amenerait a la

n

R*. Par contre, avec [a,b] < |0,+o0[, on aurait sup .,y |ttn(x)| =
continuité de S sur R** . Ceci ne répond pas complétement a la question. IL va falloir utiliser la convergence uniforme
(non normale) de la série sur (tout segment de) R* toujours plus délicate 2 mettre en oeuvre.

On vérifie que pour tout x = 0, la série ) u,(x) vérifie le CSSA :

e X

. = 0 pour tout x, la série est bien alternée.

n
* |uy(x)| — 0. Immédiat, méme pour x = 0.

e n—e ™\ carx=0et % \\ aussi (attention a ne pas se tromper de variable et ne pas considérer la décrois-

e

nx 2 . .
décroit aussi pour tout x = 0.

sance par rapport a x!). Comme les deux termes sont positifs, |u, (x)| = m

e—nx
n

(on pouvait aussi dériver par rapport a n et vérifie la négativité).

Par suite, on applique la majoration usuelle du reste d'une série alternée vérifiant le CSSA :

+00 —kx —(n+1)x
> (-D¥ ¢ <L = sup
k=n+1 k n+1 xeR*

- 1
e (n+1)x 1 H— 400

Vx=0, 0

Rn(x)‘ =

R x‘ssu =
n(*) xeRB n+1 n+1

On en déduit la convergence uniforme de la suite de fonctions (R,) vers la fonction nulle soit la convergence uniforme

de la série de fonctions Y u,(x) sur R*.

¥ ) On applique le théoréme C' d’une série de fonctions :
o x— uy,(x) est Cl surR**.
* Lasérie Y uy,(x) converge simplement sur R** (Q1)

na gérie dont

e Pourtout x€ [a,b] cR**, On calcule u},(x) = (-1)"*'e™"¥, puis immédiatement sup ¢, ; |, (x)| = e~
le terme général converge puisque, par exemple, série géométrique de raison 0 < e"? < 1 car a > 0. On en déduit la
convergence normale donc uniforme sur tout segment de R**.

Par suite, La dérivation terme a terme amene :

Vx>o,s’(x)=+Zoo(—1)”+1e‘”xz—+f(—e—X)”=— L -
n=1 n=1 1+e™* l1+e ™~

4) Ladérivée est obtenue sur R™*, mais par continuité, le résultat sur S restera valable en 0. :

X +00 (_Drz X _(e—t)’
_ ! ——
Vx=0, S(x)—S(O)+f0 Snde ==} " +f0 lte?

X
dt =-In2+|-In(l+e )| =-In(l+e™ ™
n=1 0
Cette écriture suppose connu I'identité Y. * > % =1In2. Je rappelle I'identité usuelle du cours :
+00 (_ 1) n

Vxe]|-1,1[, )

n=1

x"=-In(1+x)

Cette égalité reste vraie en x = 1, par continuité en 1, mais ce résultat est un peu limite-cours. On peut procéder autrement

et dire que les primitives de S'(x) sont les —In(1 + e~¥) + cste et prouver que la constante est nulle par une étude de la limite
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en +oo mais cela nécessite d’utiliser le théoreme de limite qui est licite, convergence uniforme (et méme normale) montrée

sur [1,+00], donc limy— 400 S(x) = X1 limy— 400 % o

+00 ,—NnXx +00 —nx

Ex22 Etudiez lim ) € " et lim >

— = 2
x—0 =4 n? x—+oo =0 1+n

—nx
5 eton se place sur [ = [0,+00].

On pose f;(x) =

¢ Chaque f;; a une limite lorsque n — +oo qui est 0, sauf pour n =0, ol1 c’est 1.

* Ilyaconvergence uniforme sur I car convergence normale car sup | f,(x)| <
XeR*

5 qui estle terme général d'une série
n
de Riemann convergente.
+00 —nx —nx
Comme +oo est bien une borne de I, le théoreme s’applique et lim
: pplique et_lim Z ek Z

o1+ n2

On peut remarquer que la série n’est pas définie pour x < 0 (vous voyez pourquoi?). Par suite, la limite est x — 0... On pose
—nx

gn(x) = et on peut donc se placer a droite de 0, par exemple sur J = [0,1] .
¢ Chaque g, a pour limite #, lorsque x — 0

* Ily a convergence uniforme sur J car convergence normale car sup ¢ lgn ()] < #

+00 ,—hX +00 e ¥ e | ].[2
0 est bien une borne de J, le théoréme s’applique et hm Z = Z lim —- = —=—.
=1 N n=1%—0+ 1 =1 6

50 1
Ex 273 Onposef(x)—zl:m.

1) Déterminez le domaine de définition et de continuité de f.
2) Etudiez les variations de f

%) *Montrez flx) ~

1
Ti > A 1 —nx
o S (on pourra utiliser, aprés démo, STRo = 3e ).

0] ) Oetnzl, ~ sinh(nx)’
n pose, pour x # 0 et n fnX) sinh(nx)

1) On remarque tout de suite que f est impaire, ce qui permet d’étudier que dans R*, donc R**. Comme pour x > 0,
lim,,— 400 X =+ocoetque sinhu ~ ;100 %e“, il vient que :
1 2

—nx . 2 —
—————— ~j—too — =2¢ et limx“ 2e
sinh(nx) "7 enx

-0 carx>0

Des criteres d’équivalence et nuy,, pour une fonction positive au voisinage de +oo, il vient que la série Y. f;,(x) converge et

ce pour tout réel x > 0, ou encore la série de fonctions Y f,, converge simplement sur R** donc R* par imparité.

Conclusion :| Deff=R*

f est continue sur R* par imparité et application du théoréme de continuité d’une série de fonctions sur R** :
* f, est clairement continue sur R**

1
¢ Sur tout segment [ a, b] c ] 0, +oo [ , on peut écrire, comme la fonction x — ? est décroissante :
inh(nx

o= s

sup = ~2e‘"“=o(i) cara>0
xela.p) Sinh(nx)!  sinh(na) n?

De la convergence de cette série, on en déduit la convergence normale, donc uniforme sur tout segment de R**.
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2) Soit 0 < x < x’ < +oo. Par croissance de la fonction sinh, il vient sinh(nx) < sinh(nx'), puis m < m En sommant

toutes ces inégalités de n = 1 a +oo puisque les séries convergent, il vient :

+o0 +00o

=y =¥

s=1 sinh(nx’) = sinh(nx)

=fx)

f est donc décroissante sur R** et par imparité, sur R™* aussi.

Remarque : Inutile de perdre du temps a essayer d’appliquer le théoréme C! d’une série de fonctions.

%)
—nx

. e .
) car lim = lim e
X—+oco =X X—+00

1-n)x _

1
Vyn=2, — ~ 2e_”x:0+oo(e_x):0+oo( =0 carl-n<0

sinh(nx) x—+oco sinh x

N 1
On peut sommer une somme finie de « petit-o», donc on peut en déduire que Z 0( - )
—, sinh(nx) sinh x
faire une somme infinie. On a aucun théoréme dessus et de toute facon, on peut comprendre que cela peut étre faux. Pas de
+00 1 1
« tricherie» non plus du genre : « on passe a la limite». 11 faut donc le démontrer « a la main», soit Z _— 0+00(,—)
—, sinh(nx) sinh x

mais on ne peut

1

,cadque lim sinhx Z  Shn)
sinh(nx

Comme souvent, on va le démontrer en majorant / évaluant cette somme infinie. Comme —nx

~x—+o00 2€ ™, il est normal

1
sinh(nx)
. .. ye . . 1 — . s o s ..
de supposer que dans un certain voisinage de I'infini (pour x assez grand), on ait Smho < 3¢ "X mais, a priori, ce voisinage
dépend de la fonction donc de n. Montrons qu’on peut prendre un voisinage qui ne dépend pas de n :
1 2

= <37 e 2<3-3e M = < 2
sinh(nx) e"*—e X

x = 1 convient puisqu’alors e >"* < e 2" <2 ~0.13< + Ensulte on écrit, pour x = 1:

+00 : +00 +00 —2Xx X ,—2Xx —-X
sinh x . _ . _ . e 3ete e X—+00
<) ————=3sinhx ) e " <3sinhx ) (e*)"=3sinhx ~ = 0
=y sinh(nx) o} oo l-e Xx—+o0 2x1 2

1s 2 P . fpe p
On a utilisé la formule sur la somme d’une série géométrique Z;Z‘;, r' ==, pour|r|<1.

Mines-Ponts PSI 2021 (dilogarithme) ¥

Ex 24
+00 1

Soit f: x — Z ( (%)n ) Déterminez le domaine de définition D de f puis calculez f(x) pour x € D.

1) Onpose y = =% (hyperbole équilatere). Une bréve étude établit |y| <1 ssi x < %
e Si|x|<1let|yl<1,cequiéquivauta-1<x % la série converge (par somme de 2 séries convergentes par d’Alembert)
e Six<-1,y" — 0et x*" — +o0, puis o~ (x + ") — +00+0 = +00, la série diverge grossierement.

* Si} <x<1, cas similaire, 74 (x*" + yZ”) — 0+00 = +00, , la série diverge grossiérement

¢ Six>1, x" — +o00, y > 1donc y" — +o0, la série diverge grossierement

1
Conclusion:| D= Deff = | _15]

Remarques

* Lafonction (série entiere) Y727 2~ 2 fait partie du cours (sur les séries entiéres, en janvier / février) et on sait qu’elle est

égale au logarithme, plus précisément a —In(1 — x), pour xe [ -1,1].

* Lafonction Y% xz , elle, n’est pas au programme, mais pour info elle s’appelle dllogarlthme et se note Liy, définie sur
[-1,1].Ainsi f(x) = Lip(x) + Li>(1=%). Plus généralement, les fonctions Yoo X W s’appellent polylogarithmes. Juste

pour info, on a, par exemple, la propriété Li, (x) + Lix(—x) = %Lig(xz)
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2) Lidée, usuelle par ailleurs, est de dériver. On applique le théoréeme C! a la série de fonctions ¥,,=; f,,(x) avec f,,(x) = %5
sur J= | —1,1[ (lafonction dilogarithme donc ). C’est plus simple que de 'appliquer a f(x).

¢ Les fonctions f;, sont clairement ClsurD (x#1)

¢ La série converge simplement sur D (question précédente)

* On calcule f),(x) = +x""1. ¥ f} converge normalement sur tout [a,b] = | —1,1[ . C’est du cours sur les séries entiéres

et de toute facon c’est immédiat pour un 3/2. Je ne détaille pas.

t*1 ., -In(l-x
Le théoréme s’applique, on peut dériver terme a terme, et on a donc Liy (x) = Z e —
X

Commeye | —1,1] ssix< %, on en déduit, par sommation/composition, que f est dérivable sur D = |-1, % [ et
“In(-» -1 -In(1-%) In(-x

(1-x)? = C1-x

flx) =

11 suit donc, sur ﬁ, fx) = —%lnz(l — x) + C (une constante car un intervalle). f(0) = 0 ameéne C = 0, puis par continuité (je

vous laisse I'établir...), le résultat s'étenda D= [ 1,3 ] .

+00 1
Ex2% Fonction { de Riemann'On définit cette fonction par {(x) = )_ =
n=1
1) $Donnez le domaine de définition de {.
2) Etudiez la monotonie de ¢, puis établir xliIP ((x)=1 lini ((x)=
—+00 X—

?) % Donnez un équivalentde {,en 1.

+0o0
On définit la fonction « dzeta» de Riemann! par {(x) = —-
n=1"7
1) Comme la série de Riemann ¥, - converge ssi x > 1, il suit Def¢ = ] 1, +oo] .

2) Soit 1 < x < x'. par croissance de x — n*, il suit que —7 < 7% . Puis par sommation infinie, puisque les séries convergent,
il vient que {(x) = {(x). La fonction { est donc decr01ssante sur ] 1,+00| . Par théoréme de la limite monotone, on sait déja
que nécessairement ¢ aura une limite finie ou infinie aussi bien en 1 qu’en +co. Comme clairement {(x) = 0, { est minorée,

par conséquent { a une limite finie lorsque x — +o0. On ne peut toutefois pas en déduire la valeur de sa limite.

Nous allons démontrer que { admet pour limite 1 en +oo par le théoreme d’intervertion d’'une limite d’'une somme :
¢ Chaque fonction f;,(x) = % = ¢~ *I"" admet une limite nulle lorsque x — +oco mais Attention ! pourInn > 0, soit n = 2.
Pourn=1, %:1—»1!!

* La série de fonctions ) f;,, converge normalement, donc uniformément sur [2, +00 [ (dont +o0 est une borne) car, par

décroissance de x — F : )—) pot série de Riemann convergente.
xE[Z +oo[
+00 +00
Par conséquent on peut écrire_lim {(x)= lim Z lim —=1+) 0=1.
X—+00 =0 nx = X oo n* oo

On ne peut appliquer ce méme théoréme pour x — 1, car en fait il n'y a pas de convergence uniforme de cette série de
fonctions sur |1,a] (dont 1 est une borne; lisez remarque plus bas). Par contre, on sait que la limite existe, finie ou infinie,

comme signalé plus haut. On la note ¢ € R. Par positivité des %, on peut minorer :

too ] N 1
X) = = _—
‘0 :;1 n* ;12::1 n*

Comme les deux membres admettent une limite lorsque x — 1, on peut passer a la limite, d'ou ¢ = leyzl % Cette inégalité

étant vraie pour tout entier N et comme Z + — +00, lorsque N — +00, on en déduit ¢ = +oo.

1. Bernhard Riemann : mathématicien allemand de génie (1826-1866). Travaux fondamentaux sur les fonctions analytiques, la théorie de I'intégration,

la géométrie différentielle. Sa fonction { donne des indications sur la répartition des nombres premiers.
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Remarque : On peut déduire de cette démonstration qu’il n'y a pas de convergence uniforme de }_ # sur un intervalle du
type |1,a] . Raisonnement par I'absurde : Si il y a convergence uniforme de Z sur |1,a], comme les ix ont une limite
en 1 qui est , de l'application du théoréme d’interversion d’'une limite d'une somme, on en déduit (c’est dans le théoréme,

relisez-le!) que la série ¥ 4 -, converge. Absurde.

% ) Pourrépondre a cette question, on va utiliser la comparaison d’aires série-intégrale. Attention! car il va y avoir 3 variables.
+1
On considere la fonction t — % qui est décroissante (pour x > 1) d’oi1 I " d’ < =5 nx < J,- 1 ﬂ' On peut sommer jussqu’a

I'infini puisque ces séries et integrales convergent (Riemann). Il suit :

+oo +00 qr +00 +0o qr
= — <{(0)= —<1+ =1+ — =1+
1 fl‘ t* ¢@) Z Z«/t;ltx j; *

n=117

1 j—
1-x

1
(x=1)¢*1

+o0o 1
(x—l)tx‘l]l 1-x

1
par encadrement, on en déduit { (x) ~ —

1
On constate qu’a gauche comme a droite I'équivalent en 1 est = 1o
X

Centrale PSI 2018 (série de fonctions) ¥

+00 1

Ex 26 Soit D =R\ Z. Pour tout x € D, on pose f(x) = Z )2 +)
— 55

n=1

(n+x)2

1) Montrez que f est correctement définie sur D, contmue et 1 perlodlque

2
2 ) Montrez que la fonction g: x — f(x) — preym ) est prolongeable par continuité sur R.
% ) Calculez la somme de la série de terme general . Indication : on pourra d’abord établir g(5) + g( x“) =

4g(x)

1

1) Lhypotheése x € R\ Z amene que les fractions . —, —L_ sont bien définies. La convergence des 2 séries est
X (n—x) (n+x)

immeédiate, par équivalence a ;. Il faut et il suffit de démontrer G(x) = Y continue, puisque f(x) = x—12 + G(—x) +

(n+x)2
G(x). On utilise le théoreme adequat, en se rappelant que R\ Z = gz ] k,k+1 [ :
° R S i
X= Gz continue sur D.

* Convergence normale donc uniforme sur tout [a,b| c |k, k+1[ (avec k € Z fixé) car:
[zl s 1 ~32
(x+m)?llec ™ (min((a+n)% (b+n)?) n?

Attention! pour k <0, |k| > |k +1|

1 +00 1 +00 1 1 +00 1 +00 1
1= =
fla+D (x+1)? i ,,; (n—x-1)? +,;1 n+x+1)? (x+1)2 +n;0 (n—x)? +,ZZ::2 (n+ x)?
—;+i+§O ! +§O ! = f(x) donc f 1-périodique
S x+D?2 X2 A m-x? 4 (n+x)? x+1)2 P q

2) Par 1-périodicité de g (sin®(nx) I'est), il faut et il suffit d’établir que g se prolonge par continuité en 0, cad que g admet une
limite finie en 0. On peut aussi remarquer que G(—x) + G(x) = n X = x)2 + ):n 1 (n+ T2 ——est continue en 0 (démo quasiment

identique a la question précédente, x = 0 n'annulant pas le dénominateur ici). On termine avec :

133 42 _ 2.2 A 4
1 72 sinf(rxn)-ntx? | (@x— gt +o(xh)? -ntx®  ~Text+o(x?) n?

x2 sinz(nx) x2sin? (7 x) x2sin? (7 x) x2sin®(rx) x—0 3

%) On a, par la question précédente et la continuité de G :

1 7.[2 7'[2 7[2 +oo
hm gx) = lm - - ——— hm G(—x)+G(x) = Y +2G(0)=—? +2

2~0, x2  sin?(mx) x—0 a1 n?
On laisse le soin au lecteur de démontrer, petite exercice de sommation et changement d’indices (on applique aussi sin(2x) =
2sincos x), g(5) + g(xT“) =4g(x). Ensuite, il faut « comprendre» que cette égalité est « impossible» ... impossible sauf pour la

solution nulle. Je vous laisse d’abord y réfléchir (démo sur la page suivante). On en déduit donc, par continuité de gen 0 :

7.[2 +00o 1 +00 1 T
0= li(r)n gx)=—>-+2 Z - = Z = 5 [ = ((2)] pour info aux éleves « ambitieux »
= n
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Remarque : Vous avez donc ici une démo du calcul de cette somme qu’on a utilisé plusieurs fois et qu'on n’avait pas encore

démontré en cours, me semble-t-il.
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|g| est continue sur [0,1] qui est un segment, elle y est donc bornée par M et cette borne est atteinte M = |g(xo)| =

sup(o 1 |g(x)|. D’autre part, par 1-périodicité, c’est aussi la borne sur R. On écrit alors I'égalité vue plus haut en xo :

[s(5) ol *5) [ =m

Nécessairement, I'un (au moins) des deux dépasse strictement M en valeur absolue (je vous laisse y réfléchir), d’ou absurde

(saufsi M =0). Si M =0, g estidentiquement nulle.

= 1
Ex 30 On pose f(x) =) = (cosx)" sin(nx)
l n
1) Montrez que f est définie sur R et de période 7.

2) Etablir que f est de classe Clsur]o,z[=1

%) Calculez f sur I. Continuité de fenO etz ?

1) Montrez f est définie sur R est exactement la méme chose que démontrer la convergence simple de la série de fonctions

Y. fn sur R et exactement la m. chose que démontrer la cvgce de la série numérique Y f,,(x), pour tout parametre x e R :

N 1 .
* Pourx # km, k€ Z, |cosx|<1,dou|f,(x)| < —|cos” x| < |cos” x|, la convergence absolue, donc convergence, résultant
n

de la majoration par une série géométrique convergente.
e Pour x =k, f,,(x) =0, donc la série nulle }_ f;,(x) converge

[ estde période 7 puisque, pour tout x réel :

+00 oo
fx+m=) z(cos(x+n))”sin(nx+mr) =y %(—cos(x))" (-1)"sin(nx) = f(x)
n=1 n=1

2) festdeclasse C! sur 0,7 = I par application du théoréme C ! @’une série de fonctions :

* fu estimmeédiatement de classe C' sur | 0,7
* Y fn converge simplement sur | 0,7 [, puisque sur R établi a la question précédente.

* ¥ f} converge normalement donc uniformément sur tout segment [a,b| < |0,7[ puisque:
/ 1 n—1 : : n n—1 : : n
fn= —(n cos” "~ x(—sinx)sin(nx) +cos xncos(nx)) =-—cos" xsinxsin(nx) +cos” xcos(nx)
n
puis, en utilisant la décroissance de | cos| sur [0,7/2] et croissance sur [7/2,7] :

|n—1

Vx€elabl |f,)] < [cosx|" ! +|cosx|” smax(lcosa ,IcosbI”_l) +max(|cosa|",|cosb|")

La convergence des séries géométriques est assurée par 0 < a, b < 7 puis |cos al,|cos b| < 1
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%) Laquestion précédente autorise la dérivation terme a terme sur I :

+00
Y —cos" ! xsinxsin(nx) +cos” xcos(nx) = Y cos"! x( —sinxsin(nx) + cosxcos(nx))
n=1 =

'

+00
_ n—-1 i(n+l)xy _ n-1 i(n+1)x
cos” " xcos((n+1)x cos” ' x Re(e = Re(cos" " xe
Z (n+1)x) = Z ( )= ) Re( )

=1 n=1
réel
+00 +o0
=Re Y cos" ! x (e = %e( 253" (cosx )" 1)
n=1 n=1
1 . i . .
,L)\% 2ix 1 ) (ez”‘(l—cosxe ”‘)) ( e*'* —cosx ')
= ele —_— = - = "
1—cosx ei* |1 —cosx ei¥|2 (1 - cos? x)2 + (- cos xsin x)?
2cos?x—1—-cos?x cos?x—1
- ]

1+cos?x(—2+cos? x+sin?x) 1-cos?x

On reconnait en (1) une série géométrique convergente puisque sa raison vérifie |cos x e'*| = |cosx| < 1, car x € ] 0,7 [ .

Pour terminer, I étant un intervalle, il vient f(x) = —x + k, puis comme f(n/2) =0,| f(x) = = —

Commeona f(0) = f(n) =0,limg f =7/2,lim; f = —-n/2, f n'est pas continue en 0 et 7.

(o]

1
Ex 74 ¥ Montrez f =)y ——
0 1—t/2 0 (n+1)2”

1 1 (1) 1 +oo0 [” (2) +00 [” +00 tn+1 1 +00 1
| = D e i P T e
o 1 24 = J = lm+12rlo” 2 (n+1)2
fn(t)
1 +00
* (1) Onutilise le développement en série (série entiére en fait) T-4° Z 1" valide pour |u| < 1. On peut I'appliquer
- n=0
s 0< r_ 1
ici puisque 0 < — < —
puisq 555

* (2) On peut effectuer une intégration terme a terme en appliquant le théoréeme :
* Les f, sont intégrables sur [0,1] car continues sur le segment [0,1]

 Lasérie de fonctions ) f;, converge simplement (« vers» —-) car c’est son développement en série!

1- t/2

1 tfl+l 1 1
¢ La série de terme général f t )dt = [ ] = converge, par exemple, par la regle de d’Alem-
& 0 Ial) m+D27lo " (n+1)27 g&p pie b &
u n2"1 1 o 1
bet| n+1 1 n—+oo 2.
(n+ 1)2n 2 2
Remarques

* Le 2¢ théoréme d’intégration terme a terme s’appliquait ici aussi puisque c’est un segment et que la série de fonctions

1 . .
= —, série geometrique conver-

Y fn continues converge uniformément car normalement sur [0,1] car sup on

te(0,1]

2]1
gente.

¢ La somme de la série se calcule puisqu’on aura reconnu 2x le terme général de la série —In(1 — x) en x = 3, soit vaut

1
2
-2In(1-3)=2In2

* Lintégrale se calculait immédiatement par primitivation : —2In(1 - %) et on pouvait donc démontrer ce résultat sans

I'intégration terme a terme. .. Vous voyez comment?
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1 00 (= 1)n+1

Ex %% Montrez
0 ; @2n+1)2%°
lng m Int @ 1 +00

f ——dt f 5dt’ f lntZ( D= Y (D" Intdt

o 1+¢ [01[ 1+t 0 n:oT"
@) 400 p1 (4) oo -1
= D" Inrdt = = S

ng’() 0 ;0 (2n+1)2

(1) Cette «astuce», d’utiliser [0,1[, sert pour la question suivante. A retenir, pour les éleves « ambitieux ».
*(2) On utilise le développement en série de —— CFw +u = Z+ (=D)"u" qui, attention!, n’est valable que sur ] -1,1 [
* (3) Lintégration terme a terme résulte de I'application du théoréme sur ] 0,1 [ (on peut ouvrir) :
* Les f, sont bien continues et intégrables sur ]0, 1] (se prolongement par continuité en 0 de f;, : limg t>"Int = 0).
» Convergence simple de la série de fonctions }_ f;,(#) : évidemment puisque provient d'un développement en sé-

rie!l. Etla limite (cad la somme), est bien continue par morceaux sur ]0,1[, puisque c’est Int

1+12
1 1-;£n+1 1
e Lasérie numériquez f | | converge puisque, apreés une ipp avec u’' = t?" v=Int u = Tt v = P :
0 n
1 [2n+l 2n 2n+1 71
t 1 t 1 1
f |fn(f)|dt:f 2”lntdt—— ] f = ~—
0 2n+1 T on+l|2n+1 o (@n+1)?% 4n?

* (4) Intégrale déja calculée au (3)

CCP PSI 2023 € -2018 (développement en série d’une intégrale)

Ex78

+o° cost
1) Montrez la convergence de I =
0

1+e! dz.

+00 =1l n-1
2) Montrezque I = )_ E0 &

2
=1 l+n

1) Lafonction f(¢) =

ost .
vérifie :
ol

* f continuesur [0,+oo[ car 1 = e’ ne s’y annule pas.

J | f (t)| <3 je, +oo € 1. Le critére de majoration et d’équivalent des fonctions positives ainsi que le critere t%f(r) :
lim, o, t? f(£) = 0 permet de conclure a I intégrabilité de f en +oo.

f est donc intégrable sur [0, +oo [, il suit 'intégrale I converge absolument donc converge.

1) (2) 3)

2 +oo cost o "cost . e lcost | . +oo
) I:f f = - = e 'cost Z (-D)"e ™ dr
o 1+ e‘ e tt1 10,4+00] € 1+1 10,+o00[ n=0
+00 400 4 N (5) +oo N
- X cvreosrethra ’“f lim Y fu(0dt = lim > falodr
0 e ﬂ+oon:1 N—+o00 Jo n=1
fn(f)
(6) +o0 (7) +00 +00 n-1
- n —(n+1)¢ -D"(n+1) -D""'n
=" lim ndr = 1)"coste dt = e —
N—+o00 Z f”() Z =D ; (m+12+1 = n2+l

(1) Cette astuce est obligatoire en anticipant le développement du (3) : ona e™! < 1 mais pas e’ < 1.
* (2) Jerappelle qu'a partir du moment ol une intégrale existe (ou converge), on a f[ anf = f] ab [~ Cette astuce est

aussi en anticipant le développement du (3) our il faut —1 < e~ ! < 1 ce qui impose ¢ # 0.
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+o0
= Z (=1)"u" valide pour |u| < 1. On a bien |e~f| < 1, pour
n=0

*(3) On utilise le développement ensérie entiere ] !
te ] 0, +o00 [
*(4) Le théoréeme usuel d’intégration terme a terme ne « marche » pas bien : il est difficile de démontrer que la série
Y. J;1fx! converge. On va donc utiliser le théoréme de convergence dominée de Lebesgue®.
*(5) Lethéoreme de Lebesgue s’applique car :
* On a bien la convergence simple de ij:l fn(1), pour tout 7 € |0,+00| (lorsque N — +00), puisque cette série
converge puisqu’elle vient d'un développement en série!
* Domination :

1-— (_1)N+le—(N+1)l‘ - e—t x (1+1)
1-(—e™9 T 1+et

2 (1)
p =@

N
Y (-D"cost e_(”“)t’ =|cos tle_t’
n=0

¢ est bien intégrable sur ] 0, +oo [ en vertu du critere ¢ f(¢).
* (6) On peuticiintervertir I'intégration et la somme car la somme est finie.

* (7) Cecirésulte du calcul de I'intégrale :

+00 +00 . +00o
f cost e gy =f Re (e'He "D dr =/
0 0

+00 .
plli=(n+1)) dt)
0

Re (/i) = %e(f

0
et(i—(n+1))

A - i+ (n+1) 1
i—(n+1)]0):%e(i—(n+1)): e((ln++;l):+1):(nf;2+1

= SRe( lim [
A—+o0
La limite de la fonction complexe e~("*1) lorsque A — +oo vaurt bien 0 car en passant au module, on obtient

|eA(i—(n+1)) | — e—(n+1)A.

CCP PSI 2019-2018 (calcul intégrale par développement en série) §

+too 2 oo
Ex40 Montrez que J = f dx existe et vaut Z —.
o e*-1 e W/
2 2

dx résulte de I'intégrabilité de g(x) =

sur R™ car:
e*—1 e*—1

+00
Lexistence de l'intégrale J = f
0
e gest continuesur |0,+oo|.
b
e Etudeent=0: |g(x)| ~o — = x. la fonction g se prolonge en une fonction continue sur [0,1].
x

* Etudeent = +oo: Le critere r“g(t) avec a = 2 > 1 ameéne l'intégrabilité sur [ 1,+oo| car xliIP xg(x) = xlirP xte ™ =0.
—+00 —+00

11 faut développer en série I'intégrande, en utilisant un développement en série entiére usuel. C’est vite trouvé sauf qu’ily a

un piege...
On ae® > 1 et le développement ﬁ = ;‘:(’J u nécessite |u| < 1. Lastuce est de mettre en facteur « le plus fort », soit e*.
+00 x2 +00 x2 e—x x2 e—x B +00 B
f . dxzf _xdxzf —_xdxzf et Y e ™ dx
o e‘-1 o l-e Jo+co| 1-e Jo,+o0 =0
+00 1) 400
:f e g Y (2o Dx gy
Joroo| nzo n=0J]0,+00
fn(x)
(i) io 2 ~ +00 9
S A2 m+y3 And

* (1) Lapplication du théoréeme d’intégration terme a terme résulte de

* f, estintégrable sur R* car continue et o(é en+oocarn+1>0.

2. Henri-Léon Lebesgue : mathématicien francais (1875-1941). Reconnu pour sa théorie de I'intégration initiée dans sa these de 1902 « Intégrale, lon-

gueur, aire».
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- . . . 2
e La série de fonctions ¥. f, converge simplement sur ] 0, +oco [ évidemment vers prm|
+00
* Lasérie Zf ‘xz e (X
0

* (2) On pourrait effectuer deux ipp mais il est plus rapide de dire que I'on sait qu'une primitive de f;,(x)

converge car série de Riemann }_ %, voir en dessous

— 2e-(n+D)

est de la forme (a,x% + b, x + cy)e” ™ :

((@n2® + by + cn)e‘(’””x)' = "X (= (n4 Dy 2 + (= (04 Dby +2a,)x+ (= (n+ ey + by) )

-1
_ an =

-n+a, = 1 n nl
— —(n+1)b,+2a, = 0 < b, = W
—(n+1cy,+b, = 0 cp = ——
(n+1)3
—+

Puis eroo x2e—(n+1)xdx =1( -1 X+ —2 X+ —2 )e—(n+l)x * — 2
0 n+1 (n+1)27 (n+1)3 0 (n+1)3
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