Classe de PS]

Feuille
d’Exercices 0

Suites et Séries de fonctions

Suites de Foncrions
Convergence Uniforme : La suite de fonctions (f;;,) converge uniformément vers f sur I ssi

les fonctions f,, — f sont bornées sur I et sup ‘ fnlx) - f(x)‘ nTE L.
xel

Théoreme de Continuité : Soient des fonctions définies sur un intervalle I f,,: I <R — R ou C telles que :

* Les f,, sont continues sur I.
* La suite de fonctions (f;) converge uniformément sur tout segment [a,b| < I vers f.
Alors f est continue sur I.

Ex1 Etudier la convergence simple et uniforme sur I'intervalle indiqué des suites de fonctions suivantes
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CCP PSI 2016 (suite de fonctions) & #3 on
Ex 2 Montrez que la suite de fonctions définies sur [0,1] par f;,(0) =0 et, pour x >0, f,,(x) = x (sin %) converge

simplement mais pas uniformément vers une fonction f que 'on précisera.

n 2,2
Ex% Y0npose f,(x)= —e .
pose f VE
1) Etudiez la convergence simple de la suite de fonctions (f,).
2) Démontrez la convergence uniforme sur les intervalles | —co,—a] et [a,+oo| pour a > 0. La suite (f;)

converge t-elle uniformément sur ] 0, +oo [ . (Indication : on pourra considérer fn(%).
0,11 — R

Ex4 &5 Soit fe €'([0,1],R), neN* et f,: f( .
X — X

x(l—x)) .
n

1) Montrez que f, est correctement définie.
2) Ftudiez la convergence simple et uniforme de la suite de fonctions (f;,).
Mines-Ponts PSI 2015-2012 (suite de fonctions) ¥ #3
Ex 2 Soit (fy) la suite de fonctions définie sr R* par fy: t — 0 et,pour n€N, fr1:t— \/t+ f(0).
1) Montrez que (f,;) converge simplement vers une fonction f que 'on précisera.
2) Lasuite (f;) est-elle uniformément convergente?
%) Prouvez l'inégalité : VneN,V£>0, |fr1(0)—f(0)|= % Que peut-on en déduire sur (f},)?

CCINP PSI 2022 | TPE PC 2016 (suite de fonctions) #>
Ex 6 Soienta eR, neN* et f,,: x e R* — x(1+ n%e™"¥).

1) Montrez que (f;;) converge simplement vers une fonction f a préciser.

2) Pour quelles valeurs de « a-t-on convergence uniforme sur R, ?

%) Calculer lim,, ..o ) x(1+ 7 e ™) dx.
Mines-Ponts PSI 2016 (série de fonctions) #> .
Ex7 Soit, pour neNet x € [0,1], f(x) =3"(x* —x

1) Etudier la convergence de (f,) sur [0, 1].
1

1
2 ) Comparer nl_lgloo j(; fn(x)dx et j(; nlirPoo fn(x)dx

2n+1

).



X-ESPCI PC 2016 (suite de fonctions) ¥ ]
Ex8 Soit fp: x € R— sin(x) et, pour n €N, f;+1: x € R— sin(f;(x)). Etudier convergence simple, uniforme de

(fn)-

Etude des différents Modes de convergence des Séries de Foncrtions

Convergence normale :

Y u,(x) converge normalement sur [ ssiles u, bornées et la série numérique positive Z sup | un(x)| converge.
n xel

Convergence uniforme : ) u,(x) converge uniformément sur I ssi elle converge simplement et la suite de
+00

fonctions des restes (R, (x)) converge uniformément vers la fonction nulle sur I, sup Z U (x) | — 0
Xel * k=n+1 T
CSSA (Critere Spécial des Séries alternées) : Soit Y (—1)"u,, une série alternée telle que
e Lasuite |up| décroit
e La suite a une limite nulle : lim u, = 0, ce qui équivaut a lim |u,| =0
+00
Alors la série Y (-1)"u, converge. De plus, le reste de la série vérifie: |R,| =| ) (—l)kuk| < |up+1]
k=n+1
Ex 9 Etudiezla convergence simple et normale des séries de fonctions suivantes
n2a? xe ¥ x" + X (-n"
xe R _— arctan——— R R #4
)y ,;2 Inn )y 1+ nx2n ,;1 n? + x2 ,;1 x2+n
TPE PSI 2006 (Etude de modes de convergence d'une série de fonctions) £
Ex10 On consideére la suite de fonctions u;,,(x) = x"*!In x définies sur ] 0,1 ] et prolongées en 0 par u,(0) = 0.
Etudiez la convergence simple et uniforme des séries Z Up(x) et Y =0 (1" uy(x)
n=0
CCP PSI 2007 X
Ex11 Etude des différents modes de convergence de la série de terme général définie par f,(x) = —— sur
n

[0,+c0]|. Lasommeest-elle continue 2

Mines-Telecom PSI 2022 | CCP PSI 2019 (convergence série de fonctions) %
Ex12

1) Montrez pour tout £ € [ — 3,3 |, |In(1+ 1) — t| =27

-1"x
2) Etudiez la convergence simple et uniforme sur R de la série de fonctions ) In (1 + %)
n(l+x
CCEM PSI 2015 (convergence de série de fonctions)) x
Ex13% Etudiez convergence normale et uniforme sur R* de ) ——.
= X%+ n?

Ex14 #3 Soit) (-1)"g, une série d’applications de I c R dans R tq V x € I, la suite (g,(x)) est décroissante et la

suite (g;,) converge unifomément vers 0 sur I. Montrez la série converge uniformément sur 1.

. P . -_— 2 52
Ex15 X2, Montrezlanon convergence uniforme de la série de fonctions Y xe” ™ surR*.

n=0

Centrale PSI 2021 &3 (con(u_elganﬁe uniforme série de fonctions) ¥ 9
Ex16 Soit f,(x) = Ty pour n € N* et tout x € R.
n X

1) Montrez Y. f,, converge simplement sur R*.

2) Montrez ¥, f, converge uniformément sur [0,a] pour tout a = 0.

%) Montrez 0 < (-1)" ZZ:O (-Dka; < a, pour tout n € N, sachant a, =0et a, /.
4) Montrez Y. f,, converge uniformément sur R*.

Etude de Fonction-Somme de Séries de FoncTions




Théoréme de Continuité : Soit S(x) = Y% u,(x) vérifiant
* u, est continue sur J.

e Lasérie de fonctions ¥ u,, converge uniformément sur sur tout segment [a,b] < J
Alors S(x) est continue et définiesur J en particulier V x € ], la série ) u,(x) converge.

Théoréme de Dérivabilité / C' (Dérivation terme a terme) : Soit S(x) = ¥}% ux(x) vérifiant
e u, estde classeC' sur J.
¢ La série de fonctions Y u,, converge simplement sur |

e Lasérie de fonctions ¥ u, converge uniformément sur tout segment [a,b| < J
+00 / +00

Alors S est de classe C' sur ] et on peut dériver terme i terme  S'(x) = ( P (x)) =) upx).
n=0 n=0

Théoreme de limite : Soient a une borne de I finie ou infinie et S(x) = Y% u,(x) définie sur I vérifiant
¢ Chaque fonction u,, admet une limite ¢, en a.

e La série de fonctions ) u,, converge umformement sur
+00

+00
Alors la série ()_ ¢,,) est convergente et )16111}1 S(x) = Z 4y, ( c’est-a-dire )lclirtll nZ::O Up(x) = 71;0 )1611131 un(x))

cos(nx)
Z ———— est définie et continue sur R.

Ex17 &Montrez que f(x) = 372
n

n=1

+00 e—t
Ex18 #; $Montrezque f(1)= ) —3 g2 estnon intégrable sur R~ mais intégrable sur R* .
n=1"7

CCP PSI 2022-2019-2017-2016-2012 (série de fonctions) @
Ex19 Soit n = 2. Pour x > 0, on pose uy(x) =

x"Inn
1) Domaine de convergence D de la série }_ u,,.

2) Convergence normale sur D? [Selon Années : Réponse donnée dans I'énoncé] .
%) Onnote R, (x) = k n+1
4) Montrez que la somme S de cette série est continue sur D.

ur(x); Montrez |R;, (x)| < ln(n+1)

% ) Sest-elle intégrable sur D? [Selon Années : Réponse donnée dans I'énoncé| .

CCINP PSI 2022 (série de fonctions) ¥ +co

cos(nx)
Ex 20 Soit la foncti X — —
oit la fonction f: x nX::1 212

1) Montrez que f est bien définie sur R.
2) Montrez que f est C! surR.

CCP PSI2021-2019 (étude série de fonctions) £ e nx
Ex 21 Pour x e Ret n € N*, on pose uy(x) = (- 1)"

1) Etudiez la convergence de }_ u,. On note S sa somme.
2 ) Montrez S continue sur R*.

3 ) Montrez S C! sur R**.

4) Calculez S

+00 ,—nx +00 e—nx

Ex22 4#; YFEtudiezlim ) ¢ et lim >

— - 2
x—0 = n? x—too s = 1+ n

X 1

Ex2% #5 Onpose f(x):z

T~ sinh(nx)’
1) Déterminez le domaine de définition et de continuité de f.

2) Etudiez les variations de f

3) ¥Montrez (X)) ~400 ﬁ (on pourra utiliser, aprés démo, Wl(nx) <3e N,

Mines-Ponts PSI 2021 (dilogarithme) ¥ #3
Ex 24

+00 1 —x \n
Soit f:x — Z po (xn + (:) ) Déterminez le domaine de définition D de f puis calculez f(x) pour x € D.
n=1




+0o
1
Ex2% #9 Fonction { de Riemann 'On définit cette fonction par { (x) = E —.
- n

1) ¥Donnez le domaine de définition de {.

2) Ftudiez la monotonie de ¢, puis établir xliIP ((x)=1 lin% {(x) = +oc0
— 400 X—
3) * Donnez un équivalentde {,en 1.

Centrale PSI 2018 (série de fonctions) ¥ #3 +o0 1 +o0 1

Ex 26 Soit D =R\ Z. Pour tout x € D, =+ + .
oi our tout x on pose f(x) 5 2z TEESE n;l 102

1) Montrez que f est correctement définie sur D, continue et 1-périodique.
2

7
2 ) Montrez que la fonction g: x — f(x) - T est prolongeable par continuité sur R.
sin“ (mwx

% ) Calculez la somme de la série de terme general . Indication : on pourra d’abord établir g(3) + g(xgl) =4g(x)

CCP PC 2014 (fonction { de Riemann) ¥ +00 g t00
Ex 27 Calculer les limites suivantes lim Z T et lim Z —_—
X—0 “— x—+00 =, nx+l
CCP PSI 2017-2015 (étude série de fonctions) X"
Ex 28 Pour tout n € N* et x € [0, +00 [, on pose f,(x) = P [en 2015 x quelconque] .
n X

1) Etudiez la convergence simple de (f3,).
2) Déterminez lalimite de fol fn(x)dx, lorsque n — +o0.

%) Déterminez le domaine de définition de S(x) = Z [n(x).

4) Trouvez une relation entre S(x) et S(1/x), pour x _> 0.
7 ) Etudiezla continuité de S sur son domaine de définition.

6) Déterminez lalimite de S(x) quand x — +oo.

Mines-Ponts PSI 2021 (équinglent serle de fonctions)
Ex29  Soitf:x— Y e ™,

n=0
1) Déterminez le domaine de définition puis étudiez la continuité de f.

2) Montrez f admet une limite finie en +oco que 'on déterminera.
% ) Exhibez un équivalent simple de f en 0.

[e.e]

1
Ex%0 #5 Onpose f(x) = Z - (cos x)"sin(nx)
1
1) Montrez que f est définie sur R et de période 7.

2) Etablir que f est de classe C! sur ]0,[= I
%) Calculez f sur I. Continuité de fen0O et 7 ?

+o0o —nx
Ex31 Onpose f(x)= ) —5.
n=1 N

1) ¥Montrez Deff =R*.
2) Montrez f continue sur R* et C? sur R**. Calculez f” et en déduire f’ sur R™*.

%) Montrez que f est non dérivable en 0.

X
4) Montrez, pour tout xeR, f(x) = f(0) +f In(1-e ")dt.
0

Mines-Ponts PSI 2018 (deval&p;eerizfiﬂt en série entiére de série de fonctions) ¥

Ex%2 Soit —
X oit f:x nZi’H'x

1) Montrez que f est définiesur | —1,1]
2) Montrez que f estde classe C® sur | —1,1].

%) Lafonction f est-elle intégrablesur | —1,1[ 2

4) M ¢ estdévelonnabl s T



Mines-Telecom PSI 2018 | Mines-Payts PSI 2016 | Mn}ces Ponts PC 2012-2008 (étude série de fonctions)
Ex33  Onsedonne /(0= ) (-1"In 1+ —)

1) Quel est le domaine de deﬁnltlon D de f?

2) f estde classe C° sur D? de classe C! sur D? [2016: Pas C'|

%) 2016 : Déterminez un équivalent simple de f en (-1)

4) 2016 : Exprimez f’ al’aide d'une intégrale.

Series de FoncTions er INTEGRATION TERME A TERME

Théoreme 1 d’Intégration terme a terme : Soit (3_ u,),en Une série de fonctions u,: IcR— RouC.
e Les u, sont intégrables sur I.
¢ Lasérie de fonctions }_ u, cvge simplement vers une fonction-somme continue par morceaux sur I.

e La série numérique . ( J7 un| ) converge.
+00 +00 +0o

Alors S = ) u, est intégrable sur I et on peut « intégrer terme a terme» Y up@dx = ) | up(x)dx
n=0 I = = 1

Théoreme 2 d’Intégration terme a terme sur un segment :
b +oo

Soit ) u, une série de fonctions continues convergeant uniformément sur [ a, b] , alors Z Uy = Z un

1 ()
Ex?%4 &y %Montrezf0 1—t/2 %‘(n+1)2”
1 1n (- 1)n+1
Ex?% #3» Montrez L Te Z(2n+1)2
1 2
Ex76 Calculez[ xlnxdle—n—.
o 1-x 6

Mines-Ponts PSI 2018 (calcul d’'une intégrale)

Ex37 Justifiez I'existence de l'intégrale dx etla calculer.

+o00o 1
fo sinh /x
CCP PSI 202363 -2018 (développement en série d'une intégrale) &
Ex38

+to° cost
1) Montrez la convergence de I =
0

1+etdt'

+00 -1 n-1
2) Montrezque I = ) ChH”

2
=1 1+n

Mines-Ponts PSI 2022 (calcul intégrale par dse) +o0

Ex3%9 Montrez que 'intégrale [, ! M d¢ converge puisqu’elle vaut Z
n=1

CCP PSI 2019-2018 (calcul inté, aé%l?ar développement en série)od) ,g:)
Ex40 Montrez que J = 7 dx existe et vaut Z

ex_





