Queloues Correcrions sur la Diagonalisarion

c 0 a
Ex1 $OnposeA=|2 b -1
c 1 1

1) CNS pour que A admette (1, -1, 1) comime vecteur propre?

2) CNS pour que A admette 1 pour valeur propre?

1) Xestvecteur propre de A ssi il existe un scalaire A tel que AX = AX, et comme X # 0, ssi la famille (AX, X) est liée.

c+a 1

AX=11-b -1]1=X
c 1
On applique alors le résultat suivant s'il y a des « inconnues » (on rappelle que pour deux vecteurs avec des chiffres, une
famille liée ou libre, ¢a se voit, il n'y a nul besoin de démontrer ) :
a, b |ag b a b
(ay,...,a,) et (by,...,b,) sont colinéaires ssi = == =0

a, b, as by a, b,

En revenant a cet exo, A admet X comme vecteur propre ssi

1 c+a 1 c+a
= =0« a-b+c+a=c—(c+a)=0<| a=0etc=>b

-1 a-b 1 c

Remarques
* Je vous rappelle le résultat (toujours pour 2 vecteurs) :
la famille (u, v) estliée <= u et v sont colinéaires <= u=Av ouv = pu.

* Lerésultat (u, v) liée < u = Av est faux a cause du cas v = 0 (je vous laisse y réfléchir). Par contre, si on a en plus

I'’hypothese v # 0, cette équivalence est vraie (comme plus haut)

1-¢ 0 —-a

2) lestvpdeAssidet(1.7-A) =0ssi| -2 1-b 1 |=0+0+(-2a)-(ac(1-b))-0—(—(1-¢c))=0ssi| 1-c—ca—2a+cab=0

-C -1 0
1 0 -1
Ex 7 § Calculez les éléments propresde M =| 0 2 0
-1 0 1

Les valeurs propres sont les racines du polynéme caractéristique :
A-1 0 1
M) =det(AL,-M)=| 0 A-2 0 |==A3-4A%+41=2A(1-2)?
1 0 A-1
les valeurs propres sont 0 et 2, 2 étant d’ailleurs valeur propre double. SpM = {0, 2 } La matrice M n’est pas inversible car

0 est valeur propre.



Recherche de I'espace propre associé a 0

Rappelons que c’est le noyau. En plus ici, comme la multiplicité de la valeur propre 0 est 1, on sait que c’est une droite.

X x-z =0 X = z
X=|y|€E(0)= KerM <= MX =0 < 2y = 0 =43y =0 E(0 = Vect(1,0,1)
z -x+z = 0 z = z

Recherche de I'espace propre associé a 2
Comme la multiplicité est 2, on sait 1 < dim E(2) < 2, soit c’est une droite ou un plan.

X x+z = 0

X=|y|€eER)=KerQI-M) < (2I-M)=0 < 0 0 < x+z=0

z x+z = 0

C’est un plan dont une base est, par exemple, ((1,0,-1),(0,1,0))

IMT PSI 2022 (diagonalisabilité matrice nxn)

Ex4 Soit A = (a;j)1<ij<n € #,(R) ol a;; = ij pour 1 < i, j < n. Déterminez les éléments propres de A

1 faut remarquer que toutes les colonnes sont colinéaires : si on note le vecteur-colonne U = (i) € My,(R), ona

l<i<n
C; = jU. Toutes les colonnes sont colinéaires, la matrice est de rang 1 (puisque U # 0 sinon rg 0). En fait, on a méme
A =UU". Par le théoréme du rang, dim KerA = n — 1 donc 0 est vp de multiplicité au moins n — 1. (cours que vous verrez
un peu plus tard, c’est qunad vous relirez; on peut méme remarquer que A est symétrique réelle donc diagonalisable donc
la multiplicité de 0 est méme égale a la dimension de E(0) = Ker A soit n — 1, cours un peu plus tard, fin novembre).

Ne jamais oublier! : quand il manque dans le calcul une vp, la meilleure méthode est de trouver la vp « manquante » par

n(n+1)(2n+1)

latrace. Ici rA=0+-+0+A=Y" i*= 5

e s N

Espace propre associé a 0 C’est le noyau, on sait que c’est un hyperplan et une bréve étude des lignes, qui sont toutes
colinéaires, montre que c'est 1x; + 2x, + -+ nx, = 0.

Meéthode alternative, plus élégante, pour ceux qui se rappellent le produit scalaire : X € KerA = KerUU" ssi UU'X =
(UIX) ., U = 0ssi (U]X)
Vect (U)*.

can = 0°88i X L U et on retrouve la méme équation (je vous laisse y réfléchir). En fait KerA =

Espace propre associé a A On peut calculer et résoudre le systeme n x n, sachant que c’est une droite, mais, « vu » le
A, le calcul est assez infaisable. En fait 1l faut utiliser un cours qu’on traitera bient6t : les matrices symétriques réelles ont

des espaces propres orthogonaux : E(1) L E(0) et son cours sur les orthogonaux amene E(A) = (Vect(U)*)* = Vect (U)

CCP PSI 2018-2017 (matrice par blocs 2x2)
Ex 6

1 2
1) Lamatrice A = ( ) est-elle diagonalisable-? inversible? Déterminez ses éléments propres.
2 1

A A
2) Déterminez les éléments propres de la matrice B = ( ) € M, (R)
A A

1) Linversibilité est immédiate par det(A) = —3 # 0. On calcule y, = x* —2x —3 puis S =2 et P = -3 : 3 et -1 conviennent
et donc sont les valeurs propres de A. la résolution des 2 systémes 2 x 2 correspondant aux espaces propres-noyaux est

immeédiate, je ne mets que le résultat : E(—1) = Vect(—1,1) et E(3) = Vect(1,1).

Remarque : Quand vous relirez plus tard cet exercice, la matrice est symétrique réelle donc diagonalisable et on a bien les

espaces propres orthogonaux: E(—1) L E(3) : ceci permet dg vérifier d’éventuelles erreurs de calcul.



2) Il faut évidemment essayer de se servir du résultat précédent, méme s’il est possible de calculer le polyndome caracté-
ristique de B qui est un déterminant 4 x 4 et ensuite résoudre plusieurs systemes 4 x 4 ce qui risque de prendre du temps.
On pose U = (—1,1) et V = Vect(1,1) et on a établi AU = —U, AV = 3V. Il faut chercher des vecteurs propres sous la
forme de blocs. Lidée est d’essayer des blocs (je les mets en ligne pour la rédaction) (U U) ou (U 0) ou (0 V) ou (U V) ou
(V V)... Il faut comprendre aussi que dés qu’on a trouvé 4 vecteurs propres indépendants,on a nécessairement terminé (

mais attention! il se pourrait qu'il y en ait moins, voire aucun dans R).

A AU AU U

= =- raté, pourquoi?
A AJ\O AU U
A AU 2AU U

= =-2 gagné, pourquoi?
A AJ\U 2AU U
A AV 2AV %4

= =6 gagné
A AJ\V 2AV %4

(U V) ne « marche » pas. Quant a (—U — U) il est colinéaire a (U U) donc inutile. Il faut penser a :

A A\ U 0

= gagné, pourquoi?
A A\l V 0 3

= gagné
A Al\-V 0

Montrons proprement que les 4 vecteurs sus-écrits (de R*) sont indépendants, sachant que U et V le sont (dans R?).
a+y =
0 U 14 U 14 (a+y)U+(B+O)V B+6 =
=« + B +vy +0 = =
0 U 1% -U -V (a—p)U+(B-6)V a-y =
p-6 =

Terminons le raisonnement en utilisant la multiplicité (il y a un raisonnement un peu plus propre, mais trés voisin, a I'aide

S o o o

des dimensions des espaces propres mais on n’a pas encore vu ce théoréme). Les valeurs propres de B trouvées sont —2, 6, 0.

Notons que pour l'instant on ne sait pas s’il n’y en a pas d’autres, mais il y en a 4 au maximum.

) (W) (Wiv
E(-2) > Vect = u(-2)=1 E(6)> Vect = u(-6)=1 E(0)> Vect , = u(0)=2
u 14 ~U) \-v

Comme la somme totale de toutes les multiplicités (ou de toutes les dimensions des espaces propres, théoréme un peu
plus tard) ne peut dépasser 4 (et d’ailleurs est égale a 4 en raisonnant dans C, cad en incluant les vp complexes), toutes ces

égalités et inclusions sont en fait des égalités

IMT 2022 | CCP (Polynome caractéristique de l'inverse)

Ex7 Soit A € 41,,(IK) . Exprimez y,-1 en fonction de y,,.

On rappelle les propriétés du déterminant : det(AB) = det(A) det(B) et det(AA) = 1" det(A).

Ona y,-1(A)x detA=det(AI —A™")detA = det((Al —A™)A) = det(AA - I)
n ]' — nqn ]' — nqn
=2 det(A—ZI)—(—l) A det(II—A)—(—l) PR
3

1
7



A" 1

Xa1(A) = (_l)ndetA XA(Z)

Comme A est inversible detA # 0 d’'ou

1
Remarque : On peut se rappeler que, si P est de degré n, X ”P(X) est le polyndme avec les coefficients « a l'envers » (je vous

laisse le vérifier), qu'on appelle polynéme réciproque de P donc ici :

(=n"

Tord (aX" +a; X" '+ +a, X +a,)

X)=X"+a, X" '+ +a,X+a;, = y,-1(X)=

Ce polynome est bien unitaire car on se rappelle que a, = (—1)" detA

CCP PSI 2014 (valeurs propres d’'une matrice nxn) %

Ex 8

derniere colonne et des 0 ailleurs.

Valeurs propres et vecteurs propres de la matrice réelle carrée d'ordre n qui a 1,2, ..., n sur la derniére ligne et

Calcul des valeurs propres

Il faut écrire explicitement la matrice, cela aide a voir « des choses », éventuellement :

0 O 0 1
0 O . 0 2
A=
0
0 0 .. O 0 n—1
1 2 n-1 n

On remarque qu’elle est symétrique réelle (donc diagonalisable, on le verra par la suite, cela entraine aussi qu'elle a né-
cessairement n vp réelles). On remarque aussi les colonnes Cy, ..., C,_; colinéaires entre elles (précisément C; = iC, pour
2 <i<n-1)etC, indépendante, soit rgA = 2. Par le théoréme du rang, dim Ker A = n — 2. Par un théoréme du cours,
la multiplicité de 0 vérifie donc (0) = n—2 = dim E(0) (en fait on verra aussi que comme la matrice est diagonalisable,
cette inégalité est en fait une égalité, je vous le dis quand vous relirez la correction plus tard, mais on peut s’en passer). Il
faut comprendre qu'on a déja trouvé (au moins) n — 2 vp de A. On n'oublie pas alors que la trace est la somme des (toutes)
valeurs propres, soit ici, les 2 « autres » valeurs propres vérifient A + g + 0+ --- + 0 = tr (A) = n. On peut donc déja affirmer
SpA = {0, An— /1} mais ce n'est pas suffisant car il faut préciser s’il y a une égalité possible entre ces 3 valeurs.

Comment trouvez les 2 autres valeurs propres? en fait en trouver une suffira. Une premiére méthode est tout simplement

de calculer le polynéme caractéristique mais c’est un déterminant d'une matrice n x n, donc délicat.

Méthode 1 (Calcul du polynéme caractéristique par recherche usuelle d'une récurrence) :

On effectue des développements par rapport a des colonnes ou des lignes comme indiqué :

A 0 -1 0 A 0 0
A -2
dev. L,
D,=|: 0 = ADn—1+(_1)n+l(_l)
0 0 A -n+1 0 0 A
-1 -2 -n+1 A-n -1 -2 -n+1
A 0 ... 0
dv. Cy

= AD, (-1 (-1)

(-1)"(-1)

0

J=AD, - (1P A



Pourquoi je laisse le (—1)?? Pour que vous compreniez ce qui suit; Il faut préter trés attention aux récurrences de détermi-
nants d’ordre n qui peuvent se révéler délicates. En particulier celle-ci car, si elle était normale le D,, partide 1... n devrait

donnerun D,,_, d’éléments 1... n —1. Ici on a plutot:

D,(1,...,n)=AD,_;(2,...,n) = (=1)>A""2 etlarécurrence d’apres est alors

D, 1(2,...,n) =AD,_,(3,...,n) — (=2)?A""3
On poursuit la récurrence pour la deviner :

D, =A(AD,_,(3,...,n) = (=2)*A"73) — (=1)*A""2
=A’D,_,(3,...,n) = A" ((1)*+(2)?)

=A"2Dy(n-1,n) —A" 2 ((1)*+(2)* + -+ (n—2)?)

A —(n-1)
On termine par D,(n—1,n) = =A% -nA-(n-1)>*
—-(n-1) A-n

n-1
Je vous laisse vérifier que 'on trouve alors | det(AI —A) =D, = A""? ()Lz -nA-Y k2)
k=1

Les deux valeurs propres qui manquaient sont donc, via A = n* +4Y!_1 k* > 0,

Az%(n+ n2+4;§k2) pzn—)lz%(n—\/n2+4:21k2)

Remarque : En fait la somme se calcule. Je rappelle que la somme des 7 premiers entiers au carré est au programme et

n 1 4
vaut ) k%= gn(n +1)(2n +1). On peut remplacer méme si cela n'apporte pas grand-chose, A = n? + 5 n(n+1)(2n+1) =
k=0

1
5(12n3 - 9n? +6n)

Méthode 2 (Calcul du polynéme caractéristique plus rapide par une combinaison linéaire astucieuse) :

A 0 -1 A 0 0
A -2 A 0
W1 @1 (=S
det(AI-A) = =1 = Z/l"‘l K=A"%2A%*-nA-Y k%
k=1
0 ... 0 A -n+1 0 ... 0 A 0
-1 -2 ... —-n+l1 A-n -1 -2 ... -n+l1 K

(1) Onaeffectué C, — AC, +C; +2C, + -+ (n-1)C,_, etona K = A(A — n) - X}_] k?. Cette combinaison de
colonnes n’étant pas stricto sensu une combinaison « autorisée » (a cause du AC,,), au sens ol elle ne laisse pas le
déterminant inchangé, le déterminant est multiplié par A (a cause du AC,, d’ot1 la division par A. Si vous ne vous
rappelez pas ceci du cours de Sup, attendez le cours sur les déterminants de Spé.

*(2) Lamatrice est triangulaire et je rappelle que le déterminant d’'une matrice triangulaire est le produit des élé-

ments diagonaux

On retrouve bien le méme polynéme caractéristique que la méthode au dessus.

Méthode 3 (plus délicate, mais sans calcul du polynéme caractéristique de A) :
5



Comme vu dans le préambule, on sait déja y, (1) = A" 2Q(A) avec Q de degré 2 dont les 2 racines sont les 2 valeurs propres
cherchées. On applique le cours : pour tout endomorphisme a’ induit sur un sev stable par a, ¥, / ¥, (a endomorphisme
canoniquement associé a A comme dit plus haut). Il suffit de trouver le « bon » espace stable de dimension 2 qui va juste
nous donner ce polynéme de degré 2...

Onprend U =(1,2,...,n—-1,0) et V =(0,...,0,1). On calcule :
n-1 n-1
AU=(0,...,0, Y k*)=( L K]V AV=(1,2,..,n)=U+V
k=1 k=1

Soit a’' 'endomorphisme induit sur le plan stable Vect(U, V) dans la base Vect(U, V) a pour matrice

/ 0 1 2 L
a=|_ =AY k
ZZ:lk 1 k=1

On retrouve donc les 2 valeurs propres manquantes.
Calcul des vecteurs propRres

Méthode 1 (résolution usuelle des systéemes associés aux noyaux :
Espace propre associé a la valeur propre 0 :
Je rappelle que c’est le noyau et si vous avez bien suivi, on sait que c’est un sev de dimension 7 — 2. Cela va aider (un peu)
arésoudre ce systéme n x n qui contient, par équivalence, juste 2 lignes (regardez la matrice A) :
X +2x,++(n-1)x,_,+nx, = 0
{ X, = 0

En fait, il y a pas grand chose a résoudre, on donne une base (qui contient n — 2 vecteurs a n coordonnées :
((-2,1,0,...,0),(-3,0,1,0,...,0),...,(=(n-1),0,...,0,1,0))

Attention! quand méme, car ce sont des systémes n x n!

Espace propre associé a la valeur propre A :

On écrit le systeme (A1 — A)X =0 ou AX = AX, et on ne remplace pas A par sa valeur numérique « lourde », et on n'oublie

surtout pas que c’est une droite car la multiplicité delavpest1:

X, = Ax X, = X,
2x, = Ax, x, = 2x,
9 — A
(n-1)x, = Ax,, Xp-1 = ﬂilxn
X, +2x, 4+ +nx, = Ax, X, = X,

En fait, I'astuce est de ne pas utiliser la derniere ligne qui est nécessairement combinaison des n — 1 premieres lignes car

le rang du systéme est n — 1 (je vous laisse y réfléchir). on a donc' E(A) = Vect(1,2, .on—1, /1)

Espace propre associé a la valeur propre |1 :

De manigre similaire| E(u) = Vect(1,2,...,n—1,u)

Méthode 2 (plus délicate) :
On reprend la méthode 3 utilisée pour les valeurs propres : la matrice 2 x 2 notée A’ avait pour valeurs propres A et u = n—A.
Les vecteurs propres associés se calculent immédiatement (par la premiére ligne du systéme 2 x 2), c’est, respectivement

Vect(1,1) et Vect(1, ). En se rappelant que c’est la matrice de 'endomorphisme a’ induit par a sur le plan (U, V), on
6



trouve donc, respectivement Vect(U + AV) et Vect (U + uV); Je vous laisse vérifier que c’est bien les mémes vecteurs que

plus haut.

Quant au noyau, on peut aussi aller un peu plus vite, si on se rappelle qu'on a remarqué que les n — 1 premiéres colonnes
de A vérifient C; = iC,. Si on a bien compris son cours de sup, chacune de ses combinaisons, soit C; —iC; =0 =a(e; — ie,)

vous donne un vecteur du noyau, qui est e; — i e;, et au final, une base pour cause de liberté et rang : on retrouve ainsi :

((-2,1,0,...,0),(-3,0,1,0,...,0),...,(-(n - 1),0,...,0,1,0))

Ex 9
1) Que peut-on dire des vp de A par rapport a celles de A?
2 ) Montrez que la matrice Diag(—1,0,0) n'a pas de racine carrée dans .#(R).

% ) Montrez qu’elle en a une infinité dans .#;(C).

1) SiAestvpde A, AX = AX avecX # 0, alors A2X = AAX = AAX = AAX = AAX = A*X. Comme X # 0, on en déduit A?
vp de A2. Mais Attention! on n’en déduit pas que les valeurs propres de A% sont les carrés des valeurs propres de A. On a
seulement démontré un sens : les carrés des valeurs propres de A sont vp de A2. Pour étre clair, il se « pourrait » que des vp

de A? ne soient pas des carrés d’'une vp de A...

Et justement c’est possible, mais dans R..., pas dans C.... Je vous donne un contre-exemple en reprenant 'usuelle matrice
de la rotation d’angle 7, qui est R = (‘1’ o ) Cette matrice n'a pas de valeur propre (réelle) comme on I’a vu. Or un calcul
élémentaire donne A% = —I, (c’est la rotation d’angle 7!) qui a pour valeur propre -1. Ce ne peut donc étre un carré d’'une

vp de A, puisqu'il n'y en a pas (de réelles). De plus -1 ne « risque pas » d’étre le carré d’'un réel ...

Remarque: Par contre, dans C, on démontre que les racines carrées complexes de A% sont exactement les carrés des racines
complexes de A, en comptant bien la multiplicité. Par exemple plus haut, R a pour vp complexe i et —i qui ont pour carré
—1, mais on I'a donc double. On ne peut démontrer ce résultat dans C pour l'instant, il nous manque des outils (il faut

trigonaliser, voir cours plus tard).

2) Je rappelle qu'une racine carrée de D est une matrice M telle que M? = D. On n'emploie surtout pas le symbole \/l_) !

On utilise Q1 et on raisonne par 'absurde :

Si M? = D = Diag(-1,0,0). les vp de D sont évidemment -1 et 0 qui est double. M réelle d’'ordre 3 impair a au moins une
vp réelle A. Son carré est une vp de M? = D, ce ne peut étre que 0, soit A = 0. En fait, les seules vp réelles possibles de M
sont 0. Comme 0 est vp double de D, 0 ne peut pas étre vp triple de M. Par suite, il y a donc une autre vp de M, notée w # 0,
qui est nécessairement (vraie) complexe. On a donc w? = —1. Comme M est réelle, on sait que w est aussi vp de M, donc

% =w? = —1 estvp de M? = D, cad —1 est vp de D (au moins) double. Absurde.

%) Ilya déja deux matrices racines carrées complexes immédiates de D qui sont diagonales : Diag(+i,0,0). Montrons

qu’il y en a d’'autres. Lidée est décrire D comme une matrice diagonale par blocs :

-1 0 O i 00
D=0 0 0 R=|10 0 a
0 0 O 0 0 O

7



Ensuite on cherche un bloc diagonal 2 x 2 qui sera racine-carrée du bloc matrice nulle 2 x 2. Il suffit de penser aux matrices
nilpotentes. La matrice (§ & ) convient. Toutes les matrices R écrites plus haut sont donc racines carrées de D et en nombre

infini. Il y en a d’autres ...

Remarque : 11 est possible de trouver toutes les matrices carrées de D, méme avec les outils de votre programme, on fera
i 0 0
un ou deux exos de ce type en cours. Ici ce sontles | 0 c a

—C
0 - c

Ex10 % Etablir que toute matrice stochastique (cad réelle telle que V1 <i<n Z}’zl M;; =1etM;; = 0) admet des

valeurs propres complexes de module inférieur ou égal a 1.

Soit M une matrice stochastique cad a coefficients réels dans [0, 1 ] tels que la somme de chaque ligne vaut 1. Soit A une

valeur propre complexe de M et X # 0 € C" un vecteur propre associé. Montrons |/l| <1

Pour tous 1 < i < n, lai®ligne du systéme linéaire M X = AX s’écrit :
My Xy + MpXy + -+ My X, = AX;
On pose || x[lo = max,<;<, |x;| (c'est une notation usuelle), et soit i, 'indice qui réalise le max, cad [ x|l = |x;,|. Comme
X # 0,les coordonnées sont non tous nulles, donc nécessairement le max est non nul. Considérons le « module de la ligne »
d’indice i, :
AL %3, = [mygy xy + -+ My X | < [myg | x|+ o0+ [y | [,
s mig Xl + -+ 1Ml x oo = (Mg + - +m,) Xl =1 Xl
Msuit |A || x|l < 1 X]lo, puis (JA| = 1) || X |loc <0 etcomme || x|, # 0, onendéduit |A|—-1<0soit |A| <1.

Remarque : Pour toute matrice stochastique, on a aussi que 1 est toujours valeur propre. Il suffit « dessayer » le vecteur

J=(1,...,1) pour constater MJ =] = 1. avec ] # 0 (laissé au lecteur).

Ex11 Soit u un endomorphisme nilpotent. Montrez Spu = {0}

Soit A une valeur propre de u nilpotent. Il existe donc tel que u(x) = Ax. Comme u est nilpotent, il existe un entier

k = 1tel que u* = 0. On applique alors u k — 1 fois a 'égalité précédente. Il vient : u*~!(u(x)) = u*(x) = 0, et d’autre part :

W (u(x)) = u*F T Ax) = Ak (%) = AuF 2 (u(x)) = AuF 2 (Ax) = A uk 2 (x)

=AU () = = A3 () = = AR () = AR A = AR

1l vient donc u*(x) = A¥x = 0 et comme x # 0, A¥ =0, soit A = 0. (car on est dans R ou C).
Attention! a ne pas commettre d’erreur de raisonnement et a en déduire que I'exo est terminé. on vient seulement de

démontrer Vinclusion Sp u < {0}. 3



Pour I'inclusion réciproque, il faut démontrer que 0 est bien valeur propre. On a déja vu (je ne le redémontre pas ici) qu'un
endomorphisme nilpotent n'est pas bijectif (ou n'est pas inversible pour o, c’est pareil). Comme on est en dimension finie,
0 est valeur propre (cours).
Remarques
¢ Un endomorphisme nilpotent est le seul endomorphisme qui a pour seule valeur propre 0 (en raisonnant dans C).
Par contre ily a d’autres matrices qui ont pour seule valeur propre réelle 0, ce sont les matrices antisymétriques (elles
ont aussi des vp (vraies) complexes 2 a 2 conjuguées).
¢ Comme une homothétie, un endomorphisme nilpotent n'a qu’ une seule valeur propre. Par contre, tous les vecteurs
ne sont pas vecteurs propres. En prenant la « plus petite » matrice nilpotente (8 (1)), le lecteur vérifiera par lui méme
que les seuls vecteurs propres sont les vecteurs du noyau, cad les vecteurs (a,0) qui ne sont pas tous les vecteurs de
RZ.
* On peut retenir que si u(x) = Ax, alors u*(x) = A¥x et ne pas écrire, comme je le vois parfois, par « analogie » avec

R, u*(x) = (Ax)* = A¥x* qu i n’a aucun sens mathématique, puisqu’'un vecteur a la puissance k n'a aucun sens.

IMT PC 2016 (endomorphisme de matrices) §

Ex12 On consideére 'endomorphisme ¢ de .4, (R) d’expression ¢(M) =M — tr(M)I,.
1) Déterminer les éléments propres de ¢. Eendemorphisme-¢-est-il-diagonalisable-?

2) Déterminer sa trace, son déterminant et son polyndme caractéristique

1) Analyse :

silestvpde¢,ilexiste M #0tqPp(M) =M — tr(M)I,, = AM puis (1-A)M = tr(M)I,. Ensuite, la « clef » est de « raisonner
vectoriellement » : on a le vecteur M a gauche et I,,, ils sont donc colinéaires saufsi A —1 = 0.

Puis, i faut aussi bien analyser : on en déduit ou la valeur propre est A = 1 ou si elle n'est pas 1, alors le vecteur propre
associé est (a a pres I,,). On peut comprendre que I'analyse est terminée puisqu’on a trouvé au plus 2 valeurs propres : 1

et celle, éventuellement, associée a I,,.

Synthese :

Oncalcule ¢(1,)) =I,,—nl, = (1-n)I,,. Comme I, + 0, n—1 estvp de ¢p associé a I. On a donc déja établi E(n—1) > Vect([,,)
etSppc{n-1,1}.

Ensuite (M) = 1.M < —tr(M)I,, =0 < tr(M) = 0. Onreconnait un hyperplan H de .#,,(R), déja vu en exos plusieurs
fois, comme noyau de la forme linéaire tr. On vient d’établir E(1) = H (= car on a un équivaut) et aussi Sp¢ = { L,n—-1 }
Reste a déterminer E(n — 1) car on a, actuellement, juste une inclusion. On raisonne avec la multiplicité : comme on sait
quedimE(A) < u(A),ilvientici u(1) = dimH = n?-1et u(n—1) = 1. Comme la somme des multiplicités ne peut dépasser
la dimension de I'ev soit n?, nécessairement u(n—1) = 1 et par suite 'espace propre est une droite, d'ot1 'égalité E(n—1) =

Vect (I,,). On a aussi d’ailleurs (1) = n? - 1.

2) Ces dernieres remarques sur les multiplicités nous donnent immédiatement :

tr(p)=1+--+1+n-1=n*+n-2 det(¢)=1""x(n-1)'=n-1 X¢(x):(x—1)”2*1(x—n+l)

n2-1

CCP PC 2011-2010 (endomorphisme de polynomes)

Ex13% Soientn e N* etu: P eR,[X] — P(-4)X + P(6) € R, [X]. Déterminer le noyau, I'image, les valeurs propres et
les sous-espaces propres de u. EFendomorphisme-it-est-il diagonalisable-?

On calcule immédiatement le noyau :

Pe Keru < u(P)=0 < P(—4§X +P(6)=0 < P(-4)=P(6)=0



On a appliqué : un polyndme est nul ssi tous ses coefficients sont nuls. Anoter que Ker u est doncl’ensemble des polynémes

multiples de (X +4)(X — 6), cad les polyndmes de la forme (X + 4)(X —6)Q(X). On constate :
n-2 n-2
X+4)(X-6)Q(X)=(X+4)(X-6) Y arX* =) a, (X +4)(X -6)X*
k=0 k=0

On a donc une famille génératrice de Keru : (X +4)(X - 6)X k) Cette famille est libre par degré tous distincts

0<k=n-2"
c’est donc une base de Keru et dim Keru = n — 1 (ce n’était pas demandé). Sur cet exemple, on a vue que I'ensemble des
polynémes multiples d'un polynéme Q(X) fixé est toujours un sev. Par contre c’est faux pour 'ensemble des polyndmes

qui divise un polynome fixé (je vous laisse y réfléchir)

Le théoreme du rang ameéne dim Imu = dimR,[X] - (n—1) = (n+1)—n+1=2. Imu est un plan. Comme on remarque

immédiatement que degu(P) < 1, on en tire Im u c R, [X] et pour des raisons de méme dimension, Im u = R, [X].

On a déja trouvé 0 vp de u et E(0) = {P € R, [X],P(-4) = P(6) = 0} = Vect((X +4)(X —6)X"*) _,_, ,-
Analyse :
SiAestvpde u, u(P)=P(—-4)X + P(6) = AP(X), avec P # 0.

On en déduit ou P de degré < 1, ou A = 0 déja traité. Cela « suffit pour la pratique », 'analyse est terminée.

Synthese :

P = aX + b est vecteur propre associé a A # 0 ssi:

P(-4)=-4a+b
P(6)=6a+Db

0
0

{ Aa { (—4—Na+b
P(-4)X+P(6)=AaX+Ab —

Ab 6a+(1-21)b
Attention! abien raisonner. Comme il est nécessaire d’obtenir (au moins) un polynéme non nul, cad au moins un couple
(a,b) # (0,0), le déterminant de la matrice du systeme doit étre nul, puisque non inversible, soit (-4 - 1)(1-1) -6 =
0 <> A>+31-10=0:0naS=-3etP =—10:lesnombres -5 et 2 conviennent et sont donc les 2 racines. On résout alors
le systeme pour chacune de ces 2 valeurs. Je ne mets pas les détails de ces 2 systémes 2 x 2. On noublie pas de revenir au
polyndme originel aX + b et on ne donne pas juste les valeurs de a et b.

Conclusion : -5 et 2 sont aussi valeurs propres et E(—5) = Vect(-1+X) E(2) = Vect(6+X)

Mines-Ponts PSI 2023-2022 (équation fonctionnelle aux valeurs propres) ¥ &1

Ex14  SoientE le R-ev des fonctions de classe C* de Rdans R, p et g deuxréelsavecp+qg=1etpe | -1,0[ U]0,1].
On pose u(f) =gavecg:x — f(px+q)

1) Montrez que u est un automorphisme de E.

2) Montrez que les vp de u sont dans | —1,1]

% ) Montrez que si f est vecteur propre de u, il existe un entier k tq f (k) = 0. En déduire I'ensemble des vecteurs propres
de u. [2022: Question absente] .

4) Calculez u"(f)(x) par récurrence. [2022 : Question absente] .

1) Il estimmédiat que u est linéaire. C’est un endomorphisme car il est clair aussi que si f est C*, g I'est aussi. Comme

y=px+q < x= %y—% (car p # 0), u est bijective de réciproque f — [x —»f(%y— %)]

2) Soit A une vp de u, donc il existe f # 0 tq f(px + q) = Af(x), pour tout x. En particulier pour x = 1, f(1) = Af(1). On
entire A=1ouf(1)=0.
On construit la suite récurrente u, = X, u,,; = pu, +q, puis u,,; — 1 = p(u,, — 1) et 'hypothése |p| < 1 ameéne donc que la

suite (u, ) converge vers 1

Si A # 1, .On peut aussi écrire :

Pty =AF () = fg) = £) = 55 £ 1)



Si|Al =1, f(u,) — f(1) =0, par continuité de f en 1 et AL,, bornée. On en déduit que f(x) est nul pour toute valeur de x,

ce qui est absurde pour un vecteur propre.

Sid=1, f(px+q)=f(x) ameéne a f(u,,;) = f(u,) = = f(uy) = f(x), soit par passage a la limite par continuité de f,

f(x)=f(1) = cste. Réciproquement, si f est constante, on a bien u(f) =g = f.

%) Pour A = 1, les vecteurs propres qui sont les fonctions constantes vérifient immédiatement f’ = 1, soit k = 1 convient.
Pour A€ | -1,1[, f(px +q) = Af(x) amene par dérivation n-ieme, p"f(px +q) = Af™(x). Par suite £, si non nul,
est un vecteur propre associé a u = %. Comme |p| < 1, cette quantité — +oo avec n. Or on sait que || < 1. ceci impose

que a partir d’'un certain rang f(") = 0.

4) Enreprenant la suite récurrente u, = x et u,,,; = pu, + ¢, on aimmédiatement par récurrence u" (x)(x) = f(u,). Reste

a calculer cette suite arithmético-géométrique. Par récurrence, on trouve u,, = p"x +q(1+p+--+p"!)

CCP PSI 2015-2014 (endomorphisme de fonctions)

Ex17% On note E = C*® ([R, [R) et ¢ 'application de E dans E qui a f associe g définie par g(x) = f'(x) — xf(x).
1) Montrez ¢ endomorphisme.
2) Donnez valeurs propres et vecteurs propres de ¢.

%) Donnez Ker¢?.

1) On peut dire ¢ est clairement linéaire par linéarité de la dérivation. Néanmoins, je vous le rédige car attention! a

l'aspect « fonctionnel », ¢ est une « fonction de fonctions ». Pour tous a, B € R et tous f, g € E et tout x réel :

¢(af +Bg) (x) = (af +Bg) (x) - x(af + pg)(x) = af'(x) + Bg' (x) - axf(x) - fxg(x) = ap(f)(x) + Bp(g)(x)
Ne pas oublier 1a preuve de endomorphisme, cad la vérification de élément de E. Ici, on peut se contenter de dire : si f est

C* sur R, on sait (cours) que f' 'est aussi, donc par sommation f'(x) — x f(x) aussi.

2) Analyse:

Soit A une valeur propre de ¢, alors il existe une fonction indéfiniment dérivable non nulle f telle que ¢(f) = A.f, soit
encore Vx € R, f'(x) — xf(x) = Af(x). On en tire immédiatement que [ est solution sur R de I'équation différentielle y' —
(x + 1)y = 0. On sait alors, cours de Sup, que les solutions sont : y = Cexp (f(x +1) dx) =Cexp (%xz + Ax)

Comme on a résolu, I'analyse est terminée, mais il faut bien analyser en terme d’éléments propres. A priori, comme on n’a
pas trouve de « contraintes » sur A, il semblerait que tout réel est vp et de plus, les seuls vecteurs propres possibles (qui sont

des fonctions ici) associés a A sont les fonctions ci-dessus..

Synthese :
Soit A € R quelconque. On n’est pas obligé d’utiliser la constante C, les vecteurs propres étant toujours définis a au moins

un scalaire pres, on calcule (on essaye d’écrire « fonctionnellement ») :

¢(x el/2x? +)Lx) (x) = (el/sz +/1x)’_x (61/2x2+/1x) _ (xM)(el/zxz +/1x) . (61/2x2+/1x) 1 (el/sz +)Lx). Ok

On n'oublie pas de dire (vérifier) que la fonction est bien non nulle et aussi qu’elle est bien de classe C*° de R dans R.

Conclusion, tout réel est valeur propre et I'espace propre associé est une droite (une droite de fonctions) :

Spp =R E(A) = Ker(¢p— AId) = Ker(AId—¢) = Vect(x _ell2x? +/lx)

3 ) Lail yaune démarche astucieuse pour arriver a résoudre. Lidée « naturelle » est de commencer par calculer ¢ :

¢*(f) () = (£/(6) = xf () = x(F'(0) = xf (%)) = £"(x) = 2" (x) + (x* = 1) f (x)
11



Le probléme est alors que, lorsqu’on cherche 2 « résoudre » le noyau, cad 1'équation différentielle y” — 2xy’ + (x*—1)y =0,

elle est trop difficile a résoudre sans indications. On procéde autrement.

On utilise I'équivalence| x € Kerh? | < h?(x)=0 < h(h(x)) =0 < | h(x)e Kerh

2 . 12 . .
En revenant a notre exo, comme Ker¢ = Vect (x — el/? ), ¢(f) € Ker¢g s’écrit f'(x)—xf(x) = Ce2* . Encore une équation
différentielle linéaire a résoudre mais du premier ordre! C’est du cours de Sup.

Résolution de I'équation homogeéne :

. 2 . 2 1 2
Léquation y' — xy = 0 se résoud immédiatement en y = Ce'/?*",

1/2x?%

Variation de la constante : On cherche une solution particuliere sous la forme y = C(x)e ce qui donne :

Cl(x)el/2x2 +C(x)(xel//2x2 _xel/2x2) — C*el/ZJC2 — C/(x) =C C(x) =Cx+D

1l vient que les solutions sont (Cx + D)e/2*’

L . 2 2
. On peut encore écrire | Ker¢?® = Vect (x — el/2 x - x el/? ) . C'est un

plan.

Mines-Ponts PSI 2023 (endomorphisme de fonctions) ¥

Ex16 On note E I'ev des fonctions continues 1-périodiques a valeurs dans C. Soit T''opérateur défini par Vf € E,Vx €
R, T(F)(x) = 3(£(3)+£(52))-
1) Montrez T endomorphisme de E.

2) Montrez que si m est vp de T, alors |m| < 1. Etudiez le cas |m| < 1.

1) Lalinéarité, immédiate, est laissée au lecteur. Quant a « endo », 1l est clair que T(f) est continue; reste a vérifier la

1-périodicité : Vx € R, T(f)(x +1) = 3(f(£:2) + (£ + 1)) = T(f)(x) par 1-périodicité de f.

2) SiAvpdeT,ilexiste f # 0tq, pour tout x, f(5) +f(x7+1) =2Af(x). f estbornée sur R car continue et 1 périodique, donc

bornée sur le segment [0, 1 ] : cette borne, notée usuellement | f |, , est atteinte, par exemple en x,. Ainsi :

227 (o) =201l = [F(T]+[1C ;1)\sz||f||oo = JAl=1

car | f|lo # 0 car ce nest pas la fonction nulle!

Si f vecteur propre non nul de T associé a A,ona:
1 X x 1 1
f0 = 5= (f( )

X x 1 x 1 x 3
DG+ = QG+ G+ D+ +3)

4 2 4 4

1 122! k
On démontre par récurrence f(x) = T 2" Z f(zn o ) (je vous le laisse). Il vient alors :

lFe)l = /1,, o Z 1fllee = 5 IIflloo

Par suite, si |[1]| < 1,en passant a la limite lorsque n — +oo0, il sultf(x) = 0 et ce, pour tout x, soit f = 0 ce qui est absurde

Remarque : On vient de démontrer Sp.T < U = {z € C, |z| = 1}. D’autre part il est clair que 1 est vp de T puisque les

fonctions constantes lui sont associées.

CCP PSI 2013 (endomorphisme de suites) ¥

Ex17  Soitf:CY —C",u— v ottuy =y et,pourtout n €N, v,,; = 2(u,+1,,,).Onadmet f € L(CV). Déterminez

les valeurs propres et les espaces propres de f.

Analyse :

Uy sin=0
Soit A une valeur propre de f. Alors f((u,)) = A(u,) =

Hu,+u,,,) sinz1
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La premiere ligne donne u, = Auy dou A = 1 ou y, = 0. On vient de montrer que pour une valeur propre A # 1, alors le

premier terme 1, (de la suite vecteur propre) est nécessairement nul. Pour A = 1, a ce stade de I'analyse, rien n'est démontré.
La deuxiéme ligne donne Vn = 1, :

Mty = 5y + 1) = Uy = A= Dty = 1, = @A- 1)1y
Attention au fait que 'on commemce la récurrence a 1 mais pas a 0. Il reste encore a injecter (u,,) suite non nulle qui
nous amene a considérer le cas A = % On obtient u,, = 0, sauf pour n = 1, donc u, quelconque. La premiére ligne nous

donne u, = 0. Donc il existe des suites non nulles vecteurs propres, celles ou u; est quelconque, ce qui donne une droite.

Résumons, l'analyse a montré :

e Pour A = 1, les seules suites vecteurs propres associées « possibles » sont les suites ol u,, = u; = a pour tout n = 1 et

u, = b quelconque.
e Pour A = %, les seules suites vecteurs propres associées « possibles » sont les suites (0, a,0,0,0, ...)

e Pour A #1, %, les seules suites vecteurs propres associées « possibles » sont les suites u,, = (24 —1)""'u, pour n = 1 et

u, = 0. ce sont des suites géométriques mais a partir du rang 1.

En particulier, il semblerait Sp f = C (on est dans I'ev des suites complexes).

Réciproquement

Examinons ces cas :

b sin=0 b sin=0
e PourA =1, f((u,))=f = = (u,) =1.(u,)
a sin=z=1 Ha+a) sinz=1

Pour b # 0, (u,,) # (0), par conséquent 1 est bien valeur propre de f et 'espace propre associé est un plan formées

des suites définies comme plus haut.

Une base du plan est, par exemple, la famille des 2 suites (1,0,0,0,...) et (0,1,1,1,...)

0 sin=0 0 sin=0
1
e PourA=1, f((u))=f|a sin=1]|= ja+30 sin=1= E'(un)
0 sin=2 3(0+0) sin=2

Poura # 0, (u,,) # (0), par conséquent % est bien valeur propre de f et'espace propre associé est une droite, la droite

dirigée, par exemple, par (0, 1,0,0,0,...)

. 1.
Pourd #1,3: 0 sin=0 0 sin=0
fw))=f =
aA-1)"" sin=1 HeA-D"+@A-1)"") sinz1
0 sin=0 A0 sin=0

12A-1)"(2A-1+1) sin=1 al(A-1)""1 sin=1

Pour a # 0, (u,) # (0), par conséquent tout complexe + 1, 1 est bien valeur propre de f et'espace propre associé est

une droite, la droite dirigée, par exemple, par (0,21 — 1,(21 —1)%,(24-1)3,...)

Centrale PSI 2023 (endomorphisme de polynomes)

X
Ex18 Soit E I'ev des fonctions polynomiales. Si P € E, on pose L(P) : x — e‘xf P(t)e'dt.
—00
1) Montrez L endomorphisme de E.

2 ) Trouvez les éléments propres de L.
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1) Lapremiére chose a établir est la convergence de I'intégrale : elle résulte de la continuité de t — P(r)e’ sur ] —00, x] et

du fait que P(t)e’ = 0_o,(%)

Linéarité immédiate. Reste a prouver endo, cad que L(P) est bien un polynéme. Par linéarité, il faut et il suffit de 1'établir
pour chaque monome d’'une base comme (X*), . En fait, ici ¢a ne simplifie pas vraiment le calcul, car on sait qu'une
primitive d’'une fonction de la forme P(X)e* est nécessairement de la forme Q(X)e* avec Q de méme degré, en ajoutant

les croissances comparées en —oo, le résultat suit.

2) Analyse : Soit A vp de L, alors L(P) = AP avec P # 0 puis [* _P(t)e'dt = Ae*P(x), qui, par dérivation (théoréme
fondamentale de I'analyse par continuité de la fonction-intégrande et convergence en la borne —oo (lire plus bas)) améne
aP(x)e* =Ae*(P(x)+P'(x)), puis P solution de I'équation différentielle 1y’ + (1 — 1)y = 0 sur R.

Si A =0, on aboutit a y = 0 qui n'est pas possible et sinon, 'équation différentielle s'integre en y(x) = Cel-V*/2

(1-A)x/A

Réciproque : Ce n'est un polynéme que ssiA =1

Conclusion: SpT = {1} et E(1) = Vect(1)
Remarques

e Attention! le théoreme fondamental de I'analyse s’énonce : si f continue sur I et a € I, alors [* f est C' sur I de
dérivée f. Il ne donne donc pas exactement le résultat plus haut, car —oo ne peut-étre dans 1 'intervalle. En fait, il
suffitd’écrire [*_ f = [“_+ [* et de dériver pour établir que le résultat reste vrai quand la borne est —oo, a condition,

bien s{ir, que I'intégrale converge.

* T est bijective, il est aisé de démontrer que la bijection réciproque est P(X) — P(x) + P'(x)

Ex19 Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, f dans Z(E) et ¢p: u € L(E) — fou e L(E).
1) Montrer que ¢ est un endomorphisme de £ (E).

2) Montrer que u est un vecteur propre associé a la valeur propre A si et seulement si Imu c Ker(f —A1d).

1) Lalinéarité de ¢ résulte de la linéarité de f puisque pour tous a, f e K et u,v e £(E) :

Plau+pu)=folau+pv)=afou+pfov=ap(u)+pp(v)

Je rappelle que la loi o se distribue a gauche sur la loi + si la fonction de gauche est linéaire (regardez au-dessus), mais par
contre se distribue toujours a droite.

endo résulte du fait que f o uest bien un endomorphisme de E, par composition d’endomorphismes.
2) Soit u un vecteur propre de ¢ associé a la vp A, alors ¢p(u) = fou = Au et u # 0. Alors on écrit f e u — Au = 0 puis
(f —AId) o u =0, ce qui amene, résultat déja vu et qui peut-étre considéré comme du cours, Imu < Ker (f —11d).

Si Imu < Ker(f —A1d), alors (f — AId) o u = 0, puis comme plus haut, f o u = Au, soit ¢p(u) = Au donc u vecteur propre
de ¢ associé ala vp A (a condition toutefois que ce ne soit pas 'application nulle).

aaa
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IMT PSI 2016 (matrices3 x 3) §

1 0 -1
Ex 20 Soient A=| 0 2 0 |etfl'endomorphisme de R® canoniquement associé a A.
-1 0 1

1) Trouver les valeurs propres de f. Est-il diagonalisable ?
2) Soit (a, b) € R?. Trouver les valeurs propres de g = af + bld.

%) A quelles conditions sur (a, b) 'endomorphisme g est-il bijectif?

1) Les valeurs propres sont les racines du polynéme caractéristique :
A-1 0 1
xuA)=det(A,-M)=| 0 A-2 0 |=-=23-4A*+41=2(1-2)?
1 0 A-1
les valeurs propres sont 0 et 2, 2 étant d’ailleurs valeur propre double. SpM = {0, 2 } La matrice M n’est pas inversible car
0 est valeur propre.
A est symétrique réelle donc est diagonalisable. Si on ne le voit pas, on est obligé d'utiliser le théoreme A est diagonalisable
ssi la dimension de 'espace propre associé a 2 est 2, ce qui équivaut, par le théoréeme durang, a rg(2l; —A)=3-2=1:
1 0 1
2I-A=]0 0 0| C=C;C,=0 = rg(2I-A)=1

1 0 1
2) Comme g(x)=Ax <= f(x) = %x (pour a # 0), il suit que les valeurs propres de g sont les A tels que %h =0 <
A= bet%b =2<=> A=Db+2a.gadonc2vp:betb+2a.
Le cas a = 0, qui donne g = bId, homothétie de rapport b, amene que b est la seule vp.
%) Dansle cas a # 0, g est bijectif ssi 0 n'est pas valeur propre ce quis'écrit b # 0 et b # —2a.
Dansle cas a =0, g = bId est bijectif ssi b # 0.
A 0
Ex27% ¥ On suppose A € ., (R) diagonalisable. Mz la matrice par blocs B = ( ) € M,,(R) diagonalisable.
0 A

Comme A est diagonalisable, il existe une matrice Pinversible telle que A = PDP!avecD diagonale. Ensuite, en raisonnant
par blocs, avec des matrices diagonales par blocs, on constate :
Pt 0 |[A O)[P O PT'AP 0 D 0
o pP'flo AJlo P 0 P'AP 0 D
~— ——— ——— —————
R Q A
Onremarque que Q estinversible, d’inverse R, puisque QR = Diag(PP~',PP™') = Diag(I,,1I,) = L, et A estbien diagonale.

Par suite, B est bien diagonalisable, car semblable a une matrice diagonale.

2 -1 1
Ex 26 Donnez 8 «racines-carrées réellesnde A=|1 0 1
1 -1 2




On (essaye) diagonalise d’abord A (Attention! n'est possible que si A diagonalisable...)

A-2 1 -1
D)= -1 A2 -1|==23-422+51-2=(1-1)(A*-31+2)=(1-1)}(1-2)
-1 1 A-2

On aura remarqué 1 racine évidente. A ce stade de I'étude, on ne peut pas encore dire si A est diagonalisable : A le sera ssi
dimE(1) = dim Ker (I —A) = 2. On peut le regarder par un rapide calcul de rang mais diagonalisable n’est pas demandé ici
donc on calcule tout de suite les espaces propres, car on en a besoin pour calculer des racines carrées...

Espace propre associé a 1

On sait déja que c’est ou une droite, ou un plan (hyperplan de R*), puisque 1 < dim E(1) < 2 (cours).

X:(xyz)TeE(l) S AX=X—=I-A)X=X<—= —x+y—-2z=0

dimE(1) = 2, A est donc diagonalisable. Une base de E(1) est ((1,1,0), (1,0,-1)) = (f;, f2)
Espace propre associé a 2

On sait que c’est une droite ( multiplicité 1) :

X y—z = 0 X = z
X=|y|€eEQ2) = AX=2X = (2I-A)X=0<={ -x+2y-2z = 0 <={ y = z
z -X+y =0 z = z

E(2) = Vect(f;) avec f; = (1,1,1).

A est diagonalisable donc on sait (cours) E(2) @ E(1) = R® donc on sait (cours de Sup sur les sev supplémentaires) que

ZF = (f, i, f>) estune base de R>. ¢ est la base canonique de R.

1 1 1 2 0 0
OnposeP=|1 1 0 |=P% onaalorsP'AP=|0 1 0|=D
1 0 -1 0 0 1

On a8racines carrées évidentes de la matrice diagonale D quisontles A = Diag(+ \/5, +1,+1) (Attention! ilyen a d’autres...).

Par conséquent les 8 matrieces PAP ! sont racines carrées réelles de A puisque :
(PAP™V)2 = PAP7'PAP ! =PA?P ' =pDP1 = A
Resterait a les calculer et d’abord a calculer P~! mais c'est trés long...
2 0 0

Remarque : 11y a d’autres racines carrées de A. Le lecteur pourra vérifierque P| 0 2 -3 [P~! convient.

0 1 -2

CCINP PSI 2022 € (matrice par blocs)

A A
Ex 27 Soit B = ( ) € M5, (C)

n n

. (P(A) P(A)) (on —In)
1) Soit P € C[X]. Montrez que P(B) = 0 +P(0)

n n n n

2) En déduire le rang de la matrice B en fonction de celui de A.

% ) On suppose A diagonalisable. Montrez B est diagonalisable et déterminez ses valeurs propres.

1) On commence par calculer B¥. A cette fin, on calcule d’'abord B?, B3, ... jusqu’a ce qu'on conjecture. On démontre
ko gk
A

(propose au correcteur de) par récurrence. Je ne met pas cette récurrence ici. On trouve B¥ = ( ) Attention! cette

0, 0p
formule ne convient pas pour k = 0! (je vous laisse y réﬂéch'irg



Soit P = ZZ:O a,X*, en noubliant pas que a, = P(0), et qu'il faut « isoler » :

P p Ak Ak I, I 0, -I
P(B)= Y aB*+P(0)L, =Y a +rO) [ "+ "
k=1 k=1 On On On On On In
P Ak Ak 0, -I P a AR YP g, AR 0, -I
=3 a @) " M| =T LU Y R
k=0 0, O, 0, I, 0, 0, 0, I,
P(A) P(A 0, -I
_ (A) P( )+Pm) n n
0, 0, 0, I,

2) Je ne vois pas trop comment déduire le rang... ou alors quelque chose de bien compliqué. J'utilise le théoréme usuel
de Sup : si A est de rang r, on peut écrire A = PJ,Q, avec P, Q inversibles et J, la matrice diagonale composée de r 1 puis de

n —r 0. On écrit alors par blocs

Pt oo f[a AlfQt o) (PT'AQTt PAQTY) (1 I
o P1!'Jlo o/l o o - 0 0 1o o

Comme les deux matrices « encadrantes » sont clairement inversibles (quel est leur inverse?), le rang de B est égal a celui

C

de C. Si on regarde les lignes de C, comme il y a 2n — r lignes nulles, rgB < r. Et si I'on regarde les colonnes, comme les
r premieres colonnes représentent le r premiers vecteurs de la base canonique de C*" (je vous laisse y réfléchir), alors
rgB = r. Finalement rgB = r = rg A. Ce raisonnement pouvait d’ailleurs quasiment étre produit sur la matrice initiale, en

gérant un peu différemment les colonnes.

%) On utilise Q1. Soit P un polyn6me annulateur scindé a racines simples de A. C’est possible comme A est diagonalisable
et d’ailleurs le cours nous en donne un, le plus simple d’ailleurs de degré minimal que tant qu’a faire on prend!, P(X) =
[1;(X — ;) ot les A; sont les valeurs propres distinctes de A, on ne les compte pas avec la multiplicité. Deux cas :
e Si P(0) =0, ce qui équivaut a0 vp de A, alors P(B) = 0, et P, scindé a racines simples, annule B, donc B est diagona-
lisable.
¢ Si P(0) # 0, on considere Q(X) = XP(X) qui est aussi scindé a racines simples (je vous laisse y réfléchir) et annule
aussi A. Q vérifie Q(0) = 0 et annule B, B est donc diagonalisable.

Ces 2 cas nous donnent déja (comme P ou Q annulent B) SpB < SpAU {0 } Reste a prouver 'égalité

Méthode 1: On peut calculer le polyndme caractéristique de B vu que la matrice est triangulaire par blocs :
AL -A -A

xs(A) = det(AlL,, — B) = det
0 Al

) =det(Al, — A)det(AL,) = A" x4 (1)
Le résultat suit.

Méthode 2 : Comme B est diagonalisable, rappelons que la multiplicité des valeurs propres est la dimension de I'espace
propre associé.rg B = r donc 0 est valeur propre de B de multiplicité 2n —r. Soit A unevpde Aet X # 0tq AX = AX. Alors

en ayant I'idée de chercher un vecteur propre sous forme de blocs Y = (’é ), on arrive a:

A Al(X AX AX
BY = = = =AY
0 o0/\o 0 0
Ceci donne bien A vp de B car (important) Y + 0. Par cette méthode, on a plus les vecteurs propres.

Question : At-on, sous cette forme, tous les vecteurs propres de B?
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CCINPBQ MP 2021-2011 (diagonalisabilité matrice 3x3)

0 a c¢
Ex 28 SoitA=|b 0 c|. Aest-ellediagonalisable dans .#;(R)? .#5(C)?
b —-a 0

On calcule le polyn6me caractéristique :

x -a -c
xa(x)=det(xI-A)=|-b x —c|=-=x(x*+ca-ba-bc)
-b a x

* ca—ba—bc <0.Aa 3vpdistinctes réelles : 0 et i\/m, donc est diagonalisable dans R, donc a fortiori,
dans C.

e ca—ba-bc > 0. y, nest pas scindé sur R, A n'est donc pas diagonalisable dans R (ou autrement dit A n’a pas
3 vp réelles comptés avec la multiplicité). A admet 3 vp distinctes complexes : 0 et ii\/m et est donc
diagonalisable dans C.

* ca—ba-bc =0. Aadmet une seule vp qui est 0. Par conséquent A est diagonalisable (dans R comme dans C) ssi A

est égale a 0.1 (résultat déja vu et utilisé en exos) ce qui équivauta a = b = ¢ = 0.

Mines-Ponts PC 2014 (matrice 3x3) X

0 z z
Ex 30 Soit z € C. Donner une CNS sur z pour que A soit diagonalisable. A=|1 0 =z
1 1 0

On calcule le polynéme caractéristique (je ne mets pas les détails ici) y, = X — 32X — z% — z. Ensuite I'idée usuelle est de
trouver une racine évidente, mais il n’y en a pas pour z quelconque. Alors on peut commencer par regarder le cas suffisant
de diagonalisabilité : les 3 racines complexes sont distinctes. Il faut se rappeler qu'une racine est (au moins) double ssi elle
est racine commune de y, et y, (en fait toutes les racines complexes sont simples ssile PGCD y, A x, = 1, mais ceci n'est
pas dans le programme de PSI). On calcule y); = 3X? —3z. On a de la chance! On a tout de suite les racines de y/, : ce sont

les racines carrées de z. On les note +w. Regardons si elles sont racines de y, :
Ya(2w) = +0° - 3z(+w) - 2° -z = +0® -3+ 0® - 0* - W? = —0* - 20% - 0? = —~0W?* (0 +1)?

* Pourw #0,-1,cad z # 0,1, y, n'a donc que des racines simples et A est donc diagonalisable.

e Siw =0, cad z = 0, la matrice est triangulaire avec des 0 sur la diagonale. 0 est donc la seule vp. On sait alors que A
esr diagonalisable ssi A = 0i = 0 ce qui n 'est pas.

* Siw = -1, cad z = 1, la matrice est symétrique réelle donc diagonalisable.

Conclusion : A est diagonalisable ssi z # 0.

X PSI 2022 | Mines-Ponts PSI 2017 (diagonalisabilité matrice n x n) ¥

Ex%7%
Soit C € #,(R) donnéepar c; = j+n(i—1)pourl=<i,j<n. [Mines:C=A+nBavecA=(j)i<jen B=(i—1)1<;jen]-
1) Déterminez le rang de C.

2) Lamatrice C est-elle diagonalisable?

1) Onremarque que chaque colonne de Cs'écrit C; = jU+nV,ouU =(1,1,...,1) etV = (i—1),<j<,. Onen déduit rgC < 2.
En considérant la sous-matrice 2 x 2 de C d’indices [1,2] x [1,2] qui vaut (,1,, ,2, ) qui est inversible, on en déduit rgC > 2

puis finalement rgC =2
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2) On commence par remarquer que la matrice réelle C n’est pas symétrique. Comme rgC = 2, 0 est vp de multiplicité au

moins n — 2. Reste 2 vp a trouver. On constate que :

v “ +1
CU=(Y j+n*(i-1), ., = jU+nvz%U+n2V
j=1 - j=1
n,. . n . n.' n ) ng_n n3_n2
CV=(LjG-D+n(i-1) Y (D)= L JG-DU+n (-1 V =Vt ——V
j:l j:l ]-:1 j:1

Le plan P = Vect(U, V) (car (U, V) libre donc base notée &) est donc stable par ¢ (endomorphisme canoniquement as-

socié a C), on considere alors ¢’ 'endomorphisme induit par ¢ sur P. On sait y | x.-

2 3

n“+n n"-—-n
Mat(c’, F)=| 2 3 l=c
2 n®—n?
n —_——
2

On peut trouver les 2 vp manquantes en cherchant les 2 vp de la matrice C’, a condition qu’on ne trouve pas 0. C'est bien

le cas, puisque det(C") = 3(n® + n)(n® - n*) - 1n*(n® — n) = n®(n+1)(n - 1)(3 — 3) < 0. Elles sont donc aussi distinctes,

sauf si la racine double est imaginaire pure (carré négatif), mais ceci n’est pas possible en considérant la trace.

Remarque : On pourrait donc calculer les 2 valeurs propres en calculant celles de C’, mais ici le calcul serait un peu fasti-
dieux quoique faisable avec le discriminant. On obtiendrait aussi les 2 vecteurs propres associés mais dans R?. Comment

retrouver / en déduire ceux de C?

Centrale PSI 2022 (matrice circulante)

Ex 74 Soient ay, ...,a,_, € C et 6 € R. On pose

i0
01 0 .. 0 ay Ay ... Ap o, e
oo 8 ap-q Gy ) [ e*’f
] =K 0 A= an_za -1 - %] V = ®
w1 B o~ w4y X
1 0 0 O al an_ﬂn_l ao eln@

1) Exprimez A comme polynéme en J
2) Montrez J diagonalisables dans C. Déterminez une CNS pour que V soit vecteur propre de J.

¥ ) Montrez A diagonalisable ds C. Exhiber P € 41,,(C) tq P~' AP est diagonale. En déduire expression de det A.

1) Sije Z(R") est'endomorphisme canoniquement associé a J, il vérifie j(e;) = e;_; en utilisant usuellement I'indice
modulo 7 (e, = €, e_3 = e,_3, € = €,,... par exemple). Ceci évite de multiplier les cas. On en déduit immédiatement
que j*(e;) = e;_, en particulier j” = Id. La matrice J* est la matrice constituée de 0 et les 1 sur les diagonales j = i — k,
toujours modulo n, (donc aussij=i+n— k) (pour1<i,j<n).

Par suite, ona A = agl +a,J + - +a,_,J" L.
Remarque : A est appelée matrice circulante.

2) OnavuJ" =1donc] annule X" — 1 polynéme scindé a racines simples dans C (de racines les n racines n-ieémes de 1).

Les vp de J sont donc des racines n-iémes de 1 (les?)

OnajV = (e%?,...,e'" %) V est vecteur propre de J associé a A ssi existe k tq e/? = 1eU~D¥ (toujours avec la convention

I'entier j modulo n). Ceci ameéne e”? = 1"e® = 1. Réciproquement, si e’ = 1,onajV = e’V

3 ) Comme] est diagonalisable, tout polynome en J I'est, donc A, car / = PDP~! améne immédiatement Q(J) = PQ(D)P™*
et Q(D) est bien une matrice diagonale (somme et produit de matrices diagonales).

Prenons6 = 27” Onabien e’ = 1. Notonsw = e = e?”/", La question précédente permet de constater que V (6), ..., V(n8)

sont des vecteur propres et forment une famille libre puisqu’associés a des vps toutes distinctes : les e’ = w* pour

1 < k < n, qui sont d’ailleurs les n racines n-iemes de 1. 19



2

La matrice, par blocs de colonnes, P = [V(0)...V(n0)] est donc inversible et vérifie P~'JP = Diag(w,w?...,0"), puis

P~'J*P = Diag(w®,w*",...,w"") etenfin P"'AP = Diag( {2} ar 0", L12b arw®, ..., L12 aro™™ ).

1 1 1

2 6

Ex%6 CalculezA",pourA=|2 1 1
6 3 1

Méthode 1 usuelle par diagonalisabilité :

1
6

xaA) =det(A-A)=| -2 A-1 -1 |=-=2"-3A2=2%(1-3)
-6 -3 A-1

On a donc A diagonalisable ssi dim E(0) = 2 ssi Ker A est un plan.

Calcul de E(3) = Ker(31d - A) On sait que c’est une droite. On obtient E(3) = Vect(é, %, 1) = Vect(1,2,6) = Vect(e,) par:

X 2x—§y—§z = 0 X = éz
X = ¥ €E(3)C>(313—A)X:0<$ —2x+2y—%z = () < y = %z
z —-6x—-3y+2z = 0 = z

Calcul de E(0) = Ker(A)

x X+3y+5z = 0
X=|y|€E(0) <= AX =0 < 2x+y+%z = 0 <= 6x+3y+z=0
z 6x+3y+z = 0

E(0) est donc un plan dont une base est Vect ( (0,1-3),(1,0,-6) ) On en tire aussi A diagonalisable.
———— ————

€2 €3

On diagonalise A : comme E(3) ® E(0) = R®, & = (e, e,, e3) est une base de R®. On pose ¢ la base canonique de R® et

a € £ (R%) I'endomorphisme canoniquement associé a A. On pose, par exemple :

e e e a(e)) a(e) af(es)

1 0 1 e, — 3 0 0
P=|2 1 o |=P7 P'AP = (P7) 'Mat(a,£)P? = Mat(a, F) =e, — 0 0 o |=D

6 -3 -6 e; — 0 0 0

puis, sans détailler le calcul de P~ :

1 0 1](3" 0 0 6 3 1 L L -
1
A"=(PDPY)'=pPD"P'=|2 1 o]|l0 0 O ol 12 2| 23n71  gn-l gn-2 | —3n-lg
6 -3 -6/lo 0 o0 12 -2 -1 23" 3n gnol

Méthode 2 plus élégante par recherche d'un polynome annulateur (cours d'apres) :
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On commence par chercher un polynéme annulateur de degré minimum, sachant que Cayley'-Hamilton*nous en donne
déja un de degré 3 qui est le polyndme caractéristique X* —3X? = X%(X — 1). On est donc aussi obligé dans cette méthode
de calculer le polyn6me caractéristique. Comme tout polyndme annulateur a pour racines les valeurs propres O et 3,iln'y a
ici qu'un seul candidat « plus petit » possible c’est X (X —3). D’autre part, le cours nous apprend que X (X —3) est annulateur
ssi A est diagonalisable. Une premiere possibilité est de regarder rg(A) et de vérifier qu'il es tégal a 1 (c'est immédiat). Une
deuxiéme possibilité, comme A(A—3I) = A —3A est de calculer A® et de remarquer A? = 3A. Bref...on prend donc comme

polynéme annulateur de A, P(X) = X*> -3X = X(X - 3).

Comme le demande la méthode, on effectue la division euclidienne de X" par P(X) qui ameéne :
X" ZP(X)Qn(X) +Rn(X) =X(X_3)Qn(X) +an + bn

Il n'y a pas besoin de calculer le quotient R,,(X), seulement le reste R,,(X). Les valeurs en X = 0 et X = 3 nous fournissent :

0" = b, 1
<~ b,=0a,=3""
3" = 3a,+b,

On en déduit donc X" = X (X —3)Q,,(X) +3"71X, puis « en remplagant » , A" = 3"~ A, en n'oubliant pas que A(A —3I) = 0.

La méthode est bien plus rapide ...

A O
Ex%7 On se donne une matrice B par blocs égale a B = ( ) €eM,,(C)
A

A
1) Explicitez B" puis P(B) pour tout P € C[X].

2) X Etablir B est diagonalisable < A = O (Que remarque t-on dans la QI ?)

n 0
1) Un calcul immédiat et une récurrence montre, laissés au lecteur, que B” = ( ) Puis par linéarité :

nA* A"
agl, + A+ +a,A? 0 P(A 0
P(B)=61012n+alB+---+apo= 0%n 1 P — ( )
A(a1+2a2A+-..+papAP—1) d01n+6l1A+”’+apAp AP!(A) P(A)

Pour arriver a terminer cette exercice, cad traiter la question 2, il faut avoir remarqué le terme AP'(A).

2) Unsens estimmeédiat. Supposons B diagonalisable. Comment utiliser cette hypotheése ? La question précédente suggere
I'utilisation des polynomes... Il existe un polyndme P scindé a racines simples tel que P(B) = 0. Donc P(A) = 0, d'ol1 on

déduit A diagonalisable, et aussi AP'(A) = (XP'(X))(A) = 0. Comment I'utiliser?

On rappelle que a est une racine (au moins) double ssi on P(a) = P'(a) = 0. Par le contraire, si a est une racine simple
P(a) =0et P'(a) # 0. Notons (a;) les racines (complexes) de P et (b;) celles de P'. D’apres le cours P(A) = 0 améne SpA <
{(a;)} et AP'(A) = 0 ameéne SpA < {0,(b;)} dou SpA < {(a;)} N {0,(b;)}. Je vous laisse réfléchir au fait que ceci impose
Sp A c {0}. Par suite A est diagonalisable de seule valeur propre possible 0, donc A = POP™! = O.

1. Arthur Cayley : mathématicien anglais (1821-1895). Un des inventeurs du calcul matriciel.
2. William Rowan Hamilton : mathématicien irlandais (1805-1865). Connu pour la découverte des quaternions.
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CCP PSI 2011 (Equation matricielle) %

-1 0
Ex%8  Trouvezles M € ./,(R) tq M3 -2M = ( )
10 4

a b

Il est bien stir maladroit, voire infaisable, de poser M = (
c

) et d’essayer de résoudre le systeme obtenu. On pose, pour

raisonner correctement, U = ( ) U est triangulaire donc de valeurs propres sur la diagonale, -1 et 4, distinctes donc

10 4
U est diagonalisable.

On « lit » aussi sur la matrice E;(4) = Vect (0, 1) et on calcule immédiatement E;;(—1) = Vect(1,—2). D’0A! en posant P =

1 0 1 -1 0
, P"UP=D= .
-2 1 0 4

On fait une Analyse-Réciproque :

Analyse : Si M vérifie M —2M = U, M commute avec U puisque UM = M*-2M? = MU. D’apres le cours, E;;(4) est stable

par M donc comme c’est une droite, M (0,1) = A(0,1). De méme M (1,-2) = u(1,—2). Par suite M est aussi diagonalisable

0u)

et méme co-diagonalisable, puisque diagonalisable dans la méme base, ou au travers du mA2me P : PIMP=A= (
Réciproque :

3 12,3 1 1 3 A-24 = -1
M°-2M=U < P " M°P-2P " MP=P "UP —= N’ -2A=D <

Il
N

p=2p

1 est racine évidente de la 1™ puis 1> =24 + 1 = (1 —1)(A? + 1 — 1) A = 5. les 2 autres racines sont A= %(—1 + \/g).
2 est racine évidente de la 2° puis p® — 2u — 4 = (u — 2)(u? + 2u +2) A = —4. les 2 autres racines sont complexes.
Toutes les solutions de I'équation M*® —2M = U sont donc les M = PAP™ avec u = 2 et A € {1,1,,A_}. Elles sont donc au

nombre de 3.

Remarque : Dans .#,(C), il y aurait par contre 9 = 3 x 3 solutions, avec les 3 possibilités complexes pour p.

Mines-Ponts PSI 2023 (matrice stochastique 3x3) ¥
1/2 1/4 1/4
Ex3%9 SoitM =|1/4 1/3 5/12].

1/4 5/12 1/3
1) Montrez M diagonalisable et donnez ses éléments propres.

2 ) Montrez que (M ") tend vers une matrice N a préciser.

% ) Montrez que N est la matrice d'un projecteur que 'on précisera.

1) La matrice est symétrique réelle donc diagonalisable. On calcule le polynéme caractéristique et les espaces propres,
je ne mets pas de détails. Il peut étre plus astucieux pour les calculs d’écrire M = 3 (§ ?51 %) On calcule gy (1) = A* - ZA% +
A+ =A-DA-A+15), E(1) = Vect(1,1,1), E(3) = Vect(-2,1,1). Pour le dernier il peut étre plus efficace de
remarquer qu’il est orthogonal aux deux autres et donc d’effectuer un produit vectoriel des 2 vecteurs précédents, E(— ﬁ) =

Vect (0, —1,1). On note les vecteurs dans l'ordre e, e,, €3

Remarque : On peut remarquer que la matrice est stochastique (coefficients positifs et somme de chaque ligne égale a 1)

et méme bistochastique (par symétrie) car les colonnes aussi.
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2) De M" = PD"P™! (avec des notations évidentes), et via la continuité de X — PX P! (car linéaire en dimension finie),

il suit I'existence de la limite et :
1 00

limM" = PlimD"P'=P|lo o o|P'=N
0 0 0

Remarque : On pourrait méme utiliser une BON de vecteurs propres, ce qui donnerait P~! = P*

3) On a clairement N? = N, donc matrice d'un projecteur, elle projette sur son image Vect(e;) = E(1), parallelement a
son noyau = Vect(e,,e;) = E (%) ®F (—1—12), elle est donc orthogonale. C’est ce qu’'on appelle un projecteur spectral (les 3
projecteurs spectraux sont les 3 projecteurs associés a la décomposition E(1) @ E (i) oF (—ﬁ) = R3 (les 2 autres ont pour

matrice? je vous laisse deviner).

Remarques

¢ Toute matrice de projection sur une droite Vect(a, b, c) est de rang 1 et telle que toutes les colonnes colinéaires a

b
(a, b, c).Ici, la matrice N est donc de la forme (Z Z i) En prenant une BON et N?=N,ilvienta=b=c puis a = %
a c

¢ Ceci se généralise : si A € #,(R) est stochastique (a coefficients > 0), alors via le théoréme de Perron-Frobenius,
elle admet 1 pour vp simple (associé a U = (1, ..., 1) et toutes les autres sont de module < 1. A” converge donc vers
la matrice P Diag(1,0, ... ,O)P‘l, projection spectrale sur U. Toutes les colonnes sont colinéaires a U et on démontre

que cette (ces) colinéarité V = (ay, ..., a,) est vecteur propre de 1 associt a M' . N = UV" telque U'V =1

Mines-Telecom MP 2018 | Mines-Ponts PSI 2013 (endomorphisme de polynomes) &

1 1 1
Ex40 Soient E =R, [X], AEEtelquef A(t)dt:#Oetu:PEE—»Af P(t)dt—Pf A(t)dr.
0 0 0

Montrez u € £(E) et déterminez ses éléments propres. u diagonalisable?

¢ est linéaire car pour tous a, B € Rettous P,Q € E,

1 1
#(aP+pQ) = AKX) [ (aP(r)+pQ(D)dr —(aP(X)+pQLY)) [ Ar)dr
1 1 1 1
=a(A(X)/0 P(t)dt—P(X)fO A(z)dr)+ﬁ(A(X)fo Q(z)dt—Q(X)fO At dt)
=ap(P)+p$(Q)
¢ est bien un endomorphisme de R, [X] car d’abord il estimmédiat, que comme combinaison linéaire des polynémes A(X)

et P(X), ¢(P) est bien un polynome et ensuite, par la formule du degré d’'une somme : deg(P + Q) < inf(degP,degQ), on
a aussi deg(¢p(P)) < inf(degA,degP) < n.

Analyse pour la recherche des éléments propres de ¢ :

Soit A une valeur propre de ¢, il existe donc un polynéme P non nul tel que ¢p(P) = AP soit encore :
A(X) folP(t) dt — P(X) fOlA(t) dt = aP(X) < (fol P] A(X) = (/1 + fOIA) P(X)
Il vient alors :
e Sid+ fol A#0cad A # - fol A, alors P(X) est colinéaire a A(X).

e SiA+ [} A=0,alors comme A(X) #0, il vient [} P =0
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Maintenant, il faut comprendre que I'analyse est terminée. Essentiellement parce que 'ensemble des polyndmes P vérifiant
Jo P = 0 est un hyperplan, donc « l'idée » est qu'il en « manque un» qui est A(X) (la ligne du dessus). On a donc « tout
trouvé », sous réserve que la réciproque soit Ok. Ceci n'est d’ailleurs pas vraiment a écrire sur la copie.... C'est du feeling

mathématique ...

De fagon précise qu’a t-on trouvé (prouvé) dans I'analyse? Que pour la valeur propre — fol A, les seuls vecteurs propres
possibles sont les P vérifiant [} P = 0, un hyperplan donc au « maximum » et qu’il y a un autre vecteur propre possible

A(X) associé a une valeur propre différente de — [ A.

Syntheése :

» On commence par calculer ¢p(A) = A fOIA -A fOIA = 0. Comme A(X) + 0, 0 est valeur propre de ¢ et (attention au
raisonnement!) donc E(0) > Vect ( AX )]. On n'a pas (encore) démontré I'égalité.

» SoitPe H = {P eEE/ fol pP= O}, alors un calcul immédiat amene ¢ (P (X)) = — fol A(t)dt P(X).Comme il existe au moins
un P # 0 tel que ;' P = 0 (par exemple P = —% +X), alors a = — [} A est bien valeur propre et 'espace propre associé vérifie

E(A) o H. Attention au raisonnement, c’est pas parce que « ceux-la marchent » qu'il n'y en a pas d’autres d’ott I'inclusion.

Conclusion : Comme il ne peuty avoir plus de n + 1 valeurs propres, ou mieux ici (on reverra cela en cours), la dimension
totale des espaces propres en peut dépasser n + 1, qu'on a ici, a cause de hyperplan et a cause de fol A # 0 qui donne 2
valeurs propres distinctes, une dimension égale a (n+ 1) —1+1 = n + 1, on en déduit que les inclusions précédemment

vues ne peuvent étre que des égalités :
1
spp =10, —f A} Kerg = Ker(¢p—0.Id; )= Vect(A(X)]  Ker(p+ [} Alds)=H
0
Les 5/2 en déduiront que 'endomorphisme ¢ est diagonalisable.

Remarquel :
Je vous démontre que c’est bien un hyperplan: il suffit de démontrer noyau d’'une forme linéaire non nulle. 1l est clair que

f:PeR,[X]— [ Pestune forme linéaire non nulle. Ok.

CCP PSI (endomorphisme de matrices)

Ex41 Soient A et B deux matrices carrées non nulles réelles d’'ordre n. On définit ¢ sur M, (R) par ¢(M) = M +
tr(AM)B. CNS pour que ¢ soit diagonalisable ?

Analyse :

Soit A une valeur propre de ¢, il existe donc M # 0 tel que ¢p(M) = AM qui ameéne (1 —1)M = tr(AM)B.

On en déduit ou bien A = 1, ou bien M colinéaire a B (car M = %B). Cecipeut s’analyser un peu plus finement en disant
que les seuls vecteurs propres possibles associés a une valeur propre A # 1, sont les vecteurs colinéaires a B.

A =1amene tr(AM) =0, car B # 0. On note H = {M, tr(AM) = 0} qui est un hyperplan (cours), car noyau de la forme
linéaire non nulle M — tr(AM). On a donc que les seuls vecteurs propres « possibles » sont les matrices appartenant a H.

Lanalyse est donc terminée.

Syntheése :
On calcule ¢(B) = (1+ tr(AB))B = aB, soiten posant & = 1+ tr (AB), « est valeur propre de ¢ car B + 0, et E(a) > Vect(B).

VM € H, on a évidemment ¢(M) =M +0 = 1.M, soit E(1) o H. Deux cas se dessinent alors :
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e Sitr(AB) #0,cad a # 1, pour des raisons de dimension, dim(E (a)®E(1)) = 1+n2-1 = n?, on ne peut avoir qu’égalité
et nécessairement E(a) = Vect(B) et E(1) = H, et aussi dim(Vect(B)® H) = dimE(a) +dim E(1) = n?, ce qui améne
¢ diagonalisable.

e Si tr(AB) =0, a = 1, donc B vecteur propre associé a 1. Ici, Vect(B) c H. 1 est donc ici la seule valeur propre de ¢.
¢ n'est donc pas diagonalisable, car sinon, selon un raisonnement usuel, on ne pourrait avoir que ¢ = 1.1d, ce qui

n'est pas.

Remarque : En fait ici 1 est valeur propre d’'ordre n* mais 'espace propre associé H a pour dimension n? — 1, on

retrouve par une autre méthode que ¢ n'est pas diagonalisable).

Conclusion : ¢ est diagonalisable ssi tr(AB) #0

Remarque : Je rappelle que si une matrice M n'a qu’une seule valeur propre (notée a), elle n’est diagonalisable que si c’est

M = al,.Eneffet: M = PDP™! = PDiag(a,...,a)P™' = Pal,P™' = aPP™' = al,,.

Ex42 Soient une décomposition en somme directe E,  --- ® E,, = E, les projecteurs associés (p;),.;, et n scalaires
a,...,a,. Montrez que f € Z£(E) défini par f = a,p, + ‘- + a,p,, est diagonalisable.

Précisez son polynome caractéristique. (On pourra considérer la restriction a E;)

Soient Ey, ..., E, tels que E; & --- & E,, = E et (p;) les projecteurs associés, cad p; est la projection sur E; parallelement aux
«autres», cad ®;,E;. Ona p; o p; = p;, p; o p; = 0 pour i # j, cad p; o p; = §;; etaussi p; + - + p, = I d, puisque la somme
des E; est égale a E. Pour tout x € E, on peut « voir » p;(x) comme le décomposé / projeté de x sur «'axe » E;.

Pour deux espaces supplémentaires F & G = E, si p est la projection sur F parallelement a G, les projecteurs associés sont

p, Id — p en rappelant que Id — p est la projection sur G parallelement a F.

Considérons f = a;p, + - + a,p,. Pour tout x; € E;, on a f(x;) = a;p;(x;) = a;x;, puisque p;(x;) = 0, pour j # i. Il vient
X; vecteur propre associé a a;, ou autrement dit E(a;) = Ker(a;Id — f) o E; (Attention! , il n'y a pas = a priori). On sait,
d’aprés le cours E(a,) @ --- @ E(a,) C E.
En utilisant I'hypotheése :

E=E &---®E,cE(a,)®-®E(a,)cE

on en tire l’égalité, soit E(a,) ® - ® E(a,) = Ker(a;Id — f)®--- & Ker(a,Id — f) = E, cad f diagonalisable.
On en tire aussi I'égalité E(a;) = Ker(a;Id — f) = E;, et si E; # {0} (hypothese laissée possible par I'énoncé), il vient a; est

valeur propre de f d’espace propre associé E;. Ona y(X) = (X — a,)imE x oo x (X — a,,)4imEn

Ceciestvraiméme ssi E; =0 < dimE; =0

Ex47% Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension 7 et (e, ..., e,) une base de E. On suppose

f(e))=f(e)=--=f(e,) =vavec v € E. Discutez la diagonalisabilité de f.
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En rappelant que Im f = Vect(f(e,),...,f(e,)) pour (e, ..., e,) base de E (cours), il vient Im f < Vect(v). Si v =0, I'endo-
morphisme f est nul donc diagonalisable. Si v # 0, Im f = Vect(v) et rg(f) = 1. Par le théoréme du rang, dim Ker f = n—1.
Par suite la multiplicité de 0 vaut u(0) = n—-1.Ona v = v, e; + - + v, e, et par linéarité, f(v) = (X}, v;)v.

*Sid= Y} ,v;#0,0naAvpde f associé a (au moins) v. par suite u(A) = 1. Pour des raisons de dimension (la
somme des dimensions de tous les espaces propres ne peut dépasser n) ou du fait qu'il n’existe pas plus de n vp
ou de multiplicité (la somme totale de toutes les multiplicités de toutes les racines ne peut dépasser n), les 2 in-
égalités deviennent des égalités, puis u(0) = n—1 = dim Kerf et uy(1) =1 = dimE(A) = dim Vect (v). f est donc
diagonalisable.

* Si Y7_, v; =0, 0 est une vp de multiplicité n mais dim E(0) = dim Ker f = n -1 < n donc f n'est pas diagonalisable.

Conclusion : f est diagonalisable ssila somme des coordonnées de v est différente de 0.

Remarque : Le lecteur pourra s’assurer, par exemple en prenant une matrice dans une base bien choisie : (v) complétée,

que f est diagonalisable ssi tr (f) # 0. C'est un résultat général pour un endomorphisme de rang 1

CCP PSI 2022-2021 €3 -2019 (diagonalisabilité endomorphisme)

Ex4%
Soient E un ev de dimension n, [ une forme linéaire non nulle sur E et a # 0 € E. On posef : x € E — [(a)x — l(x)a.

1) Montrez f endomorphisme de E. Calculez f(a).

2) [2019 : Déterminez Ker (f) et calculez f( Ker l)] .

%) Calculez les éléments propres. Lendomorphisme f est-il diagonalisable? [2021 : Ind. : distinguer les cas I(a) = 0 et
I(a) #0)]

4) [2021,2019: On suppose [(a) = 0. Calculez f?, en déduire un polyndme annulateur de f. Retrouvez le résultat de Q4)]

1) Lalinéarité de f résulte de la linéarité de [ et de celle de Id : x — x. Je ne le démontrerais donc pas ici. / étant une

forme linéaire, [(a) et [(x) sont des réels, I(a)x — [(x)a est bien un vecteur de E, d'oli endomorphisme.

f(a)=0.0n en déduit Vect(a) c Ker f (Attention! alerreur de raisonnement : il n'y a pas égalité a priori!)

2) Onx € Kerf < I(a)x = l(x)a. Cette écriture permet de comprendre que, si [(a) # 0, x est colinéaire a a. On distingue
les deux cas :
e Sil(a) # 0, on vient de voir x colinéaire a a, soit Ker f c Vect(a). D’apres la question précédente, Ker f = Vect(a).
* Sil(a)=0, on aimmédiatement x € Kerf < [(x).a=0 < x € Kerl (car a # 0). Soit Ker f = Ker! qui est alors

un hyperplan (forme linéaire non nulle).

On constate que si x € Ker/, f(x) = I(a).x. Dong, si [(a) = 0, f( Kerl) = {O}, l'evnul. Si I(a) # 0, f(x) colinéaire a x est
donc dans Ker I. Attention! , a priori, seulement f( Ker!) c Kerl. On étudie I'inclusion réciproque : en fait si x € Ker/, il
1

1
suffit de remarquer x = f (mx) et aussi mx € Kerl, d'oul'égalité.

Remarque : Plus subtil : dans le cas [(a) # 0, on peut remarquer que Ker f et Ker ! sont en somme directe, donc 'endomor-

phisme induit sur Ker ! est une bijection (je vous laisse y réfléchir), d'ot1 I'égalité pour des raisons de méme dimension.

%) Laquestion Q2 aidait (un peu) car elle nous donne la valeur propre 0 et 'espace propre associé qui est Ker f mais elle

n'’était pas posée en 2021-2022. On procéde par Analyse-Synthese.

Analyse :
Soit A vp de f, il existe x # 0 tel que f(x) = [(a)x — I(x)a = Ax soit (l(a) — /l)x = [(x) a, égalité vectorielle, a un scalaire

pres, entre x et a. Méme raisonnement qu’avec le noyau : on, (c)iistingue 2cas:



e Si A+ Il(a), alors x est colinéaire a a.
11 faut bien comprendre le raisonnement : ceci signifie que si la valeur propre n'est pas I(a), une seule autre valeur
propre est « possible », celle associée au vecteur propre a, si il l'est...

e SiA=1I(a),alors l(x)=0.
1l faut, ici aussi, bien comprendre le raisonnement : les seules vecteurs propres (possibles) associés ala vp I(a) sont
ceux qui vérifient /(x) = 0.

On en sait assez pour procéder a une synthese...

Synthese :
On avu f(a) = 0 = 0.a. Donc cest une autre valeur propre que [(a) ssi [(a) # 0 d'ot1 les 2 cas indiqués par 'énoncé pour
vous aider :

e I(a) #0.0Onadonc 2 vp de f d’apres l'analyse : I(a) et 0. Onavu E(I(a)) > Ker! = H qui est un hyperplan, et £(0) >
Vect (a). Pour des raisons de dimension (ces deux espaces propres étant en somme directe) ce sont deux égalités.
D'oudimE(l(a))+dimE(0)= n—1+1=dimE. f est diagonalisable (on peut aussi raisonner avec la multiplicité).

e [(a) = 0. Une seule valeur propre 0. On sait alors f diagonalisable ssi f = 0.Id ce qui n'est pas car / n’est pas l'appli-
cation nulle.

En fait, on a ici, multiplicité de 0 égale a n et dimension de 'espace propre associé (le noyau) égale a n —1

4) I(a) = 0. f nest pas diagonalisable donc on sait déja qu'un polynéme annulateur de f ne sera pas scindé a racines
simples. Comme il n'y a pas de vp complexes, il sera scindé (dans R) a racines multiples. Comme la seule valeur propre est
0, un polynéme annulateur « simple » est sans doute X? ou X3... Je vous laisse y réfléchir ...
Vx€eE, f2(x) = f(f(x))= f(l(a)x - I(x)a) = I(a) f(x)~1(x) f(a)=0
T ‘q—_/

0
X? estannulateur de f. On en déduit f nilpotent donc non diagonalisable, mais ce n’est pas « stricto-sensu» du cours, on le

redémontre (un éleve « ambitieux » peut néanmoins le retenir). Attention! a ne pas commettre |’ erreur de raisonnement

suivante (Clest le « piége »!) : X* n'est pas scindé a racines simples donc f n'est pas diagonalisable.

Je démontre qu'un endomorphisme nilpotent f (non nul) ne peut pas étre diagonalisable. On a f” = 0. D’abord la seule vp
possible est 0 puisque f(x) = Ax,avec x # 0, ameéne f”(x) = AP x donc A” =0, puis A = 0 (car c’est un réel ou complexe).

Par suite f est diagonalisable ssi f = 0.1d ce qui n'est pas.

Remarque:Sil(a) =0, f(x)=-I(x) a. f est de rang 1. Je vous laisse y réfléchir.

Ex46 *0n se donne deux endomorphismes diagonalisables u et v d'un K-ev de dimension finie tels que
uo v = vo u Prouvez qu'ils sont co-diagonalisables. (On dit aussi diagonalisables dans une méme base ou au travers d'une

méme matrice de passage)

Soient u et v deux endomorphismes diagonalisables qui commutent uov = vou.Notons A, ..., A, les valeurs propres de
uetE; = E(A;) = Ker(A;1d — u) les espaces propres associés. De la diagonalisabilité de u, il résulte la décomposition en
somme directe E, & --- & E,, = E. De la commutativité, le cours nous apprend que E; est stable par v, soit donc v; I'endo-

morphisme induit par v sur E;. Comme v est diagonalisable, v; 'est aussi. Considérons alors une base & ; de E; constituée
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de vecteurs propres de v;. ce sont donc des vecteurs propres de v, mais aussi des vecteurs propres de u car appartenant a
I'espace propre de u qui est E;.
Dela décomposition en somme directe, il résulte que la réunion de ces p bases & ; est une base de E constituée de vecteurs

propres a la fois de u et de v.

Remarque : En version matricielle, ce théoréme s’écrit : si A et B sont deux matrices diagonalisables qui commutent, elles
sont co-diagonalisables, cad il existe une méme matrice inversible P telle que, a la fois, P"' AP = D avec D diagonale et

P~'BP =D’ avec D' diagonale

Mines-Ponts PSI 2022 | Centrale PSI 2005 (endomorphisme division euclidienne) ¥

Ex48 Soit u défini sur R;[X ] par u(P) est le reste dans la division euclidienne de (X* — 1)P(X) par X* - X.
1) Montrez que u est un endomorphisme
2) Donnez Keru et rgu. [Centrale : Donnez aussi Imu] .

%) u est-il diagonalisable? [Centrale : En plus, donnez Sp u] .

1) Pour une fois, linéaire n'est pas évident... Soient a, § € R et P;, P, deux polynomes de R;[X]. On note Q;, R; leurs restes

respectifs dans la division euclidienne de (X* — 1)P;(X) par X* — X. On adonc:
X*=1D(aP, +pP) = a(X* - 1)P, + B(X* - 1)P, = (aQ, + BQ,)(X* - X) + aR, + R,

Comme deg(aR; + BR,) < max(degR,,degR,) < deg(X* — X), c’est la clé du raisonnement!, c’est bien le reste dans la

division de (X* —1)(aP, + BP,) par X* — X. Par conséquent u(aP, + BP,) = aR, + R, = au(P;) + Bu(P,).

C’est bien un endomorphisme car, par définition de la division euclidienne par X* — X, le degré du reste est bien < 3.

2) Onaimmédiatement P(X) € Ker u ssiX*—X divise (X*-1)P(X). Onserappelle, en raisonnant dans C, qu'un polynéme
divise un polynéme Q ssi toutes ses racines complexes sont racines de Q avec une multiplicité au moins aussi grande, c’est

en général le résultat le plus utile.

CommeX*-X=X(X-1)(X-j)(X-j?et(X*-1)P(X)=(X-1)(X+1)(X -i)(X +i)P(X), X* - X divise (X* —1)P(X) ssi
0,j,j? racines de P ce qui équivaut a X (X2 + X + 1) divise P. Pour des raisons de degré, Ker u est donc la droite engendrée

par X(X?+X +1), et u est de rang 3.

En notant le role particulier de (X — 1), et le fait que (X* — 1)P(X) = Q(X)(X* - X) + R(X) ameéne que X — 1 divise R(X),
on alinclusion Imu < {P € Ry[X], (X —1)| P}, puis I'égalité pour des raisons de dimension. C'est d’ailleurs 'hyperplan

{P,P(1)=0}.

3 ) Siaestvpde u,ilexiste P # 0tq (X*—1)P(X) = Q(X)(X*-X)+aP(X) cequiamene X (X —1)(X*+X+1) | (X*~1-a)P(X).
Comme degP < 3, nécessairement, (au moins) 0 ou 1 ou j ou j? est racine de X* — 1 — a (on peut enlever le cas jZ par
conjugaison dans un polynéme réel). On arrive a a = 0,—1,—1 + j, cette derniére exclue aussi car on est dans un R-ev, on

cherche par défaut des vp réelles.
Pour a = -1, u(P) = —P équivaut a (X — 1)(X? + X +1)| X*P(X), ce qui ameéne a : I'espace propre associé a -1 est la droite

dirigée par (X — 1)(X? + X +1) = X3 — 1. Comme la somme totale des dimensions des espace propres est 2, u n'est pas

diagonalisable (sur R).

Remarque : Si on cherche I'espace propre associé a la vp complexe —1 + j (rp. —1 + j?), on trouve la droite dirigée par

X(X -1)(X -j?) (rp. X(X = 1)(X —)), u est donc diagonali%agble sur C.



CCINP PSI 2023-2022-2021 (endomorphisme de matrices)

Ex46 Soita,b e R** et E = .#,(R).On pose VM € E, u(M) = aM + bM".
1) Montrez que u est un endomorphisme.
2 ) Trouvez un polynéme annulateur de u de degré 2.
% ) Montrez que u est diagonalisable et déterminez ses valeurs propres.

4) Calculez tru et det u.

1) Laissé au lecteur

2) Onremarque que u s'écrit u = ald + bt avect : M — M" . Or les valeurs propres de ald +¢ sontimmédiatement celles
de ¢ augmentées de a et associées aux mémes espaces propres puisque ¢p(x) = Ax < (ald + ¢)(x) = (a + 1)x. Par suite,
7 étant une symétrie puisque 72 = 1, on sait alors que ses valeurs propres sont -1 et 1, et que E, (1) = .%,(R) et E,(-1) = A,,.
On en déduit que les valeurs propres de u sont a + b, d’espace propre associé .#,(R), et a — b, d’espace propre associé A,,.
Méthode 1 : #,(R) est dimension "("T“) et A,, de dimension @ Pour montrer u diagonalisable,on peut constater
dimE,(a+b)+dimE,[a—b) = @ + @ =n?=dim .«,(R).

Méthode 2 (par un polynéme annulateur) : On calcule, en remarquant que Id et T commutent, pour appliquer I'identité
remarquable :

w?=a*ld + b*1? +2abt = (a? + b*)1d + 2a(u —ald) = (b* - a?®)1d + 2au

u annule le polyndome X* — 2aX — (b* — a*) = (X - (a + b))(X - (a — b)), polyndome scindé a racines simples si a + b #
a—b < b # 0. De toute facon, si b = 0, u est diagonalisable puisque u = ald. On retrouve d’ailleurs aussi les valeurs

propres.

%) Connaissant toutes les valeurs propres A et leurs multiplicités respectives p, il suffit d’'appliquer les formules du cours

la trace est la somme des valeurs propres, soit la somme des uA et le déterminant le produit, soit le produit des A* :

_ n(n+1) n(n—1)

tru (a+b)+T(a—b)=n2a+nb detu = (a + b)""*V/2 (q — p)r(n-D/2

Ex21 On se place dans un C-ev de dimension finie E
1) ¥0On suppose f diagonalisable. Montrez f? diagonalisable. Montrez que la réciproque est fausse.
2) *0n consideére ici un endomorphisme f tel que f> est diagonalisable. Etablir  f est diagonalisable

< Ker f = Ker(f?) (Indication : utilisez les polynomes annulateurs)

1)
Méthode 1 (par les morphismes) :

f est diagonalisable, il existe donc une base de E (e, ..., e,) constituée de vecteurs propres de f, cad f(e;) = 1;¢;. On a
immédiatement f?(e;) = f(A;¢;) = A;f(e;) = AZe;. Cette base est donc aussi constituée de vecteurs propres de f* : f* est

diagonalisable.

Méthode 2 : (par les matrices)
M est diagonalisable, il existe donc P € ¥I,,(R) etune matrice diagonale D tellesque M = PDP~'.Tls'ensuit M? = (PDP™')? =

PDP'PDP™! = PD?P~!. D? étant aussi diagonale, M? est semblable a une matrice diagonale, donc diagonalisable.
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La réciproque de f diagonalisable = f? diagonalisable est fausse comme I’établit le contre-exemple suivant :

0 -1 -1 0
R:( )eﬂZ(R) Rzz( )
1 0 0 -1

R? = —] est diagonalisable puisque diagonale! R n'est pas diagonalisable car son polynome caractéristique 1y(x) = x? -

trJ x +det]J = x? + 1 nest pas scindé sur R (c'est la matrice de la rotation d’angle Z).

2)
Ici Kerf = Ker f? et f? diagonalisable. Il existe donc un polynéme P € C[X], scindé a racines simples, qui annule

f2. Notons a;, ..., @, ses racines complexes (qui sont donc de multiplicité 1). On a donc :

P
(F2-antdg)o...o (£~ a,ldg) =0
Lidée a trouver était que, le polynéme Q(X) = P(X?) annule f, cad : Q(X) = (X2 — ;) x == x (X2 - @,). Evidemment, a

priori, il n’a aucune raison d’étre a racines simples. Mais il est scindé car on est dans C. Pour simplifier, étudions 2 cas :

¢ Aucun des a; n’est nul. En notant +f;, les deux racines carrées complexes de «;, on a

QX) =(X+B)(X =) ... (X +B,)(X - B,)

qui est bien a racines simples, car la « distinction » des a; amene la « distinction » des +f; (c’est un peu « triché » lire
plus bas). f est donc diagonalisable.
Notons que I’hypotheése sur les noyaux nest pas utile dans ce cas. D’ailleurs, on a ici Ker f = {0} = Ker f2, 0 n'est pas

valeur propre et f et f2 sont des bijections.

¢ Un des a; est nul. Notons le a et « gardons » les autres. On a donc ici

QX)=X* (X+p)X-B)... (X +B,)(X -B,) =X*R(X)
R(X)

On voit bien le « probleme » : 0 est racine double du polyndme annulateur ce qui ne prouve rien, mais on ne peut
appliquer le théoreme.... Il faut donc utiliser I'’hypotheése sur les noyaux. En rappelant qu’il est immédiat (quasi-

cours) que Ker f ¢ Ker f2, 'hypothése servira certainement plutot sous la « forme» Ker f* c Ker f qui s’écrit aussi :

si f2(y) =0, alors f(y) = 0.

Soit x € E. Comme I'endomorphisme Q(f) = O, il suit, en particulier : Q(f)(x) = (f2 ° R(f))(x) = f? (R(f)(x) ) d’olt
l'on tire R(f)(x) € Ker f?, et par hypothése, R(f)(x) € Ker f, soit f(R(f)(x)) = 0 ou encore en utilisant le polynome
S(X)=XR(X), onaS(f)(x) = 0. Ceci étant vrai pour tout x, S(X) est donc un polyndéme annulateur de f et il est

scindé a racines simples. f est donc diagonalisable.
SX)=XX+p)X-p)... (X +B,)(X - Bp)

Ici f et f? sont diagonalisables. On sait, de maniére quasi-immédaite, Ker f < Ker f? (Je ne le redémontre pas ici,

c’est trop simple). On va démontrer |’égalité par Iégalité des dimensions.

Soit (e, ..., e,) une base de E de vecteurs propres de f, avec f(e;) = A;e;. C'est aussi une base de E de vecteurs propres de

f?, car f?(e;) = Afe;, comme déja vu plus haut. Rappelons e pour des endomorphismes diagonalisables, la multiplité



d’une valeur propre est égale a la dimension du sous-espace propre. On a
,uf(0)=Card{i|/1,-:0} ufz(O):Card{i‘/l?:O}

De A; =0 < A =0, il suit 12(0) = p£(0), puis dim Ker f = dim Ker f.

Remarque : Démontrons proprement que si les n complexes A; sont tous distincts et non nuls , alors leurs 2n racines-
carrées sont aussi distinctes :

» Dans R, c’est un peu plus simple. Evidemment on doit supposer A; = 0 et non nul. Il suffit de dire que I'application
x — x? est injective sur R* et sur R™, ce qui se prouve par dérivée strictement positive (ou négative). Par conséquent les
n racines carrées positives des A; sont distinctes ente elles et les n racines carrées négatives entre elles. Ensuite les nombres
positifs sont nécessairement distincts des nombres négatifs, puisque non nuls.

» Dans C, On considére aussi I'application x — x? mais ici on ne peut pas dériver pour prouver I'injectivité. On se place
dans la partie A, de C définie par{z=x+iyeC|x>0o0u(x =0ety>0)}, comme déja parlé en cours : il y a une unique
racine carrée de tout nombre complexe z non nul dans A_, c’est celle la que I'on note \/E Il estimmédiat que « l'autre » est

dansA_ ={z=x+iyeC|x<0ou(x =0ety <0)}. Reste a montrer |'injectivité sur A, et sur A_.

On se contente de A, et on utilise la définition de I'injectivité : f(x) = f(y) = x =y.Soitdoncz=a+if € A, etz =
a'+ip € A, telsque z* = z%. Tlvient a®— B% = a>— f? et 2af = 2a’ B’ etle module donne a*+ % = a’*+ 2. Par sommation,
2a% = 2a'?, qui ont réels, puis par positivité, a = a’. Ensuite = f/, soit z = z'.

Par conséquent il y a n racines carrées distinctes dans A, , n autres dans A_, et comme A, N A_ = @, elles sont bien toutes

distinctes entre elles

Ex 2% ¥Soit V un ev de dimension n, fe ZL(V) et 'endomorphisme de Z(V) telque: u — fou
1) Montrez Sp¢ = Sp f

2) Dimension de Ker(¢p — AId) en fonction de Ker(f —AI1d)

%) Montrez ¢ diagonalisable ssi f diagonalisable.

1)

On montre I’égalité de ces ensembles par la double inclusion :

Soit A € Sp¢, alors il existe un endomorphisme u non nul tel que ¢(u) = f o u = Au. Comme u + O, il existe au moins
un vecteur y € V tel que u(y) # 0 et il s'ensuit f(u(y)) = Au(y). Comme u(y) # 0, on en déduit A valeur propre de f, cad
AeSpf.

Soit A € Spf, il existe donc y # 0, tel que f(y) = Ay. Rappelons alors que tous les vecteurs colinéaires a y sont alors aussi
vecteurs propres associés a A.
11 faut « trouver » un endomorphisme non nul u tel que f o u = Au, ce qui s'écrit aussi pour tout x, f(u(x)) = Au(x).

Considérons alors la projection p sur la droite Vect (y) parallelement a n'importe quel supplémentaire (il en existe c’est du
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cours). Remarquons bien que pour tout x de V, p(x) est colinéaire a y. Il s’ensuit :

VeV, ¢(p)x)=(fep)x)=flpx))=Ap(x) = ¢(p)=2Ap
p West pas Vapplication nulle (car p(y) = y +0). D'otton abien A € Sp¢.

2) Notons n = dim V. Soit A une valeur propre commune a ¢ et f. Montrons dim Ker (¢p—Aldgy)) = n dim Ker (f—Aldy).

Notons ces espaces propres E, (1) et E¢(A).
ueEy(1) = vxeV, d(u)(x) = (f(ulx)) =Au(x) <= Vx eV, u(x) € E;(1) < Imu c Ef(A)

Cet exercice « rameéne »a un autre exercice classique, qui est de déterminer la dimension du sev L de £ (V') des endomor-
phismes u tels que Im u c F, F étant un sous-ev donné. La dimension est n x dim F < n* = dim £(V) comme nous allons
le démontrer : Il suffit de considérer I'isomorphisme trivial, noté y qui a un endomorphisme u € L (donc tel que Imu < F)
associe le morphisme v (u) = v’ de £(V,F) défini par u'(x) = u(x)! w isomorphisme est immédiat, la réciproque de v
étant évidente. Il s'ensuit dim L = dim £(V,F) =dimV xdimF = n xdimF

Pour en revenir a notre exo, nous avons donc dimE, (1) = n x dimE;(1)

3)
Méthode 1 : (utilise les questions précédentes)
On utilise la question précédente. En notant A,, ..., A,, les valeurs propres 2 a 2 distinctes et communes a ¢ et f (d’aprés
Q1). D’apres Q2 :
dimEy(A;) + - +dimEy(A,) = nx (dimEp(A,) + -+ dimEf(1,,) )

IL vient immédiatement :
dimE(A) + - +dimE(A,) = n (=dimV) < dimF(4;) +--- +dimF(1,) = n? (=dim £(V)),

ce qui donne exactement f diagonalisable ssi ¢ diagonalisable.

Méthode 2 : (directe par les matrices)

On se donne une matrice M € .#,(R) et on considere 'endomorphisme ¢ de .#,(R) par ¢(U) = MU. Considérons la
base canonique de .#,(R), en notant usuellement la matrice E;; comme la matrice possédant un 1 a la position (i, j) et 0
ailleurs, base de .#,,(R) que 'on ordonne comme suit : (E,,E;,...,E;1,E12,E2, -y Epay ooy ooy E1py Eoypy oo Epn)

On va écrire la matrice A de ¢ dans cette base et établir A diagonalisable ssi M diagonalisable.

Commencons par regarder ce qui se passe pour n = 2. Posons M = (’C‘ Z). On calcule :

¢(E11)=ME11=(“ 0) ¢(E21)=ME21=(b 0) ¢(E12)=ME12=(0 “) ¢(E22)=ME22=(0 b)
c 0 d 0 0 ¢ 0 d

En faisant trés attention a 'ordre qui est (E;;, E,q, E;,, E5»), On constate :

a b 0 0

c d 0 0 M O
A= =

0 0 a b O M

0 0 ¢ d



Regardons maintenant le cas quelconque. Le lecteur constatera que M;; estle i + (j — 1) n-iéme vecteur de cette base. Ecri-
vons la matrice A de ¢ dans cette base. On calcule alors

n
G(M;;) =M x My; =) my My x My; = ) my; My
On autiliséla formullg,lque jene redémoﬁllre pasici, E;;x Ey; = 6 E;;. On constate alors que les coordonnées correspondant
a cette colonne (qui estla i + (j — 1)n-ieme colonne de A) sont la ieme colonne de M, mais colonne qui commence «a la
position »M, ;, soitla 1 + (j — 1)n-iéme ligne. Regardons bien ce qui se passe pour les premiers indices.
Pour la premiere colonne de A, i = j = 1, la 1ere colonne de M commence a la position 1 + (j — 1)n = 1. Pour la deuxieme
colonne de A, i =2, j = 1. On a la deuxieme colonne de M qui commence a la position 1+ (j —1)n = 1 aussi. La nieme
colonne de A, correspondant a i = n, j = 1 contient la nieme colonne de M aussi a la position 1. Donc dans la matrice A4,
se retrouve la matrice M dans le coin en haut a gauche.
Pour la n + 1-éme colonne de A, i = 1, j = 2. On y retrouve la i = 1 colonne de M et a la position i + (j —1)n = n + 1.
Le lecteur vérifiera que jusqu’a la 2n ieme colonne de A, on trouvera toutes les colonnes deM successivement toutes a la

position n + 1. Bref on trouve dans la matrice A, la matrice M a la position (n + 1, n + 1) en haut a gauche.

Comme dans le cas n = 2, la matrice A est une matrice diagonale par blocs, avec n blocs diagonaux tous égaux a M. IL

s’ensuit immédiatement A diagonalisable ssi M diagonalisable.

Centrale PSI 2023 (matrice 2x2 a coefficients entiers) ¥

Ex 22 Soit A € M, (Z).
1) On suppose A inversible. Montrez A™' € #,(Z) ssidetAe{-1,1}.
2) On suppose il existe p € N* tq A = I,. Montrez que A est inversible, et que A™! est a coefficients entiers. Montrez qu’il

n'existe qu'un nombre fini de polyn6mes caractéristiques possibles pour A.

1) Si A est inversible avec A~ € .#,(Z), AA™" = I amene det(A)det(A™" = 1 puis, det(A™!) étant un produit-somme

d’entiers est un entier comme det(A). Les seuls entiers inversibles d'inverse un entier sont +1.

Réciproquement, si A a cofficients entiers et det(A) = +1, montrons A™' a coefficients entiers.
Méthode 1 (par la comatrice) La comatrice de A (notée com A) n’est pas stricto-sensu au programme de PSI mais ce
n'est rien d’autre que la matrice des cofacteurs et les cofacteurs sont au programme... Rappelons que pour une matrice
A = (a;;), le cofacteur de a;; (ou le cofacteur d’indice (i,j)) est (-1)* x det(A;;) ol A;; est la sous-matrice de A d’ordre
n — 1 obtenue en rayant la i° ligne et la j° colonne. La formule de développement suivant la ligne L; (rp. colonne C;) du
déterminant est donnée par det(4) = £, (-1)"a;;det(A;) (tp. L1, (-1)" a;; det(A;)), c'est du cours.
Si, dans la matrice A, nous mettons a la place de la ligne L; la ligne L, le déterminant est nul (2 lignes égales) et la formule
« subsiste », car les cofacteurs correspondant a la ligne i, eux, restent les mémes et devient 0 = ;l=1 (-1)i aijdet(A;;).
Raisonnement identique avec les colonnes. On obtient donc, pourtous 1 < i,k <n:
n n
5, det(A) = ,Zi (-1 ay; det(A;)) 5 det(A) = 1—21 (-1 a;;. det(A;))
Le lecteur vérifiera qu'on obtient les formules produits de matrices, plus exactement :
comA x AT =det(A)I, AT x comA = det(A)I,

Cecidonne A™! = ﬁ(A)(comA)T . La comatrice étant a coefficients entiers (les cofacteurs), le résultat suit.

Méthode 2 (systéme de Cramer) : La colonne C; de la matrice se calcule par la résolution du systeme de Cramer
AX = Ej ou E est le j° vecteur de la base canonique de K". On sait alors que x; est donné par le quotient du déterminant

de A; (A; estla matrice A ol1 on a changé la j° colonne par E;), c’est donc un entier, divisé par det(A). x; est donc bien un
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entier. On peut redémontrer ce résultat, en considérant ce systeme a coefficients dans K", il s’écrit en une seule ligne :

n n
inCiZEj - det(Ai):dé?t(cl’---»Cj—l»Ej»Cjﬂ’---rCn)zdgt(clr---’cj—lvZxiCi’Cj+1r---’Cn)
i=1 i=1

n
=) xidgt(cl, yCi21,Ci,Cjayy ooy Cy) =04 -+ 0+ x;det(A) + 0+ -+ +0
i=1
On a appliqué la n-linéarité et le caractere alterné de det,
2) X" -1 étant annulateur de A, 0 n'est pas vp de A donc A est inversible. On peut aussi remarquer que A~' = AP~!
qui nous donne bien des coefficients entiers. Les polyndmes caractéristiques possibles sont ceux a coefficients entiers.

En raisonnant dans R, les polynémes irréductibles possibles sont X — 1, X + 1 (si p pair) et, en regroupant les vps 2 a 2

2kn
p

I reste donc (X — 1), (X? —1) et (X +1)? (si p pair) et les P, o1 2(:08(2’“7”) est un entier (c’est d’ailleurs la trace de A). Ceci

impose que le cosinus vaut 0, +1, i%,

conjuguées, P, = X% - 2cos(32)X +1,avecl<k<p-1k#+ g si p pair, mais surtout n'oublions pas la dimension n = 2.

+1 sont exclus (polyndme non irréductible). On rajoute donc X% +1, X* + X +1

On peut étre plus précis : préciser les différents cas possibles selon p : il vient 2KZ = Z 3% Z 2% 47 57 o qui donne res-

pectivement pour les couples (k, p) : (m,4m), (3m,4m), (m,6m), (m,3m), (2m,3m), (5m,6m). Je vous laiss affiner les

différents cas selon la congruence ppcm(4,6,3) = 12

Remarque : On peut donc en déduire que nécessairement A'? = I,

CCP PSI 2022 &3 -2019 (polynéme annulateur avec 0 racine simple)

Ex%26 Soit u € £(E), E de dim. finie. On suppose 0 racine simple d'un polyndme annulateur de u.
1) Montrez Keru = Ker u?.

2) Montrez que si u est nilpotent, alors u est nul.

1) Keru c Keru? estimmédiat. Laissé au lecteur. Je rappelle que « ceci » s'appelle la suite des noyaux itérés :
{0} = KerId = Keru® c Keru c Keru? c--- < Keru® c Keru**'c...

Ceci n’est pas « stricto sensu » du cours. On peut aussi savoir que si E est de dimension finie, on a a partir d'un certain rang,

que des égalités. Idem avec les images, mais I'inclusion inverse.

Pour démontrer l'inclusion réciproque, il va falloir utiliser I'hypothese : il existe un polyndéme annulateur de u ol1 0 est
racine simple, on peut I'écrire P(X) = a; X + a,X? + -+ + a,X? avec a; #0 (on aurait aussi pu écrire P(X) = XQ(X) avec

Q(0) # 0, mais c’est un peu moins pratique ici).

Soit x € Keru?, donc u?(x) = 0 et donc u*(x) = 0 pour k = 2. P est annulateur de u donc P(u) = 0 mais aussi P(u)(x) =0

(je rappelle que P(u(x)) n’a pas de sens), soit :

alu(x)+a2u2(x)+---+apu”(x) =0 = aqu(x)=0= u(x)=0cara, #+0 = x€ Keru

2) Supposons en plus de 'hypothese, u nilpotent, cad il existe p € N* tel que u” = 0. Utilisons ici plutdt P(X) = XQ(X)
avec Q(0) # 0. D’autre part, on sait que la seule valeur propre possible d'un endomorphisme nilpotent est 0. Comme ce
n'est pas stricto-sensu du cours, je le redémontre : soit A vp de u, il existe x # 0, u(x) = Ax puis u”(x) = APx =0dou A” =0,

car x # 0, soit A = 0.

Méthode 1: Ensuite Q(u) est inversible car 0 west pas valeur propre de Q(u) : En effet, le cours nous apprend que les
valeurs propres (en raisonnant dans C) de Q(u) sont exactement les Q(A;) avec A; les vp de u (on trigonalise). Si 0 était vp
de Q(u), on aurait I'existence d'un A; vp de u tel que Q(A;) = 0. Or la seule vp de u est 0, d’'ot1 Q(0) = 0. Absurde! Par suite

P(u) =u-Q(u)=0amene u = 0. Cette méthode est « zolie » mais elle n'utilise pas la question 1 ...
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Méthode 2 : Je vais faire bref : si Keru = Ker 1%, comme je vous disais plus haut, un résultat de la suite des noyaux itérés
(démontré en cours, voir feuille de Septembre, je ne le redémontre pas ici) ameéne que tous les noyaux sont alors égaux a

partirde k = 2, en particulier Keru = Keru? = --- = Keru” = Ker0 = E d'ot1 Keru = E ce qui est u = 0.

Ex 27 ¥Prouvez A € M, (R) n’est pas diagonalisable si elle vérifie (A —3I)*(A+2I)=0et (A—31)*(A+2I)#0

Méthode 1:
A annule le polyndome P(X) = (X —3)3(X +2). par suite, on sait SpA < { —2,3}. Notons que le polynome P rest pas scindé
aracines simples, donc on ne peut rien en déduire... 4 cas possibles :
* SpA = @. An'est alors pas diagonalisable car il est nécessaire qu'il y a ait n valeurs propres, comptées avec la multi-
plicité (ce qui « peut » n'en faire qu'un distincte).
¢ SpA ={-2}. Un théoreme nous dit alors que A est diagonalisable ssi X + 2 est annulateur.
¢ SpA = {3}. Un théoreme nous dit alors que A est diagonalisable ssi X — 3 est annulateur.
e SpA= { -2, 3} Un théoreme nous dit alors que A est diagonalisable ssi (X + 2)(X — 3) est annulateur.
Or il est impossible que ces 3 polyndmes soient annulateurs, puisque par hypothese, le polynéme (X —3)?(X +2), qui leur

est multiple, ne l'est pas.

Méthode 2 :

Il faut démontrer Ker(—2I — A) @ Ker(3I — A) inclus strictement dans E, qui est ici R”. Comment le démontrer? Tout
simplement, en trouvant un X (€ E) tel que x ¢ Ker(—2I —A) & Ker (31 — A). On se doute déja que cela vient de 'hypothése
(A=31)?(A+21)#0

Dans ce genre de raisonnements, on procéde en général par analyse-synthése, pour comprendre comment trouver ce X.
Je ne reproduis pas 'analyse ici, d’abord parce qu’elle ne vous est pas tellement utile, ensuite parce que j'en pas fait car j’ai

« deviné », et troisitmement pour que cous compreniez que seule la syntheése démontre et donc suffit sur une copie.

Par hypothéese (A —3I)(A —3I)(A +2I) # 0, donc il existe X € 4, ;(R) (ou R") tel que (A —3I)(A-3I)(A+2I)X #0.En
particulier, on a (A —3I)(A + 2I)X # 0. Montrons par 'absurde X ¢ Ker(—2I —A) @ Ker (31 —A):

Si X € Ker(-2I —A)® Ker(3I —A), alors X =Y +Z, avec AY = —2Y et AZ = 3Z (je rappelle que ces 2 noyaux sont les

espaces propres associés a -2 et 3). On a aussi, de maniére équivalente, (—21 — A)Y =0 et (3] — A)Z =0 puis:

(A-30)(A+21)X=(A-30)(A+21)Y +(A-31)(A+20)Z
=(A-3I) [(A+21)Y]+(A+2I) [(A-3I)Z]

=(A-31)0+(A+21)0=0

Absurde! Je rappelle qu'on peut commuter les polynomes en A puisque les A¥ commutent avec les A™ et les I.

CCEM PSI 2015 | CCP PSI 2014-2011 | (polynome annulateur matrice3 x 3)

Ex 28 Soit f € Z(R®) tel que f* = f? et { -1, 1} c Sp f. Montrez f diagonalisable.
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Soit A € .#,(R) telle que A* = A%, A annule donc le polynéme P(X) = X* - X2 = X2(X —1)(X + 1) qui est scindé mais pas a
racines simples. On en déduit SpA < {0,—1, 1}, cad les seules valeurs propres possibles réelles (ou complexes) sont 0,1 ou

—1. En ajoutant 'hypothese A o {—1, 1}, on obtient deux cas :

e SpA ={0,-1,1}. Ne pas oublier que 'on est en dimension 3... Comme A d’ordre 3 a 3 valeurs propres distinctes, A

est diagonalisable.

e SpA = {-1,1} Ici, 0 n'est pas valeur propre de A qui est donc inversible, on multiplie donc a gauche I'égalité entre
matrices par A2, IL vient A% = . Ici, un autre polynéme annulateur trouvé X* — 1 = (X — 1)(X + 1) est bien scindé a

racines simples, soit A diagonalisable.

Mines-Ponts PSI 2023 (polynome annulateur) ¥

Ex?9  SoitP=X°-2X*-2X*+X*+4X +4
1) Vérifiez P(2) = P'(2) = 0 et en déduire la factorisation de P dans R[X ] puis dans C[X].
2) Trouvez les entiers n € N* tq il existe M € .4, (R) vérifiant P(M) = 0,detM = +1 et tr(M3) = 0.

1) De P(2) = P'(2) =0, on déduit (X —2)?| P(X). On calcule alors P(X) = (X —2)?(X® + 2X? + 2X + 1). Racine évidente -1
puis P(X) = (X —2)*(X +1)(X? + X +1) qui est la décomposition en polynomes irréductibles sur R (degré 1 et degré 2 sans
racines réelles) et dans C, c'est P(X) = (X — 2)*(X + 1)(X —j)(X - j?).

2) Analyse :

Puisque P est annulateur, SpcM < { —2,2,j,j*}. P n'est malheureusement pas scindé a racins simples. Notons respecti-
vement m, p, g les multiplicités au sens large, (cad 0 possible si la valeur n'est pas vp) de —1,2, j, la multiplicité de j* étant
aussi g par conjugaison puisqu’on recherche une matrice réelle. On sait que, pour tout polynéme Q € C[X], si M a pour vps
complexes 14, ..., ,, comptées avec la multiplicité, la matrice Q(M) a pour vp les Q(A,),...,Q(A,) (je ne le redémontre

pas ici, il suffit de trigonaliser dans C). On a donc le systéme suivant :

m+p+2q = n m+p+2q = n
detM = (—1)m5qu(jz)q = i]_ — 510 = 1 - n = 46]
trM® =m(-1)*+p5° +qj° +q(j*)* = 0 -m+5p+2q = 0

On a aussi m = 24, utile pour la réciproque. n multiple de 4 est une condition nécessaire.

Réciproque :
n est multiple de 4, il suffit, en considérant des matrices diagonales par le méme bloc 4 x 4 de trouver une matrice 4 x 4

qui convient. On la prend diagonale par blocs, elle aussi, M = Diag(—1,—1,R) ol R est la (matrice de) rotation d’angle (de

-1 _\/?:
V3 -1 )
e Elle annule Q(X) = (X + 1)(X? + X + 1) car ses blocs le font et Q(X) | P(X) donc P annulateur. Ok.

e det(M) = (-1)?jj? =1.0Ok.

mesure) 2 (qui aura bien pour vp jet j*, c'estR = 3 (

o M?® = Diag((-1)*, (-1)* R®) o1 R? est la rotation d’angle (de mesure) 3%”, donc est égale a I,, donc trM> = -1 -1+

1+1=0.0k.

Remarque : Je rappelle, méme si ce n'est pas au programme stricto-sensu, que les 2 vps de la rotation dans le plan d’angle

(de mesure) 6 sont e*,

CCP PSI 2022-2016-2013 | CCP PC 2012-2010 | (racine d’une matrice symétrique)

Ex 60 Soit A symétrique réelle d’'ordre 7 telle que A* = I,, avec k entier non nul. Montrez A® = I.

A annule le polynA me X* — 1, scindé A racines simples mais dans C (les k valeurs propres k-iémes de 1), donc est diago-

nalisable dans C. Ceci dit, on sait qu'elle est diagonalisable %%ns R, puisque symétrique réelle.



Par contre, on apprend que ses vp sont parmi les k racines k-iemes de 1, or les vps de A sont réelles. On en déduit SpA c
{ - 1,1}, puisque —1 et 1 sont les seuls nombres réels racines n-iemes de 1 (suivant la parité). A étant diagonalisable, elle

annule donc (X —1)(X + 1) soit X — 1, ce qui ameéne A? = I.

CCP PSI 2014-2012 (endomorphisme de matrices)

Ex 62 Pouer(a b),onposef(M)z(c d).
c d a b

Montrez que f est un endomorphisme de .#,(R). f est-elle diagonalisable ? Donnez ses éléments propres.

Pour prouver diagonalisable sans calculer les éléments propres, a part I'idée d'une matrice (ou d'un endomorphisme)

symétrique réelle, une autre idée est de trouver un polynéme annulateur scindé a racines simples. On commence par

A R O L W R

On en déduit f? = Id, soit f annule X? — 1 = (X — 1)(X + 1) qui est bien scindé a racines simples dans R. On reconnait une

calculer f2:

symétrie.

Ona Spf c{-1,1}. f étant diagonalisable, le spectre n'est pas vide. Les 2 cas de singleton {1} et { — 1} sont aussi exclus :
pour 1, si 1 est la seule vp de f et f diagonalisable, ce ne peut-étre que 1.1d (rappelé maintes fois en cours), ce qui n'est

pas. Analogue pour -1. Conclusion: Spf ={-1,1}.

Le calcul des espaces propres est aisé, je ne calcule que E(1) :

a = C
(a bJ b = d {c =
M= €EE(l) = fM)=1.M < =
Cc d C = d =
d =

B = (“

a b

b 1 0 0 1
), a,belR}zVect(( ),( )).C’estunplan.

1 0/ \0 1

CCP PC 2011 (polynéme annulateur matrice 6 x 6)

Ex6% Soit A € GLg(R) telle que A® —3A% +2A = 0 et tr A = 8. Calculez le polyndme caractéristique de A.

A annule le polyndome P(X) = X* —3X* +2X = X(X* - 3X +2) = X(X - 1)(X — 2). On en déduit SpA < {0,1,2} et, P étant
scindé a racines simples dans R, A est diagonalisable dans R. Notons m,, m,, m, les multiplicités respectives de 0,1,2 en

convenant (c'est usuel) que la multiplicité vaut 0 si le réel n'est pas valeur propre (pas racine).

N’oublions pas I'hypothése A inversible qui améne 0 n'est pas vp (ou m, = 0). Bref, on ne s'en « occupe » plus. Lhypotheése
tr(A) = 8, en se rappelant que la trace est la somme de toutes les vp (complexes comptées avec la multiplicité), améne
8 = 1 x my + 2 x m,. Pour finaliser, on n'oublie pas '’hypothése de dimension (d’ordre) qui est 6! Soit m, + m, = 6. La

résolution immeédiate de ce systeme 2 x 2 donne m,; = 4, m, = 2. Il vient immédiatement :

xa(x) = (x—1)*(x-2)? det(A)=14x22=4

CCINP PSI 2022-2021 &3 | TPE PSI 2016 (equation matricielle avec transposée) &1

Ex64  Soit M e .#,(C) vérifiant M2 + M* =1,,.
1) Montrez que si un polyndome P annule M, alors les vp de M sont des racines de P [2016: Q. absente]
2) On suppose M symétrique. Montrez M diagonalisable. [2021 : Est-elle diag.?| Montrez det(M) x tr (M) # 0.
% ) On ne suppose plus M symétrique. Montrez M diagonalisable.

4) Montrez M inversible ssi 1 n’est pas vp de M. [2021 : Montrez alors M symétrique]
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1) Cest du cours! a redémontrer donc : si P(M) = 0, SpM < Rac(P) Je ne le re-fais pas ici. Attention! cette question

tombe régulierement.

2) Ilyaun piege! C'est (peut-étre) faux si elle est (vraie) complexe! Mais I'équation s’écrit alors M? + M = I,,, ce qui nous

A . 1 5 . P . . . . N
donne le polyndéme annulateur X* + X — 1 de racines a, @' = iz‘[ , scindé a racines simples donc diagonalisable (dans C a

priori! D est réelle, mais, a priori, P pourrait étre complexe). 0 n'est pas valeur propre donc M inversible, soit det(M) # 0.

Si on note p la multiplicité de a avec 0 < p < n, alors celle de a’ est n — p, ce qui améne :

tr(M):pM+(n—p)i ?

n
=—+(2p-
5 5 2+(p n)

Sitr(M)=0,v5= est rationnel. Absurde!

Remarque : 11 vaut peut étre mieux savoir redémontrer ce résultat valide pour \/E \/§ \/3 .... Par 'absurde, donc.
Si \/_ = 5 est rationnel (on suppose toujours p et g premiers entre eux (p A g = 1) sinon des raisonnements pourraient
éte invalidés). Alors, au carré, 5g° = p?, donc 5| p? donc nécessairement 5| p (cest de 'arithmétique somme toutes assez

logique), d’'ot1 5% | p? puis, en réinjectant, 5| g. Absurde! car p et q sont premiers entre eux.

%) On cherche un polynome annulateur en essayant de se « débarrasser » de la transposée. De I'équation on tire (M" )? =
(I, - M?)? = M* - 2M? + I, formule du binome de Newton ® valide puisque les deux matrices M? et I, commutent. En
passant 2 la transposée dans 1'équation on obtient aussi : (M?)" = (I, - M")" = I, — M. Légalité ameéne M* —2M? + 1, =

I, — M, soit M* —2M? + M = 0.

Le polynome X* —2X? + X = X(X3 -2X +1) = X(X - 1)(X - a)(X — a') est donc annulateur de M avec a = %g Onen
déduit SpM < {0,1, a, a'}. Le polyndme étant scindé a racines simples, la matrice est diagonalisable (& priori dans C : une
matrice complexe peut avoir des vecteurs propres complexes associés a des vp réelles!). Sila matrice est réelle, le polynome

annulateur est scindé a racines simples réelles donc la matrice est diagonalisable dans R.

4) Je démontre la contraposée des 2 implications :

SilestvpdeM,alors MX = 1.Xavec X # 0, puis M?X = 1°X = X, soit (M?~1)X = 0 ce qui ameéne parI'équation hypothése
de I’énoncé, MT X = 0, soit MT non inversible (car X + 0), puis, c’est du cours, M non inversible (cela vient de det(M) =

det(M™) =0).

Si M non inversible, M™ ne I'est pas non plus, ni donc M? —I. Par conséquent, cours, 1 est vp de M. Attention! on ne peut
pas en déduire 1 vp de M (pensez a (—I)?). Par contre, on a un résultat qui nous dit (lisez-bien, c’est a I'envers en fait) : si
Ay, ..., A, sontles n vp complexes (comptées avec la multiplicité), alors A, ..., 12 sont les n vp de M. Pour le démontrer,
il suffit de trigonaliser : si M = PTP~!, M? = PT?P~! et sur la diagonale de T2, il y a les vp au carré, cad les coefficients
diagonaux de T au carré. On en déduit alors que ou 1 est vp de M, ou —1 est vp de M. En reprenant Q3, ce ne peut-étre que

1.

Je vous démontre la question posée (en plus) a I'oral CCINP de 2021 : si M est inversible, 0 et 1 ne sont pas vp donc M — I
inversible aussi. En reprenant'équation M*—2M?+1I,, = M(M~I)(M —aI)(M—a'I) etenlamultipliant par M ' x (M —1)*
(inutile de préciser a gauche ou a droite, toutes ces matrices, polyndmes en M, commutent, il vient (M — al)(M — a'I) =

M?+M —1I = 0. Or, par hypothése ona M? + M' —I = 0.1l suit M™ = M.

3. Isaac Newton : anglais (1643-1727). Partage avec Leibniz la découverte du calcul infinitésimal. Connu pour la formule du binéme et la méthode

éponyme d’approximation des zéros d'une fonction.
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Ex67% Soit A € .#,(R) telle que A®> + A + 41, = 0. Montrez que A n'a pas de valeur propre réelle, puis que 7 est

nécessairement pair. Calculez le déterminant, la trace et le polyndme caractéristique de A.

A € ,(R) annule le polynéme Q = X% + X + 4. Comme A = —15, ce polynéme n’a pas de racines réelles et donc d’apres
un théoréme SprA < @ d'out SprA = @. Deux méthodes pour démontrer la parité de la dimension :

Meéthodel : On sait que toute matrice réelle d'ordre impair admet au moins une valeur propre réelle. Par la contraposéee,
cet énoncé devient : si une matrice réelle ne posseéde aucune valeur propre réelle, son ordre est pair.

Méthode 2 : En raisonnant dans C, ce polyndome Q posséde deux racines complexes non réelles conjuquées, notées a
et a (inutile de les expliciter pour I'instant). La matrice étant réelle, le cours nous apprend que les vecteurs propres sont
« conjugués » (au sens des coefficients de la matrice-colonne), et comme conséquence dim E(a) = dim E (@). Le polyndme
Q = (X — a)(X — ) étant scindé a racines simples dans C, A est diagonalisable sur C et donc E(a) ® E(a) = C".

En passant aux dimensions, il vient n = dim E(a) + dim E(a) = 2dim E(«), d’'ol1 la parité.

On pose donc n = 2p. a et @ sont chacune, racines de méme multiplicité (donc p) du polynéme caractéristique. Notons
que les habituelles relations coefficients-racines dans un polynéme permettent d’écrire la somme et le produit des racines

sansles calculer:S=a+a=2Ra =—-1etP =aa = |a|?> =4. ENsuiteon a:

trA=pa+pa=pS= _7" detA=a’a” =PP =47 =[2"]  3,(1) = (X - )P (X —@)" =| (A>+ A +4)"/?

Mines-Ponts PSI 2016 (polynome annulateur matrice n x n) &1 %

Ex 67 Soient E un R-espace vectoriel de dimension n et f € £(E) tel que 3+ f2 - Id; = 0 et tr (f) € Q. Montrer que

n est un multiple de 3.

1) Par hypothése, P(X) = X3 + X? — 1 est annulateur de f. Un bréve étude des variations, via P'(X) = 3X? + 2X, (je ne la
reproduis pas ici), montre que P n'a qu'une seule racine réelle sur ] 0,400 [ .Onlanote a. Les 2 autres sont donc complexes
conjuguées, notées w et w. Par conséquent Sp f < {a,w,w} et f est diagonalisable sur C, P étant scindé a racines simples
sur C. On note m = pu(w) (qui peut-étre nulle si w n’est pas vp mais dans ce cas, par réalité, w ne I'est pas non plus et par

diagonalisabilité, f = aId). On a donc:
tr(f)=mow+mw+(n-2m)a=2mRw+(n-2m)acQ

Parletvi0<a<leta¢Qcarsi=a = 5 (avec p A g = 1, premiers entre eux, ne pas oublier cette hypoyheése sur I'écriture
d’un rationnel, assez essentielle dans les raisonnements, vous allez voir), alors p* + gp* — g = 0 ce qui amene p | g absurde

(vous voyez?). D’autre part, formules coefficients-racines d'un polynéme, @ + w + w = -1 = @ + 2Rw.

Ceciamene tr(f) =-2m+a(n—-3m) e Q, puis a(n —3m) € Q puis n = 3m.

Centrale PSI 2016 (matrice antisymétrique augmentée de al) &1

a —-d ¢
Ex 68 On considere la matrice a coefficients dans C: A = avec bcd # 0.
c d a -b
d —-c b a

1) Calculer A + 'A, '"AA et (*A+t1,)(A + t1,), avec ¢ € C. En déduire y,.
2) On suppose ici (a, b, ¢, d) € R*. Montrer que A n’est pas diagonalisable dans .#,(R).

% ) Trouver un polynéme simple annulateur de A. La matri309e A est-elle diagonalisable dans .#,(C) ?



Ex69 Soit M € M,,(C) quelconque.
1) si A estune vp de M existe t-il Ptq P(M) =0et P(1) #0?
2) si A n’est pas une vp de M existe t-il Ptq P(M) =0 et P(1) # 0?
%) Existe t-il Ptq P(M) =0 et P(2) =0?et tq P(2) = P'(2) = 0?

1) Non! puisque le cours donne : si P est annulateur de M, SpM < Racines(P), dong, ici, A racine de P. Allez réviser la

démo du cours.

2) Oui!. On sait qu'il existe toujours un polynéme annulateur en dimension finie, notons le Q.
¢ SiQ(A) #0, Q convient.
¢ Si Q(A) =0, soit m la multiplicité de A, donc Q(X) = (X — A)™R(X) avec R(A) # 0. Q étant annulateur, on a (M —
AI)™R(M) = 0. Comme A nest pas vp de M, on sait M — AI inversible. Par suite, en multipliant par (M — AI)™™ a
gauche, on obtient R(M) = 0. R convient.

Remarque : Méthode alternative, en utilisant le théoreme de Cayley-Hamilton, on sait que y,, est annulateur de M. On sait

aussi que les racines de y,, sont exactement les vp de M. Par suite y,,(1) # 0 et x,, convient.

%) Rappelons que P(2) = 0 (rp. P(2) = P'(2) = 0) signifie 2 racine de P, au moins de multiplicité 1, (rp. 2 racine au moins
double de P), ce qui s’écrit aussi P(X) = (X —2)Q(X) (rp. P(X) = (X —2)?Q(X)).

Soit P un polynéme annulateur de M (par exemple y,,), alors le polynéme (X —2)P(X) (rp. (X —2)?P(X) convient...

Mines-Ponts PSI 2023 (équation matricielle) X

Ex70 Soient E un R-ev de dimension n et a € R* . Déterminez les applications u € £(E) vérifiant au® = tr(u®)u.

Analyse - Réciproque :

Siau® =tr(uv®)u, i = “T”Zu

e Si tr(u?) =0, u® = 0 donc u nilpotente d’indice < 3. Réciproquement, ® aura pour vp 0% 4 la multiplicité n, car 0 est
la seule vp de u (les vps complexes de P(M) sont les P(A) si A sont celles de M, comptées avec la multiplicité), donc
tr (u?) = 0 et égalité ok. On peut considérer que ce cas contient le cas u = 0

e Si %"2) =a®*>0, Spu c {0,—a,a} et u diagonalisable car X* — a®X est scindé a racines simples. Notons I, m, p
(I+m+p = n)les multiplicités respectives (au sens large) de 0, —a, a, multiplicité 0 indiquant non vp. Alors 1 a pour
vps 0 et a® de multiplicités [ et m + p, soit tr (u*) = (m + p)a®, donc @ = m + p entier non nul dans [ 1; n]] (u # 0);
Réciproquement, si a est entier = g € [ 1; n]|, tout endomorphisme diagonalisable de vps a, réel quelconque non
nul, de multiplicité m avec 0 < m < g, —a de multiplicité g — m et 0 de multiplicité n—qg convient puisqu’elle annulera
le polynéme X (X — a)(X + a) = X® — a’X avec tr(u?) = ma® + (¢ — m)a®* +0 = ga® = aa?

e Si %"2) =—-a®><0, Spu c {0, —ia, ia}. Raisonnement similaire avec en plus m = p, par réalité, et donc «a est ici,
nécessairement, un entier pair de [ 1; n]|. Par contre Attention! ala réciproque : si a entier pair = 2q € [[1; n]|,
tout endomorphisme réel diagonalisable dans C de vps ia, a réel quelconque non nul, de multiplicité q, —ia de
multiplicité g et 0 de multiplicité n — 2g convient puisqu’elle annulera le polynéme X (X —ia)(X +ia) = X + a*X
avec tr(u?) = —qa® - qa®> +0 = -2qa® = —aa®.

Est-ce suffisant de dire ca (un endomorphisme réel diagonalisable dans C) ? En passant aux matrices, on peut préciser
en donnant , a une matrice inversible P pres, cad a une similitude pres, les matrices diagonales par blocs de blocs

de taille 1 égaux a 0 et de blocs 2 x 2 réels ayant pour 1B ia et —ia (a # 0). Par Cayley-Hamilton, ce sont toutes les



. _ . : : , | b (B*+ad)c
matrices 2 x 2 de trace nulle (—ia + ia) et de déterminant égal a ia x (—ia) = a®, soit . avec b,c #0
- -b
c
quelconques.
Ex71

1) Soit P = aX + b avec a # 0, b réels. Trouvez M € 4, (R) tqP(M) =0

2) Soit P = aX*+ bX + caveca #,b,c e Ret A < 0. Trouvez M € #,(R) tq P(M) =0
%) Soit P € C[X] de degré n = 1. Existe-t-il M € M, (C) telle que P(M) =0?

4) Soit P € R[X] de degré n = 1. Existe-t-il M € M,,(R) telle que P(M) =0?

1) P(M)=0 < aM +bl =0 < M = 2]

a

Remarque : Plus généralement, il existe un polyndome annulateur de degré de 1 ssi M est une (matrice de ) homothétie.

Mais Attention! une homothétie peut annuler un polynéme annulateur qui n’est pas de degré 1 (je vous laisse y réfléchir)

2) Jerappelle que, via le théoréme de Cayley-Hamilton (ou un calcul direct!), une matrice M d’ordre 2 vérifie toujours

M? — tr(M)M + det(M)I, = 0. Lidée est donc, ici, de trouver (en fait il y a méme un ssi) une matrice vérifiant tr (M) = —g
. 0 - C .

etdet(M) = 2. La matrice J = ) . convient.

a

%) Soit P un polynéme quelconque complexe de degré n = 1. D’apres le théoreme d’Alembert-Gauss, il existe au moins

une racine que l'on note w, soit P(w) = 0. La matrice M = wI convient. (car P(wI) = P(w)I = 0).

4) Sile polynéme réel admet (au moins) une racine réelle, par exemple r, comme plus haut, la matrice rI convient.

Par contre si P n'admet pas de racines réelles, c’est un peu plus compliqué. On peut commencer par remarquer que P est
nécessairement de degré pair (cours de Sup) et que ses racines, « vraies » complexes sont 2 a 2 conjuguées, comptées avec
la multiplicité. Puisque n = 2p, le lecteur comprendra tout seul qu’il suffit de trouver une matrice 2 x 2 qui convient, car
alors on prendra alors la matrice diagonale par blocs M = Diag(J, ...,J) € .#,,(R) en p blocs qui conviendra aussi car, si

on a bien compris tous les mécanismes des polyndmes de matrices :
P(M) = P(Diag(J,...,J)) = Diag(P(J),...,P(J)) = Diag(0,...,0) =0

Notons w une des valeurs propres complexes de P. Pour trouver une matrice / 2 x 2 qui convient, il suffit de trouver une
matrice réelle qui a pour valeur propre w et w. Comme tr(J) = w +w = 2a (avec a = Rw) etdet(J) = ww = |a)| 2 = bréel, par

0 1
une méthode analogue a plus haut, la matrice J = ( ) convient.

-b 2a

Mines-Ponts PSI 2022 (diagonalisabilité f tq f? projecteur) ¥

Ex74 Soient E un R-ev de dimension finie et f un endomorphisme de E tq f? soit un projecteur.

1) Précisez un polynéme annulateur de f.

2 ) Montrez il existe deux sev supplémentaires F et G stables par f tq 'endomorphisme induit par f sur F soit inversible
et celui induit sur G soit nilpotent.

% ) Montrez f est diagonalisable ssi rg f = rg f2.

1) Un polynéme annulateur du projecteur f2 est X — X, dgnc un polynome annulateur de f est (X?)? -X?=X*-X?



2) OnaX*-X?%=X?(X%-1).jerappelle que tout noyau d’'un polynéme en f est stable par f. POsons F = Ker (f?—1d) =
KerP(f)etG = Kerf> = KerQ(f).OnaFeG=E:
e FNG=c {0} carsif?(x)=xetf*(x)=0,x=0!
e F+G = E. Dans le cas de noyaux de polynémes en f, tels que comme ici P(X)Q(X) annulateur de f, I'idée est
de chercher 2 polynomes A(X) et B(X) tels que A(X)P(X) + B(X)Q(X) = 1: en effet, on aura alors (Attention! au
parenthésage) P(f)(A(f)(x))+ Q(f)(B(f)(x)) = x et comme P(f)(y) € KerQ(f), et inversement, c’est gagné! (je

vous laisse y réfléchir).

Icicest1 xX2-1x(X%2-1)=1

Remarque : Evidemment, on peut plus simplement trouver la décomposition sur F et G par une analyse synthése.

Lendomoprhisme f’ induit par f sur I'ev stable G = Ker f est évidemment nilpotent car f"? = 0!

"2

Lendomorphisme f” induit par f sur le sev stable F = Ker (f? — Id) vérifie évidemment f"*> — Id » = 0, n’a pas pour vp 0 et

est donc inversible.

%) [ estdiagonalisable ssiles 2 endomorphismes induit f” et f” sur les 2 sevs supplémentaires F & G le sont. Or, comme
déja vu, f” annule X* — 1, donc l'est (c'est une symétrie de F) et f’ nilpotent ne I'est jamais, saufsi f’ = 0, ce qui se traduit

par f restreint 2 Ker f2 est 'application nulle, soit Ker f> c Ker f. Inclusion réciproque connue donc égalité

Mines-Ponts PSI 2023 (commutants) %

Ex76 Soient n € N*, Eun C-evde dim. n, f € £(E).Onpose C(f)={ge L(E),fog =gof} le commutant de f.
1) On suppose f possede n vp distinctes. Montrez que, pour tout g € C(f), il existe un unique P € C,,_,[X] tq g = P(f).

2) On suppose que f est seulement diagonalisable. le résultat précédent reste-t-il vrai?

1) Jerappelle que le commutant de f est un sevde Z(E). Se rappeler qu'’il contient toujours les P(f), qui forme un evde
dimension au + n par Cayley-Hamilton (vous voyez pourquoi?), et si le polyn6me minimal (annulateur de degré minimum)
est de degré p (p < n), c’est un sev de dimension p (vous voyez pourquoi?). La question, fréquente, est : en contient-il
d’autres, que les polynomes en f? La réponse est, cela dépend..., et, au passage (ce n'est pas du cours-programme), quand

il n’en contient pas d’autres, on I'appelle endomorphisme (ou matrice) cyclique.

f possédant n vp distinctes est diagonalisable. En rappelant qu'un polyndme annulateur a pour racines les n vps, il est donc
de degré = n (sauf le polynome nul). Et d’ailleurs, celui annulateur de degré minimum est de degré n et est [T}, (X - A;),
c'est du cours (a part le mot minimal). Soit & = (e, ..., e,) une base de E constituée de vecteurs propres de f, avec ¢;
associé a A;. Posons u = e; + -+ + e, et considérons alors la famille & = (u, f(u), ..., f" ' (u)). C’est une base de E (démo

apres).

Unicité : Soient 2 polyndmes P, Q de degré < n—1 vérifiant P(f) = Q(f) alors P — Q est un polyndme annulateur de degré

< n -1, ce qui est impossible sauf le polynéme nul, soit P = Q

Existence : Soit g dans le commutant de f. On a g(u) est un vecteur de E, il s'écrit donc dans la base & : g(u) =

Yot ap f*(u). Posons alors P(X) = X721 ;. X* € C,,_,[X]. Alors, pour tout 1 < i<n—1:

n-1 n-1 n-1

. o , ) . .
gF'wW) = Fllg) =X af*w) = ¥ arf*'(w) = ¥ arf*(F'(w) = P(O(F (W)

)
k=0 - k=0 k=0

* (1) gestdanslecommutantde f
*(2) festlinéaire

On a donc I'égalité de g et P(f) surla base & de E, soit g = P(f).
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La matrice de passage de la base & alafamille & estla matrice de Van der Monde (/1{:_1) (je vous laisse y réfléchir)

1<i,jsn

donc inversible, car les 1; sont 2 a 2 distincts, soit & est une base.
Remarque : Nous venons de démontrer qu'un endomorphisme a n vps distinctes est cyclique.

2) Si f est diagonalisable (avec une vp au moins double), le résultat est en défaut. Par exemple, pour n = 3, on prend
la matrice diagonale donc diagonalisable D = Diag(1,2,2). Je vous laisse démontrer a la main que toutes les matrices
3 x 3 qui commutent est ensemble des matrices diagonales par blocs Diag(a, B) ol B est une matrice 2 x 2 quelconque.
Le commutant est ici de dimension 5 : il n’est donc pas égal a I'ensemble des polynémes de D qui est de dimension < 3
(et méme 2 si vous avez bien compris le préambule). Il n’est pas difficile de donner un contre-exemple en dimension n
quelconque, je vous laisse le faire.

Attention! , Nous n'avons pas démontré que pour toute matrice avec une vp au moins double, le résultat est en défaut ...

Ce n’était pas vraiment demandé, je pense.
Remarques
¢ Nous venons (presque...) de démontrer qu'un endomorphisme diagonalisable est cyclique ssi il a n vps distinctes.

¢ On démontre que le commutant est toujours de dimension = n (méme si le sev des polynémes en f est de dimension
< n). En fait, le sev des polynémes en f est de dimension 7 ssi f est cyclique... Tout ceci, bien str, n'est pas du cours-

programme mais « tombe » régulierement.

Ex77 ¥Soit A et B symétriques réelles tq B = A>. Montrez qu'il existe P € R[X] tel que A = P(B)

Analyse :

A et B commutent puisque AB = A* = BA. Elles sont diagonalisables, car symétriques réelles, donc co-diagonalisables
(c’est I'exercice + haut a retenir pour les éléves « ambitieux »). 11 existe alors un méme P € 4l,(R) telle que P"'AP =
Diag(a,,...,a,) et P"'BP = Diag(b,, ..., b,). Lhypothése B = A% s'écrit donc, en diagonalisant : P"'BP = (P"'AP)3 =
P7'A®P, puis V1 < i < n, b; = a}. Pour écrire A = Q(B), ce qui équivaut, via la co-diagonalisabilité par P, a Diag(a;) =

Diag(Q(af‘)) puis a trouver un polyndme réel Q, ou tout au moins de prouver son existence, tel que Q(b;) = Q(a?) =a;.

Synthese :
Il est inutile de s’intéresser aux a; égaux (donc les a?), alors on s’intéresse aux i € J [[ 1;n ]] tels que les (a;);¢; soient 2 a
2 distincts. Donc par injectivité (car bijectivité) de x — x°, on a que les (@) ;; sont tous 2 a 2 distincts. On introduit alors

les polynomes de Lagrange (L;);¢; associés aux (a;) ¢, et le polyndome Q(X) = ¥ ;¢; a;L;(X) convient.

Centrale MP 2011 | Mines-POnts PSI 2007

Ex78 Soit A € M,,(C) de polyndme caractéristique y,. Soit B une autre matrice.
1) Etablir : A et B n'ont pas de valeur propre commune si et seulement si y,(B) est inversible.
2) On suppose qu’il existe M € M, (C) non nulle tq AM = M B. Montrez que A et B ont une valeur propre en commun.

Indication : On pourra dabord montrer YP € C[X], P(A)M = MP(B).

1) DansC, y, estscindé: y, = Hle(X —A;)"™. xa(B) = ]'[le(B —A;1,)™ estinversible (par un det) ssi chaque B— A;I,, est

inversible, ce qui équivaut a A; n'est pas vp de B, pour tout i 43



2) S'il existe M tq AM = M B, par récurrence immédiate A¥*M = M B¥, pour tout k entier naturel, puis avec un polynome

quelconque P = ZZ:() a,X*, par sommation :

|4 p P
P(AM =) aA*"M =) aMB*=M Y a;.B*=MP(B)
k=0 k=0 k=0

Lidée est d’utiliser P = y, et, via le théoréme de Cayley-Hamilton y,(A) = 0, il vient M y,(B) = 0. Par I'absurde : si A et B

n'ont aucune vp en commun, Y4 (B) inversible, d'ott M = 0, absurde.

Mines-Ponts PSI 2023 (trace des puissances itérées égales) X

Ex79 Soient A,B € .#,(C) tqVk €N, tr(A¥) = tr(B*).
1) Montrez y, = xp-

2) A et Bsont elles toujours semblables?

1) Par sommation et linéarité, on en déduit que pour tout polynéme P, tr P(A) = tr P(B). Je rappelle, qu’en trigonalisant

dans C, on a que si A4, ..., 4, sont les vp de M, comptées avec la multiplicité, alors (toutes) les vp de P(M) sont les P(A;).

Si A possede une vp A quin’est pas vp de B, on construit un polyndéme Ptq P(1) = 1 et Ps’annule sur toutes les autres valeurs
propres de A et B. On aura donc P(B) de vp toutes nulles, soit trP(B) =0 et trP(A) = uP(A) # 0 ot u est la multiplicité de
lavp P(A) de P(A) (Attention! ce n'est pas nécessairement la mutliplilcté de A dans A). Absurde!

Conclusion : A et B ontles mémes vp.

Si A et Bont une vp A qu in'est pas a la méme multiplicité, soit u, # 5. On construit un polyndéme P teq ... (je vous laisse

y réfléchir).

2) Laréponse est non parce qu'avoir méme vps est une condition nécessaire mais pas suffisante pour que 2 matrices soient
semblables. Elle est quand méme suffisante si les n vp sont 2 a 2 distinctes ou si les deux matrices sont diagonalisables. je
vous donne un exemple d'une matrice 6 x 6 qui a, par exemple, 2 pour vp de multiplicité 4 et 3 de multiplicité 2. Je vous

écris toutes les « possibilités » de semblable (par une matrice triangulaire « minimum » de Jordan).

200000y(200000y(210000\(210000\/(210000\(210000
020000])1020000|]020000||020000(|021000|(021000
002000])j]002000|]002000||0O0O2000(|0O0O2000||002000
0002001000200 |/000200]]000200||000200||000200
000030)]]j]000031]]/000030||/000031||000030(|000031
000003/\000003/\000003)\000003/\000003)\000003
210000\(210000\(210000\y(210000
021000]]021000|]020000||020000
002100(1]1002100]]1002100]]002100
000200]]j]000200|]000200||000200
000030)]|000031]|/]000030]]000031
000003/\000003/\000003/\000003

On dit qu’il y a 10 classes de similitude; Attention! , cette facon « différente » de positionner les 1 est beaucoup plus com-
plexe que vous ne le pensez. A titre d’exercice, classez ces matrices (elles ont toutes 0 vp triple) en classes de similitude (je

vous laisse y réfléchir) :

001 010 000 011 001 010 011
000 000 001 000 001 001 001
000 000 000 000 000 000 000
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0 1 1 1 1 0
Ex 80 Montrezque A=| 1 2 -—1|estsemblablealo 1 0].

-1 1 2 0 0 2

1 1 0 01 0
Considérons lamatriceT={0 1 ofetT-I=[0 0 0.

0 0 2 0 0 1
Comme T est triangulaire, il est immédiat que ses valeurs propres sont sur la diagonale et donc : 1 de multiplicité 2 et 2
valeur propre simple. Il est aussi clair que rg(I — T) = 2, soit dimE(1) = dim Ker(/ — T) = 1 (et donc d’ailleurs, T non
diagonalisable). Dans le cours, on sait que si une matrice est semblable a T, elle a les mémes valeurs propres avec les
mémes multiplicités, mais ce nest pas suffisant. En fait, il suffirait de vérifier que 'espace propre de A associé a 1 a méme
dimension que T, cad 1, mais ce n'est pas du cours. On va donc procéder autrement, et dans ce genre de situations, c’est

une analyse-synthese o1 on recherche une base adaptée a ce « changement de bases implicite ».

Analyse :

Si A est semblable a T et soit a € £ (R*) canoniquement associé a A, alors on sait qu’il existe une base ey, ..., e; de R telle
que T est la matrice de a dans cette base, cad : a(e;) =e;, a(e,) =e +e, ale;)="2e;.

On en tire immédiatement, e; vecteur propre associé a 1 et e; vecteur propre associé a 2. Ensuite on écrit (c’est ca qu'il faut

avoir déja vu une fois, et on « procéde » toujours de maniére plus ou moins analogue) :

a(e) — e, =e; = (a—1Id)(e,) = e, puis (a—1d)(e;)=0= (a—Id)z(ez)

Conclusion:, on « prend » e, € Ker (a—Id)? mais pas dans Ker (a—1Id) (sinon e, = 0). On rappelle Ker(a—1d) < Ker(a-

Id)?. On « prend » ensuite e, = (a —1d)(e,). Il faut comprendre que 'analyse est terminée...

Syntheése :

¢ On prend e; vecteur propre associé a 2. On aura donc bien a(e;) = 2e;. Il faut quand méme vérifier que c'est possible,
cad 2 est bien valeur propre de A. On calcule le polynéme caractéristique de A, je ne le fais pas ici, de toute facon , on va
trouver y,(x) = (x —1)%(x - 2). ...

 On prend e, € Ker(a — Id)*~ Ker(a - Id), puis e, = (a — Id)(e,). On aura donc bien a(e,) = e, + e,, puis comme (a —
Id)(e,) = (a—1d)*(e,) = 0, on aura bien a(e,) = e,. Reste, aussi, a vérifier que c’est possible. 11 faudra donc avoir 1 valeur

propre et Ker(a —Id) ¢ Ker(a—Id)*. 1 vp, on I'a au-dessus et pour le reste, on considere (je vous laisse calculer les 2

noyaux) :
-1 1 1 1 1 -1
A-I=|1 1 -1 (A-1P*=[1 1 -1
-1 1 1 11 -1

« On terminera en vérifiant que (e,, e,, e;) est bien une base de R®.

Meéthode 1 : plus simple : on calcule explicitement deux vecteurs e; et e, comme indiqué plus haut, puis le e;, et on vérifie
base par un det3 x 3 # 0.

Méthode 2: méthode alternative, plus délicate mais plus élégante et sans calcul explicite des e;, en rappelant que Ker (I;—
A) @ Ker (2L, — A) ¢ R? car A non diagonalisable, on établit que, par contre, Ker(I; — A)* @ Ker(2I; — A) = R® (je ne le
démontre pas). On aura donc bien base par supplémentarité (je vous laisse y réfléchir).
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Mines-Ponts PSI 2019 (trigonalisation matrice3 x 3) §
—-c -1 c
Ex81 PourceR,onnote A(c)=|-1 1-¢ 1

c -1 -c
1) Déterminez les réels c tels que A(c) ne soit pas diagonalisable.

2) Soit d la plus petite de ces valeurs. Trouvez P tel que P~' A(d)P soit triangulaire.

1) On calcule le polynome caractéristique (je ne mets pas les détails ici) y,(x) = x* + (3¢ —1)x*+2(c? - ¢) On peut toujours
considérer la somme et le produit des 2 racines autres que 0: S = 1 — 3¢ et P = 2(c? - ¢). Vous trouvez? On peut trouver...
sinon vous faites un discriminant. Je ne mets pas les détails non plus, on trouve —2¢ et 1 — c. on examine les « deux » cas
usuels :

e Les 3 vp sont 2 a 2 distinctes ce qui améne A diagonalisable. Cela correspond a —2¢ # 0, —2c # 1—c¢, —2¢ # 1 — ¢ soit

cé{-1,01}
* Sic =0, 0 estde multiplicité 2, il faut regarder le rg A qui est immédiatement 2, donc A n'est pas diagonalisable.
e Sic =1, 0estdemultiplicité 2 aussi et rgA = 2, A n’est pas diagonalisable.
111

¢ Sic=-1,2estde multiplicité 2 et 2] — A = (% (i) —11). rg(21 — A) = 2, An’est pas diagonalisable

Conclusion : An'est pas diagonalisable ssi c € { —1,0,1}
Remarque : Pour ces 3 valeurs de c, le polyndme caractéristique étant scindé surR, A est trigonalisable sur R.

2) sic =-1,0estvpsimple et 2 vp double. On remarque C; = —C; qui amene « = (1,0,1) € KerA et pour des raisons
de dimension égale a 1, I'égalité E(0) = Ker(A) = Vect(1,0,1). La matrice 2] — A écrite plus haut montre C;, —2C, + C3 =0
qui par un raisonnement analogue améne E(2) = Vect(1,—2,1) (on pourrait bien str résoudre le systéme 3 x 3 comme
méthode alternative). On pose v = (1,-2,1). On compléte par w = (0,0,1) qui ameéne F = (u, v, w) base de R® (on laisse

au lecteur le soin de vérifier que c’est bien une base, par un déterminant par exemple).

110 . . . B
OnposealorsP = P = ((1) -2 (1)), avec € base canonique de R® et a ’'endomorphisme canoniquement associé a A. La formule

de changement de bases ameéne :

0 0 a

P7'AP=(P7)" Mat(a,e) 7 = Mat(a, F)=|0 2 b

0 0 ¢
Les 2™ colonnes se justifient par a(u) = 0.u et a(v) = 2.v. Pour calculer la 3° colonne de cette derniére matrice, cad le
(a, b, c),il faut d’abord calculer a(w) qui, d’ailleurs, n’est pas a calculer! puisqu’on a pris soin de compléter par le 3¢ vecteur
de la base canonique de R3, son image est donc la 3° colonne de A, soit a(w) = (-1, 1, 1). Lerreur est ensuite de mettre ces
3 composantes a la place de (a, b, ¢) car ce sont les coordonnées dans la base ¢ et on cherche celles dans la & . On résoud

un petit systeme :

atb = -1 a = -3
(-1,1,1) = a(1,0,1) + b(1,-2,1) + ¢(0,0,1) = 2p = 1 = - -1
a+b+c = 1 c = 2

Remarque : ¢ = 2 était « prévisible », il n'y avait pas besoin de le calculer, pourquoi?

a
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Ex87% Soit f € Z(R") et ¢ une forme linéaire non nulle sur R”. On note H le noyau de ¢. Montrez que H est stable

par fssidA eR,¢ o f = A¢. Application : cherchez tous les ev stables par la matrice du Q3.

On démontre les 2 implications :
On suppose ¢ o f = L. Soit x € H = Ker¢ et montrons f(x) € H: ¢(f(x)) = A¢p(x) = 0. Ok.

On suppose H hyperplan stable par f, cad f(H) < H. ¢~ f est donc une forme linéaire qui s'annule sur H. Comme toutes les
formes linéaires qui s'annulent sur un méme hyperplan H sont colinéaires (de la méme facon que toutes leurs équations
sont colinéaires), il existe un scalaire A tel que ¢ o f = A¢. Si ¢ o f s'annule sur E tout entier, le résultat reste valide avec

A =0.

Soit & une base de E. La matrice de ¢ dans cette base (comme ¢ va de E dans R) est une matrice-ligne X = (al an) et
d’ailleurs I’équation de I'hyperplan dans cette base est a, x; + --- + a,, x,, = 0. Matriciellement, si on note M la matrice de f

dans la base &, ’équation plus haut s’écrit :
XM =2AX <= (*XM)=AX" <= M'XxT =Ax"

Ceci équivaut a X" vecteur propre de M! . Bref, trouver les hyperplans stables par f (représenté par la matrice M) équivaut a
chercher les vecteurs propres (ay, ..., a,) dela transposée M" et alors ce seront les hyperplans d’équations a, x,+a,x, = 0!

Résultat que les éleves « ambitieux » peuvent retenir.

2 11

Mettons ceci en pratique sur la matrice (3,3) M =|1 2 1/|.

1 1 2

On rappelle qu'une droite est stable ssi elle est dirigée par un vecteur propre (cours). Lespace nul {0} et 'espace tout entier
R® sont évidemment stables. Remarquons aussi qu’ici les plans sont des hyperplans...

Je ne mets pas ici le détail de calcul des éléments propres : 1 est valeur propre double associé au plan x + y + z = 0 dont
une base est ((1, -1,0),(1,0, —1)) et 4 valeur propre associé a Vect(1,1,1)? Comme MT = M, les espaces propres sont les

mémes.
« les droites stables par M sont toutes les droites dirigées par les vecteurs (1,1,1) ou (a + b, —a, —b) avec a, b réels.

« les plans stables sont les plans d’équations (on se sert des vecteurs propres de la transposée qui ici sont les mémes
mais ce n'est pas le cas en général ou on fait un deuxieme calcul). Donc les plans stables sont les plans (hyperplans)

d’équationx+y+z=0et(a+b)x—ay—-bz=0.

a

Mines-Ponts PSI 2023 (trace des puissances itérées égales) X

Ex86 Soient A,B € ./, (C) tqVk €N, tr(AF) = tr(B¥).
1) Montrez y, = x3-

2) A et B sont elles toujours semblables?

1) Par sommation et linéarité, on en déduit que pour tout polyndme P, tr P(A) = tr P(B). Je rappelle, qu’en trigonalisant

dans C, ona quesi A4, ...,1,, sont les vp de M, comptées ave&la multiplicité, alors (toutes) les vp de P(M) sont les P(A;).



Si A possede une vp A quin’est pas vp de B, on construit un polynéme Ptq P(1) = 1 et Ps’annule sur toutes les autres valeurs
propres de A et B. On aura donc P(B) de vp toutes nulles, soit trP(B) =0 et trP(A) = uP(A) # 0 ou p est la multiplicité de
lavp P(A) de P(A) (Attention! ce n'est pas nécessairement la mutliplilcté de A dans A). Absurde!

Conclusion : A et B ont les mémes vp.

Si A et Bont une vp A qu in'est pas a la méme multiplicité, soit y, # (5. On construit un polyndéme P teq ... (je vous laisse

y réfléchir).

2) Laréponse est non parce qu'avoir méme vps est une condition nécessaire mais pas suffisante pour que 2 matrices soient
semblables. Elle est quand méme suffisante si les n vp sont 2 a 2 distinctes ou si les deux matrices sont diagonalisables. je

vous donne un exemple d'une matrice 6 x 6 qui a, par exemple, 2 pour vp de multiplicité 4 et 3 de multiplicité 2. Je vous

écris toutes les « possibilités » de semblable (par une matrice triangulaire « minimum » de Jordan).

200000y(200000\y(210000\(210000\(210000\(210000
020000])1020000|]020000||020000(|021000|(021000
002000])]002000|]002000||/00O2000(|0O0O2000||002000
0002000002001 )]000200]|000200(|]000200|]000200
000030)]]j]000031]]/000030[|/000031||000030(|000031
000003/\000003/\000003)\000003/\000003)\000003
210000\/(210000\(210000\y(210000
021000]]021000|]020000||020000
002100(11002100]]002100]]002100
000200]]j]000200|]000200||000200
000030)]|000031]]000030]]000031
000003/\000003/\000003/\000003

On dit qu’il y a 10 classes de similitude; Attention! , cette facon « différente » de positionner les 1 est beaucoup plus com-
plexe que vous ne le pensez. A titre d’exercice, classez ces matrices (elles ont toutes 0 vp triple) en classes de similitude (je

vous laisse y réfléchir) :

001 010 000 011 001 010 011
000 000 001 000 001 001 001
000 000 000 000 000 000 000

Centrale PSI 2023 (polynome annulateur de degré quelconque) ¥

Ex88
1) Déterminez A, u € Rtq A(f —ald) et u(f — bId) soient des projecteurs.
2) Montrez Ker(f —ald) = Im(f - bId).

% ) Déterminez f" pour n € N.

Soient E un R-evet f € Z(E).On suppose il existe a,b e Raveca # btq (f —ald) o (f —bId) = 0.
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