Queloues corrections sur U'InTégrale Généralisée

Ex 1

fl Int g =1
01—t

Int

« f(1)=

e Etudeent=0:

est continue sur |0,1[ :onabien1—17>0.

|7 (¢)| ~o —Inz etInt est intégrable en 0 (cours) donc, critere d’équivalent fonction positive, f est intégrable en 0.

e Etudeent=1:

-1
|F ()] ~1_ l\/_| =1/ 1—¢.Onendéduitlim, f(t) =0, cad f se prolonge en une fonction continue en 1: f est donc
1-t
intégrable en 1. (On pouvait aussi, 2° méthode, reconnaitre une fonction de Riemann ' intégrable en 1 avec a = — %).

f estintégrable sur |0,1[ doncl'intégrale I converge absolument, donc converge c'est-a-dire existe.

1 dt
fo (1+1)¥r2(1—1) =

On pose f(t) =

1
(1+86)Jt2(1-1t)

* f est continue sur |0,1] .]Je rappelle que \3/5 est définie sur R tout entier.

e Etudeent=0:

1 1
|f(t)|t:01x€/m=f%
2

en0 (a = 5 <1),il enrésulte f intégrable en 0

. Du critére d’équivalent d'une fonction positive a une fonction de Riemann intégrable

e FEtudeent =1: Lachangement de variable u =1 -1 =L, 0 amene:
1 1
A+ +w)VAQ+u)?(—u) =02 x /1 x(—u)

Du critere d’équivalent d'une fonction positive a une fonction de Riemann intégrableen 1 (a = % < 1),il en résulte

F0)] ~ —

f)= C12(1— o)

f intégrable en 1.

f est intégrable sur ] 0,1 [ donc l'intégrale I converge absolument , donc converge c’est-a-dire existe

dx =1

+oo arctan x 2+x
f —ln( )
0 1+x

X

arctan x 2+x
On pose f(x) = —ln(m)
e festcontinue sur |0,+oo[ : X >0 sur | —o0,-2[ U| —1,+00]

1. Bernhard Riemann : mathématicien allemand de génie (1826-1866). Travaux fondamentaux sur les fonctions analytiques, la théorie de I'intégra-

tion, la géométrie différentielle. Sa fonction { donne des indications sur la répartition des nombres premiers.
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* Etudeenx=0:
X
| f (x)| PR In2 =1In2. f se prolonge en une fonction continue en 0 (par la valeur In2) d’ou son intégrabilité en
x—0 X
0.

e Etudeenx = +oo:

24+X x—t00

On remarque que u = Tix letonsaitlnu ~; (u—1)dou:
X
w[2 (2+x T 1 b4
t ~ —_— _— —1 = —_— —~ —_
|f( )|xﬂ+00 X ((1+x) ) 2x 1+x T 2x2

Du critere d’équivalent d'une fonction positive 2 une fonction de Riemann intégrable en +oo (@ = 2 > 1), il en
résulte f intégrable en +oo.

f estintégrable sur |0, +oo[ donc l'intégrale I converge absolument , donc converge c’est-a-dire existe

-t

Onposef:t—»t(t’Ll) =exp(

—tlnt)
t+1
* f est continue sur |0, +oo|.

e Etudeent =0:
On utilise le « critere t“ f(t) » de Riemann' (Attention! en 0 avec a = % <1):

—tlnt) ((—1/2t+1/2)lnt 1/2Int
= exp

— —00

\/;f(t) = exp(%lnt+

r+1 F+1 )Zexp(g(t)) avec g(t) ~g

o0

Par composition de limites avec exp, il vient lim,_, t'/2f(t) = e~ = 0, puis I'intégrabilité de f en 0.

e Etudeent = +oo

La méthode générale est d’utiliser le « critére t*f(t) » de Riemann'(Attention! borne infinie ici) :
(a-1)tInt
)=exp(g(t)) avec (1)~ E o
— —0 sia=1

t
Par composition de limites avec exp, il vient, selon le parametre a,sia > 1, lim,  t*f(t) = +oo,sia < 1, lim,, t*f(¢) =

(a-1)t+a)lnt —sgn(a—-1)oco sia#1

t“f(t)zexp(( 1

0,sia =1, limt?f(t) = 1. Bref, le critere donné en cours ne « marche » pas ici.

On procede différemment en développant a 'intérieur de I'exp jusqu’a un o(1), procédé déja vu en cours :

) = exp (—1nt(1—%+0(%))) = exp(—ln t+o(1)) =exp(Int)xe®W ~, %xl =

tin
t+1

A

f(t)ZEXp( I)_ < ( tlnt 1

De par la comparaison avec une fonction de Riemann’, la fonction f n'est pas intégrable en +oco.

Lintégrale I ne converge donc pas absolument et comme la fonction-intégrande f est positive, I'intégrale ne converge

pas, c’est-a-dire n’existe pas.
Remarques
* Je rappelle pour une fonction quelconque f = 0,(1) < lim, f =0
e le «raisonnement » e/ ~ 8 car f ~ g est faux etle résultat en général faux aussi... (ici, le résultat est vrai, par chance).

* Avec un critere ¢t f(t) amélioré, qui n'est pas au programme, le critére pouvait « marcher » en t = +oc. Je le donne

pour les éleves « curieux et ambitieux » (seulement en +oo ) :

a>1 lim t°|f(r)|=¢ avecl <+oo f(t) intégrable en +oo

asl lim | f(r)|=¢ avect > 02 f(t) non intégrable en +oco



1 dt
[t
o arccos(l—1t)

/4
e f(t)= —————— continue sur |0,1] :onabien —1<1-1 < 1.Jerappelle arccos 1 = 0 et arccos0 = —
arccos(1—t) 2
e FEtudeent =0
On a cos(u) -1 ~O—%u2. On sait qu'on peut remplacer u par n'importe quelle quantité qui tend vers 0 (puisque
u—
par composition de limites, le rapport tendra aussi vers 1). On prend u(t) = arccos(1—¢) : on a u(t) — 0, lorsque

t — 0. Par conséquent, comme on peut multiplier et prendre les puissances d’équivalents :
1
(1-t)-1= cos(arccos(l -1))-1 atis arccos?(1—t) = arccos?(1—t) = arccos(1 —t) ~0\/5 Vit

I vient que | f (t)| ~0 Du critere d’équivalent d’une fonction positive a une fonction de Riemann inté-

\/— t1/2

grable en 0 (car § < 1), il vient I'intégrabilité de f en 0.

f estdonc intégrable sur |0,1], soit'intégrale I converge absolument, donc converge, c'est-a-dire existe.

CCINP PSI 2023 €3 (calcul d’ mtegmle) Vo)
Ex 2 On pose I = f In(sint)dt et] = f In(sintcost)dt.
0

1) Montrez que I converge.
2) Montrez J =21
%) Calculez I.

1) Enposant f(¢) =Insint:
* f est continue sur ]O, %] . caron a bien sin t > 0 sur cet intervalle.
e Ftudeent =0 : Dans un voisinage de t = 0, on écrit :
If(6)] = |1n(t - éts + o(t3))| = ‘ln(t(l - %tz + o(tz)))| = |lnt+ln(1 - étz + o(t2))| = |lnt - étz + o(t2)| ~o |Int|
N———

-0
De I'intégrabilité de In en 0 (cours ou critere t*g(t)), il résulte du critére d’équivalent des fonctions positives que f

est intégrable aussi en 0.

f estdonc intégrable sur |0, 3 | , d'oul'intégrale I converge absolument, donc converge (cad existe).

2) Le changement de variables u =% —¢ du = —dt, C' et bijectif de |0,% ] sur [0, %[ ameéne:

0 T /2
1= f Insinzdr = f lnsin(z —u)(—du) = f Incosudu  Ensuite, on écrit :
/2 0

/2 . /2 . /2
J= f smt X cost) dt =f Insint +1Incost dt =f Insin t dt +f Incostdt =21
0 0 0

/ / n/ )
3) f” 2ln(sint x cost) dt =fn 2ln(% sin(27)) dr = f” ln(z)dt +f 2ln(s.in(Zt)) dr = —glnz + %fnln(sin(u)) du
0 0 0 0

= —glnz + %(fo”/zln(sin(u)) du +fﬂ];21n(sin(u)) du) (35) —glnz + %(I+fn(;21n(sin(n— v)) (—dv))

1 2 1
=—zln2 + —(I+f” ln(sin(v))dv)=—zln2+—(21) = I:—zan
2 2 0 2 2 2

*(1) Onaeffectué le changement de variables u = 2 licite car C' et bijectif de |0, % | sur 0,7 ]

*(2) On aeffectué le changement de variables v = 7 — u licite car C et bijectifde | Z,7| sur |0,Z
2 2



Centrale PC | CCP PSI 2017-2012 (calcul d’'intégrale avec partie entiere) g5
+oo 1 _ m?
Ex % Onadmet Y., -5 = 7.
2x+1
x(x+1)2

1 1 1 1
2) ¥ Existence et calcul def xE(—) dx =f X {—J dx.
0 X 0 X

1) Décomposez en éléments simples

2x+1 1 1 1
1) Sans nécessité de donner le détail, on trouve: ——5 = — - —— + ———
x(x+1)2 x x+1 (x+1)?

y/\
Rappelons la définition de la partie entiére d'un réel x —
keZ=E(x) = k=<x<k+1 —_
2) la fonction x — E(x) est continue par morceaux (et méme en escaliers) sur —
R. —
1 1 1 1 1 4
k=s—<k+l = E|l- |k —<x=<— < f(x)=xE|—-|=kx x
P (x] 1 . f(x) (x) 012345867
REPRESENTATION DE E(x)
y/\
T+ o
61 - Y
5+ =
4+ --
3+ —
2t — 11—,/ /‘
1+ —_—
\ R PP — t >
mi1 o1 1 x mill1 1 X
F13 3 0 WWG54 3 2 1
REPRESENTATION DE E(i] REPRESENTATION DE X E(i]

Lintégrabilité de f sur ]0,1] résulte de la continuité par morceaux et

1 1 k
VkeN*,V—— <—, 0= =kx<-—=1
€ k+l<x<k <|f(x)| x<’C

Critere de majoration d’une fonction positive par la fonction constante 1, intégrable sur ]0,1], car intervalle borné (les

fonctions constantes non nulles ne sont pas intégrables en +o0o). Lintégrale existe donc.

+00
Pour le calcul, on utilise la propriété de Chasles? avec [0,1] = [%,1] U [%,%] u [i»%] U= kL—J1 [%%] :

1 1 too r1/k 1 +oo r1/k +00 1/k
fxE(—)dx:Zf xE(—)dsz xkac=Y k[ xax
0 X k=1Y1/k+1 X k=1Y1/k+1 k=1 1/k+1
too [y2|VkE 4o 1 ot 2k+1 1o 1 1 1
=L k|l =2 2 ok 25 & ra1 2
21 [ 2 g k31 2(k+1)? 2k D 2k(k+1)? 2k k+1 (k+1)
1 1 N1 o1 1(x* 1) 1 N1 N1
=— +-lim ) ——-——=-|—-=|+= lim Y —-) —
2 k:l( +1)2 ZN_""OOk:lk +1 2\ 6 12 2N_'+00k:1k k=1 +1
1(n? 1 1 . 1 1 72 1 1 n?
=—|—-=|+= lim -- =——-——+-=| —
216 12) 2N—1ol N+1 12 2 2 12

2. Michel Chasles : mathématicien francais (1793-1880). A introduit en géométrie les grandeurs orientées. Auteur d’un Aper¢u historique sur l'origine

et le développement des méthodes en géomeétrie.



IMT PSI 2023-2022 (calcul intégrale) g
Ex4
1) Donnez un équivalent de  — arctan(+) au voisinage de +oo.

2) Nature et calcul de ;" (% - arctan(%)) dt  [2022: indication : utilisez un € > 0 puis le faire tendre vers +oo]

1 1
1) On aimmeédiatement par le dl usuel de arctan en 0, — — arctan
t 1=+ 313

2)
) 1 1 .
 f:t— {—arctan| continue sur [ 1,+oo

e Ftudeent = +oo : D’apres Q1, f étant positive en +oo on peut appliquer le critere d’équivalent et par critere de

Riemann, f intégrable en +oo.

Il en résulte f intégrable sur [ 1, +oo[ d’ot1 la convergence absolue, donc convergence de 'intégrale.

e (1 e dt @ re dr 11e (e —tdt
f (— —arctan dt = / f arctan — dt = —_—— [tarctan—] + f
1\t 1 1t ti1 1 1412

n e dt @ w1 to0  dt
= — —¢arctan — +f _ :>f (——arctan )dt———1+f —_—
4 e J1 t(1+1¢?) 1 t 4 1 t(1+1¢2)

. / 1 / -1

*(1) Oneffectueuneippavecu’' =1 v = arctan 7 U= t v = 32
*(2) Onfaittendree — +oo,l'intégrale /" m existant (immédiatement par le critere de Riemann) et € arctan ; ~ +oo

£-1
€

On termine en calculant 'intégrale a 'aide d'une décomposition en éléments simples
+oo  dt +oo 1 r 1 A 1 A? 1

f —:f ———— = lim |[Int-=In(1+¢?) :—ln2+ lim —ln( ):—ln2

1 t(1+12) St 1+t? A—+oo 2 1 A—+02  \1+A%2) 2

+oo (] 1 T 1
f (——arctan—)dtz——1+—ln2
1 t t 4 2

Ex 2 Montrez intégrable sur R. On cherchera a ramener al'étude d'une série.

1+ x2 |sin x|3/2

1
1+ x2|sinx|3/2
La continuité sur R est immédiate, vu la non nullité du dénominateur. On va suivre I'indication de I'’énoncé qui laisse

On pose f(x) =

sous-entendre que les critéres de convergence usuels ne s’appliqueront pas bien. On revient a « l'intégrale partielle » et vu

la parité, on ne « s'occupe » que de +oo : on pose F(x) = f,f/zf et

F( 7'[) fnn/z 1 i ifknﬂz/Z 1 e
nw+ == —  dx = -
2 w2 1+ x2|sinx|3/2 o Jkn-njz 1+ x2|sinx|3/2

U



On montre d’abord la convergence de cette série }_ u,, a termes positifs avec le changement u = x —nm :

_fn/z du <f”/2 du
") 1+ (u+ nm)?|sinul3?2 T Jog 14 (—/2 + nm)?| sin u|3/2

(,L)an/Z du @ rx/2 2du [ﬂ/Z 2du
e 1+ (em24nnPsine®? Jo 14 (—x/24nn)2 (2w do 1+a(n-1/2)2u30?

—
W
=

n}

1 [(n—l/Z)ﬁ ydv @ 1 /+oo ydv

—_ =
(n—1/2)43 Jo 1+08/2 7 (n—1/2)43 1+ 032

La série converge par comparaison a une série de Riemann' convergente (4/3 > 1). Le (1) résulte de la parité assurée
par la majoration précédente. Le « choix initial subtil » de 7 /2 permet d’utiliser la minoration issue d'un argument de
convexité que je ne détaille pas ici mais qui donne un résultat bien connu (et & retenir pour les éleves « ambitieux ») sur
[O, m/ 2] , sinu = %u Les constantes strictement positives «, 3,y ne sont pas calculées par efficacité. Le dernier change-
ment de variables du (3) v = a?/® (n -1 / 2)3 ya pour but de « complétement extraire le n ». La derniére majoration du (4)

résulte de la positivité et de la convergence de l'intégrale (immédiat).

On termine en remarquant que « fout » est positif ce qui permet de majorer et de prouver la convergence en majorant la

fonction croissante F (et donc I'intégrabilité de f puisque la fonction est positive )

OsF(x)sF((E(g)+l)n+g)s (:Z: (n_11/2)4/3)f0+00 11?;13}/2 =cste

Remarques

* La convergence et l'intégrabilité étant des notions locales, il est plus simple d’étudier sur [7/2,+oo[ car cela évite

un « résidu ».
X X , o
e E (—) T<x< (E (—) + 1) 7 permet d’encadrer x par deux nm consécutifs.
b4 7

e On notera que cette intégrale « donne » un exemple d'une fonction intégrable dans un voisinage de +co mais on n'a
pas lim, f = 0. (En fait il n'y a pas de limite, comme le cours nous I'a appris, le lecteur est invité a le prouver en

considérant deux suites...)

e Il est tout a fait possible qu’il y ait une méthode plus courte...

Mines-Ponts PSI 2022-2021-2019-2018-2016 (calcul intégrale de Dirichlet) &5
Ex7

Soit f: x—»foo

1) Montrez [ 1 S”” dt et f1+°° st gt convergent.

oo sin ¢ COS t

—dt — sm(x)f

2) Montrez que f et g sont solutions de I'équation différentielle y” + y = < sur ]0,+00].

%) En déduire que f = g puis la valeur de [;" 2L dr et [ %zt dt.

sint _ cost
1) Attention! ici, il n'y a pas intégrabilité de - et - au Voisinage de l'infini.

+oo sin ¢ sin sint
Laconvergence de f - dt résulte dela continuité de T dt sur [x +oo[ (acondition de prendre x > 0) etA lim f —dt
x —++00 Jyx
existe et est finie parI'ipp &' =sint  v=1 u=-costv' = ;—21 :
. 1 A cos(t COS X +oo cos(
lim smt— dr = lim [cos(t)—= —f (®) dr = - - f (1) dt
A—++00 A—++00 t2 2 x2 t2

os(t)

car cette derniére intégrale converge car ‘ ‘ <= donne I'intégrabilité dans un voisinage de +co.

2) Dérivabilité de g :



On rappelle le théoreme fondamental de I'analyse : si f continue sur un intervalle I et a € I, alors F : x — [* f est définie,
continue et méme C' sur I et sa dérivée est f(x). si en outre f est C¥, alors F est C**!

Préter attention au fait que ici, x est en bas, et que +oco ne peut pas étre un a € I... On écrit
+oo sin t x sint +oo sin ¢
f —dt=—| —dt+ f —dt
x t 1t 1 t

g est donc indéfiniment dérivable sur R** et

g(x)= COS(x)f —_— dt - sm(x)f &:t dt
g'(x)= —sin(x)f Sl_nt dt + cos(x)——— n(x) cos(x)foo &:t dr — sin(x) ———2 coxs(x)
== sm(x)f 31_nt dt — cos(x)fJroo &:t dt

sint —sin(x)

g'(x)= —cos(x)f —dt— in(x )T

+sin(x)f &:tdt—c s(x )M

X

=-g(x) LI g est solution sur R** de y" +y = —
X X

Dérivabilité de f :
e—tx
On applique le théoréme C? d’une intégrale a parameétre. On prend x € /] = R** et h(x,t) = T les dérivées partielles
-t _., 0h o,
- —(x,t) = ——
1+22° az(x ) 1+22°

e Vx€ |0,+0c0[,VO<k<1,t— a &y ) est intégrable sur R** continuité sur [0, +oo[ et < & en +oo, et ce pour

oh
existent sur R? et —(x, t)=

toutx =0
e Vx€]0,+o0[, t — ax2 %1 (x, t) est continue par morceaux sur R** .
e YVt eR"™, x — h(x,t)estC*sur |0,+oo].

 Hypothése de Domination sur tout segment [a,b] < |0,+0o] :

h

0x?

l.2
1+1¢2

2
—-Xt < 3 e
1+ 12

Vx € [a,b] € ]0,+c0[, YVt R,

]|

= ¢(1)
Majoration résulte de x = a et ¢ > 0. ¢ est intégrable sur R** : 0(%2) au voisinage de +oo car a >0

Alors F est de classe C* sur |0, +oo].

fw= [T —seta =T —neta o= [T S ea
= 0 1+t2€ x_() 1+tze = 0 1+t2e

o 1+ 2 tx

Vx>0, f(x)+f"(x) = fo eI gt = f0+°° T ] L

1+ 12 -X

On conclut : f estsolution sur R** dey” +y =1

%) On cherche a appliquer le théoreme de Cauchy et donc on regarde si f et g vérifient les mémes conditions initiales :

sm t

+oo  df b2
f(0) =f0 T2-2 g(0)= cos(O)f

De toute facon, on ne pouvait pas prendre 0! car 0 ¢ R** .

Lastuce est ici de se servir du fait que g est solution particulier de I'équation différentielle. Par suite, comme I'équation

homogene a immédiatement comme solutions A cos(x) + Bsin(x), il vient :

. sin +00 COS [
Vx>0, f(x)=Acos(x)+Bsin(x) + g(x) = cos(7x)(A+fx Tdt) +sm(x)( L Tdt)



Limiteen +oo:

+00 1 +00 1
lim f(x)zOcar|f(x)‘sf ‘ e"xdt|sf e ™dr =—
X—+00 0 0 X

1+1¢2

Comme restes d’intégrales convergentes, [ w dt, [ w dt — 0. Par suite, on doitavoir i#(x) = Acos(x)+Bsin(x) —

0, ce qui impose A = B =0.

Remarque : On peut le démontrer, par caractérisation séquentielle de la limite, en prenant x,, = 2nw et y, = 7 +2nn

h(x,)=Aeth(y,)=B.

4) Onpasse alalimiteen0dans Vx >0, f(x) = g(x):
/2
. lin% f(x)=f(0)= > par continuité en 0; Hypothése de Domination :
X

—tx

e
Vx € [a,b] <R, | intégrable sur R*

<
1+t2‘ 1+¢2

e lim, o g(x) = cos(0) x [ % dt + 0 par continuité de sin, cos, convergence de I'intégrale ["® % dr (déjavu

en +oo et se prolonge par continuité en 0 puisque S‘“(‘)

~,—0~ 1. POur le cosinus, ceci ne marche pas! I'intégrale
Joe &t(t) diverge! 1l suffit de montrer bornée car elle est multipliée par sinus qui tend vers 0. Pour tout x, on prend

n, entier tel que (n, — 1)7 < x < 1,7 puis

teo cos(t) . (memcos(t) X [(k+D7 cos(r) ﬂxﬂcos(t) e [™ cos(u)
I e | [T R e

24 t k=n, u+kn
k(x) U

“ k()4 Y (“DFug

k=n,

m dt b4
‘k(x)‘ < f - < (n,m - x)— = — — 0 et |u;| décroit vers 0 : par le CSSA, | Z (- l)kuk| < |u, | — 0 car
x x k=n, ¥
n, — +oo lorsquex—>+oo

On conclut li(r)nf(x) =f(0)=== llmg(x) f s1n(t)

dt

a

Mines-Ponts PSI 2023 (calcul intégrale) *1\?—
. +00
Ex 8 Existence et calcul de

o

. +00 2
dx . On pourra utiliser f e du=
) 1+e* 0

+00 X
Lintégrale f intégrable sur | 0, +oo| car:
& 0 1 1+e* 8T [ [

* f est continue sur [0, +oo|.

e Etudeenx = +oo |f(x)| = V/xe™* quiestintégrable en +oo par le critere x* f (x) : @ = 2 > 1 etlim, o, x*\/xe™* = 0.

(e}

Le critere d’équivalent des fonctions positives permet d’en déduire I'intégrabilité de f en +oo

Le calcul de I'intégrale était tres difficile, voire impossible, pour les 3/2 a ce stade de I'année. On utilise le développement
+00

= Y (-1)"u", mais Attention! , il faut avoir |u| < 1, alors qu'on a e* > 1. On utilise alors
n=0

en série géométrique 1

l'astuce, classique, suivante :

Vx o _Jxe™

1+e* l1+e*

= Ve S () = 1) e s

On a bien, sur ]0,+oco[, |e™| < 1. On arrive alors a I = Z (-1)"/x e~(**D* gx 11 faut ensuite un théoreme d’in-
n=0
terversion des symboles ) et [ et c'est ce théoréme qui manqualt aux 3/2 (dans le cours de fin novembre). On I'appelle

théoréme d’intégration terme a terme; on vérifie ses hypothéses, apres avoir posé f,(x) = (—=1)"/x e~ "+~

* Les f, sont continues par morceaux et intégrables sur [0, +oo[ ) +oo(§) car, Attention! ,n+1> 0.
8



o La série de fonctions ¥, f, converge simplement sur [0, +oo| (elle provient d'un développement en série!) et sa
somme est continue par morceaux sur [0, +oo| .

¢ Lasérie numérique Y converge :le plus simple est de calculer I'intégrale car ce calcul sert apres ...
q n [0 +oo[ n g p p g p

+00 M) r+oo 1 1 2 +00
f Vx e (¥ gy = f ue " 2udu = f wre ™ du
0 o Vn+1 n+l (n+1)32 J

—~
N

I}

) 2 ~
m([—ge .

+oo+lf+°°efu2du)(§) \/;
0

o "2 T 2(n+1)2

(1) Changement u = \/n+1,/x soit x = —=u?, C" etbijectif de ]0,+oo[ sur |0,+oo|

2 _ 2 . . 2. s . N
wox'=1 y= —%e “. Attention! , on doit vérifier qu'elle est licite a cause

*(2) Ippavecx=u y =ue”
de la borne +oo : I'intégrale obtenue converge bien! (intégrabilité en +oo aisée laissée au lecteur)

*(3) Valeur del'intégrale de Gauss, rappelée par I'énoncé,

I est clair que cette série de Riemann Y. f. |f,,| converge.

On termine 'exercice :

=
pE
—
|

+00 +00 (1) +oo
= [ S e Ee e 3 [T e Eeming 2 5 VI
0 n=0 n=0J0

n=0 2(n+1)3/2

* (1) Calcul effectué plus haut, sansle (—1)".

*(2) Onrappelle que la fonction ¢ de Riemann vaut (ce n’est pas au programme, juste de la culture mathématique)

+00 1
((x)=) —, définie ssi x > 1. Quand on a un (-1)", série de Riemann alternée, on procéde comme suit :
n=1 N
+00 1 +00 1 +00 1 +00 +o00o 1 +00 1 1 +00 1 1
“1)— ()= Y (-1)'—+ Y — =2 — =2 = x) = -1 — = [— - 1)¢(x
nz=:1( ) n* {(x) nz=:1( ) n* 5o n* ngl n=1 N* nz=:1 (2n)* ZX_IC( ) r;l( : n* (zx_l )(( )
n pair

Remarque : 1l n'est pas possible de dire grand-chose sur le « nombre » { (%). Ce n'est pas un nombre qui s'exprime a I'aide

des fonctions usuelles et des nombres usuels. Tres peu d’ailleurs des « nombres » {(x) s'expriment « usuellement ». On

A . A 2 . ~ . .
connait, bien sar {(2) = ;% # = % les {(2n) s'expriment a l'aide de 7" et des nombres de Bernoulli. Par exemple,
pour{(3)= X' #, on a « inventé » un nouveau nombre, le nombre d’Apéry (un mathématicien).

On trouve sur Wikipedia que { (%) est utilisé pour calculer la température critique d'un condensat de Bose-Einstein dans
une boite a frontiere périodique, et pour 'onde de spin des systemes magnétiques, que {(3) intervient dans la formule
de la luminance photonique de la loi de Planck, que {(4) apparait quand on integre la loi de Planck pour obtenir la loi de
Stefan-Boltzmann (en dimension 3) ...

https://fr.wikipedia.org/wiki/Fonction_z%C3%AAta_de_Riemann

Ex 9



https://fr.wikipedia.org/wiki/Fonction_z%C3%AAta_de_Riemann

[ f+oo e~ cos(t)dt = I (z€C)
0

e Lafonctiong: ¢ — e~

cos(t) est continue sur [0,+oo[ (exponentielle complexe).

e Etudeent = +oco:
|g(t)| = | cos t| e " e=3@)1 Pourtout z € C, on aimmédiatement, par croissances comparées, lim, ., t?|g(z)| =0, ce
qui amene par critere t? f(t), comme a = 2 > 1, I'intégrabilité de g en +oo.

g est intégrable sur [0, +oo[ donc l'intégrale I converge absolument, donc converge c’est-a-dire existe.

Remarque : Rappel : pour z € C, |e*| =™ arg(e®) =9z

Ex 11 Intégrales de Frullani
+oo f(bx) - f(ax)
x

Soit f continue et intégrable sur R* et 0 < a < b. On veut montrer f

a
| dx = f(0)ln

1) En supposant fC', montrez I'intégrale converge « sur» ]0,1] .

2) Montrezf’*wdx zf“Mdu _fhff(u) i

A u £ u
bA u
) intégrable sur [1,+oo[ , puis lim F) du =0
A—+00 JgA u

fhE M — ]LO)| < 11. Conclure.
a u u

£

% ) Montrez flu

4) % Montrez Vn > 0 pour € assez petit,

f(bx)_;f (@) est continue sur ]0,1] . En écrivant :

fbx) -~ f(O)+f(0) —flax) _ 1f(bx)-f(0) 1f(0)—f(ax) x-o

X b bx—-0 a ax-0

1) g:x—

glx)=

1 ! 1 !
HAURBIHO)

par dérivabilité de f en 0. On en déduit que g se prolonge par continuité en 0 et donc Vintégrabilité sur ]0,1] .

2) On effectue les changement de variables u = ax et u = bx au bon endroit :

ngf(bx)_f(ax)dx=LA@dx—];Af(ax)dx=fbbAf(u)du—f:Af(u)du

X X € u € u
A bA A bA b
[ g [ g [ g [0 g, [0 g, [0,
be u ae u aA u ae u aA u ae u
%) Lintégrabilité de f(—uu) sur [1, +oo[ résulte de sa continuité et du critere de majoration d'une fonction positive par

@ < |f(u)|. Comme le reste d’une intégrale convergente tend vers 0

une fonction intégrable au voisinage de +00: 0 < ’

(cours):

A A A u A—+00

4) Pour u assez proche de 0, par continuité de f en 0, on a |f(u) — f(0)| < ln(lZ/a)' Comme u € [ag, be], pour € assez
petit :
be be 0 be — f(0 be — f(0 be 1 e
[ e O (ORI g O TP N L W B A [
ae u ae u ae u ae u ln(b/a) ae U ln(b/d) ag

10



On vient d’écrire V7 > 0, pour ¢ assez petit (cad 3a > 0 tq pour 0 < € < ), alors :
be f(u) be (()) be be f(u) b
[ f 2 - = [T EE - rom 2] <n
ae u ag ag u a

u b
On reconnait la définition d'une limite, plus précisément lim f f( ) = f(0)In —. On a donc démontré :
e=0Jge a

(u)

- £(0)[Inu]

lim
£—0, A—=+00 J¢

Awdx _f(o)lng = f(O)In

Mines-Telecom PSI 2022 | Mines-Ponts PC 2012 (convergence intégrale) ¥ &5

+oo  sinx
Ex12  Naturede f —— dx?
o /x-sinx
sinx

Enposant f(x) = ——,
P f V/x —sinx

* f est continue sur |0, +oo|.
e FEtudeent =0:
sinx X
flx)=

1
Vx—x+o(x) x:‘)\ﬁ T a2

I'intégrabilité en 0.

Le critéere de Riemann a = % < 1 associé a la positivité locale de f nous améne

e Etudeent = +oco:

sinx
Comme sinx = 0,,,(1/%), f(x) ~ 7 Mais Attention! , al'instar de 'intégrale de Dirichlet, cette fonction n'est
X—+00 X

pas intégrable en +oo. Il faut procéder par ipp je vous rappelle pour conclure a la convergence de I = [;**° % dx.
Attention! aussi, montrer la convergence de I ne nous permettra pas d’en déduire la convergence de (" f par

Péquivalent, car la fonction f n'est pas localement en +oo de signe constant. On utilise donc un développement :

sinx sinx( 3 sinx) s1nx sin® x ( sin® x ) _ sinx N sin? x . (L)
\/}_ sinx \/} \/} \/} (\/_)2 +00 (ﬁ)?» \/} X +oo \ x3/2
— k(x) h(x)

g(x)
* [;'*° g converge par ipp, comme l'intégrale de Dirichlet, je ne le reproduis pas ici

e Onak=1= Coszx et [ dx diverge (Riemann) et [ COSZ" converge par ipp également. Par sommation (" k
diverge
* [;**° h converge car absolument car la fonction & est intégrable en +oco (Critére grand-O et Riemann)

Conclusion : Lintégrale de 'énoncé diverge.

Centrale PSI 2023 (convergence d'intégrale a indéterminée) X @5 f( %)
+00 +00
Ex1% Soient a > 0 et f : [1, +oo[— R continue tq f f converge. Montrez f dx converge.
1 1

Rappelons quessi /" f converge, on ne peut dire grand chose du comportement de f en +oo. Tout au plus que, si elle a une
limite, ce ne peut étre que 0. Sinon, elle peut trés bien n"avoir aucune limite en +co et méme ne pas étre bornée (exemple
vu en cours). Par contre, ses primitives sont intéressantes : si on considére F : x — [;* f(¢) dt, cette fonction est bornée au
voisinage de I'infini (car a une limite finie qui est I'intégrale [;** f par hypothese de convergence). Ceci donne I'idée de
pratiquer un ipp, idée d’ailleurs déja exploitée afvec I'intégrale de Dirichlet. Notons que F existe bien par '’hypothése de
continuité de f de’énoncé. On prend v’ = f(x) v= xL“ u=F(x) vV =-a

flA f) [F(x) flA F(x)

xa+l

xa+1

e Comme F est bornée (par M au voisinage de l'infini) et & > 0, le 1°* membre a une limite finie en +oco.

F(x) -

xa+1

e Comme le critére de majoration d'une fonction positive 0 < ‘

s et le critére de Riemann car a« +1 > 1, il
X

en résulte I'intégrabilité de cette fonction soit la conwﬂgence de l'intégrale f1+°° ;(Lff , cad l'existence de la limite du




2° membre quand A — 400

Lexistence de la limite finie de I'intégrale partielle flA % dx amene la convergence de l'intégrale.

+00
Ex14 On pose I, = f P dt . Prouvez rapidement 'existence de I, et étudiez limI,,.
o n

Lexistence de I,, résulte de I'intégrabilité de f,, (1) = —— sur [0, +oo| car:
* f continue sur [0,+oco[ (n®+ ¢ nes’yannule pas).

1
e Ftudeent = +oo: | fn(t)| oo 73 critere ~ d'une fonction = 0 a une fonction de Riemann intégrable en +oco.
On applique le théoreme de convergence dominée de Lebesgue :

e Etude de la convergence simple de la suite de fonctions (f,,) sur [0, +00 [ :

Attention au role du parametre t dans la limite lorsque n — +oo.

Il est immédiat que f,,(¢) — 0 et ce pour tout ¢ réel.

* Hypothése de Domination sur [0,+oco| :
1 ‘ 1
<
n2+317 12443

=¢(1)

Vte[0,+o00[, YRR =1,

(0| =]

¢ est intégrable sur [0,+oo[ : comparaison a une fonction de Riemann en +oco

+00
On en déduit lim [, = f 0=0
0

Mines-Telecom PSI 2022 (limite suite-intégrale) g
+00o X

Ex12% Soit, pour n €N, I, = L T

1) Montrez la convergence de I,,.

2) Déterminez lim7,.

1) La question est un peu ambigué : s’agit-il de la convergence de I'intégrale ou celle de la suite (,,)?

xn

On pose f,(x) = Too Ona:
* f, est continue sur [0,+oo|.
x" 1
e Ftudeen x = +oo: Ona f,(x) S T T Le critére d’équivalent s’applique car la fonction est positive. On
x=+00 X x

reconnait une fonction de Riemann intégrable en +oo car a = 2 > 1. f, est donc intégrable en +oo

[, estintégrable sur [0, +oo[ cad I'intégrale I,, converge absolument donc converge.

2) On utilise le théoreme de convergence dominée de Lebesgue :

¢ Etude de la convergence simple de la suite de fonctions (f,,) sur [0, +oo| :

x"—-0si0=sx<1 fu(x)—0

x"—1six=1 Q)= =f(x)

—_

N | =
SN | =

. X 1
x" - 4oosix>1 f"(x)n;roowzﬁ

f est bien continue par morceaux sur |0, +oo| . La suite de fonctions (f;,) converge simplement vers f sur R*.
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* Hypothése de Domination sur [0,+oco| :
1 .
X" 170 si0=x<1
L= = o = ¢(x)

X 1 . ]
oramz 2 Y7

¢ est intégrable sur [0, +oo [ car continue par morceaux et ~ ., =

Vx € [0,+00[, YR EN,

+00 +oo (x 1 1+00
Le théoreme s’appliquant : lim I, :[ f(x)dx :f — = [— —]+ =1
0 10X xh

ENSAM PSI 2013 (limite d’'une suitel—intégmle) ¥z
Ex16 Déterminez lim f " dx.

n—+oo Jo

1l faut passer a I'exp du log pour voir plus clair : f,(x) = x¥ = exp (x"Inx). On applique le théoréme de convergence
dominée de Lebesgue.
* Etude de la convergence simple de la suite de fonctions (f,) sur ]0,1] :
=1 si0<x<l1
x" — Opourxe [0, 1 [ et — 1 pour x = 1. Puis croissances comparées, f,(x) — = f(x)
e =1 six=1

» Hypothése de Domination sur |0,1] :

VYxe]0,1], VneN,

fu@)| =exp(~x"|Inx]) < e =1= ()
On a utilisé u — e~ décroissante et x" | lnx| = (. Lusage de la valeur absolue permet de se rendre compte visuel-

lement qu'ilyaun - ... ¢ est intégrable sur ] 0,1 ] : C'est une constante sur un intervalle borné

1, 1 1
On en déduit lim x* dxzf f(x)dx =f ldx =1
0 0

n—+oo Jo

1
Ex17 Soit f une fonction continue par morceaux sur [O, 1 ] et continue en 0. Etudiez lirP f f(&™)dt
n—+oo Jo

Lintégrale existe bien car ¢ — f(¢") est continue par morceaux sur le segment [0,1]
Astuce simplifiant I’étude de la convergence simple : on écrit I,, = f[ [ f(t™)dt (je vous laisse réfléchir pourquoi il est
0,1

efficace « d'enlever » le 1)

* Etude de la convergence simple de la suite de fonctions (f,) sur [0,1] :

pourtout 0<t <1, t" — 0 puis f(¢t") — f(0) car f continue en 0.

La suite de fonction (f,,) converge simplement vars la constante f(0)qui est bien continue par morceaux sur [0, 1 [ .
* Hypothése de Domination sur [0,1] :

Ve [0,1], VneN,

L) =|rem

<M =¢(1)

Ot on a noté M la borne sup de |f| sur [0, 1 ] qui existe bien car f est continue par morceaux et c’est un segment.

¢ est intégrable sur [0,1] : c'est une constante M sur l'intervalle borné [0,1] .

1 1
Le théoréeme de Convergence Dominée de Lebesgue s’applique : lim f f(@™)dt = f f(0)=f(0)x1=f(0)
0 0

Mines-Ponts PSI 20233 (limite suite-intégrale a indéterminée) &1 g
Ex18 Soient¢p € €' ([0,1],[0,1] Jetf € €°([0,1] ,R). Onsuppose que, pour toutx € [0,1],]¢’(x)| < 1. Calculez

fp™(x))dx.

1
lim
n—+oo 0

13



En posant g(x) = ¢(x) — x dérivable, il vient g'(x) = ¢'(x) — 1 < 0, soit g strictement décroissante sur [0, 1 ] .Onag(0)=
¢(0) =0etg(1) = ¢p(1)-1 < 0. g continue est donc bijective de [0,1] sur [g(1),g(0)] > 0 et par suite, il existe un unique
réel £ € [0,1] tel que g(¢) = 0, soit ¢(¢) = £. Conformément a un résultat usuel, toute suite récurrente u,,,, = ¢(u,) ne
peut converger que vers ce point fixe, mais elle « pourrait » ne pas converger. C’est donc le cas de ¢ (x) pour tout x (qui

doit étre pris dans le sens (¢ o ... o ¢)(x) car sinon le sens (¢p(x))" est trop « facile » a étudier).

Comme f” est continue sur le segment [0,1],'hypothese [¢'(x)| < 1 s’écrit plus fortement |¢’(x)| = M < 1 (ot d’ailleurs

M peut étre une borne atteinte). L'inégalité des accroissements finis ameéne alors |[¢p(x) — ¢p(€)| = [p(x) - €| < M|x - £|

n—+oo

puis par récurrence immédiate, |¢p" (x) — €| < M|x - ¢| 0. La convergence vers ¢ estr donc établie.
On termine par le théoréme de convergence dominée de Lebesgue avec f,,(x) = f(¢"(x)) :

* Etude de la convergence simple de la suite de fonctions (f,) sur [0,1] :

fn(x) — f(£) = ¢ par continuité de f.
* Hypothése de Domination sur [0,1] :

Vxe[0,1],VneN,

Falx)] = My = ¢ (x)

M, est la borne sup de |f| continue sur le segment [0, 1] . ¢ est intégrable sur [0, 1] : constante sur un intervalle

borné.

1 1
Par application du théoréme lirn[ flo"(x))dx = f =1
0 0

Remarque : Toute fonction continue ¢ du segment [O, 1 ] dans lui-méme admet un point fixe (par le tvi). Ici 'hypothése

C!, jointe a la majoration, rajoute I'unicité du point fixe ¢ (par la bijection).

, . /2
Ex 20 InTégrales de Wallis?® On pose I, = f cos" tdt
0

/2
1) Etablir I, =f sin” tdt
0
2) Etablir (I,,) converge.
7 (2n)!
22n+1 (p1)2

7T
4) Etablir I,,,, ~ I, puis I, ~ 1/ o (considérez la suite (n +1)I,,1, ;)
n

% ) Etablir la récurrence nl, = (n—-1)I,,_,, pour n = 1, puis I, =

On vérifie, méme sans question posée, que l'intégrale I, existe, du fait de la continuité de t — cos”(t) sur le segment

[0.5]-

/2 0 T /2
1) Le changement de variables u = £ — ¢ du = —dr amene: I, = f sin” tdr = f sin” (E —u)(-du)= f cos” udu
0 n/2 0
2) Onpose f,(t) =sin"(t) et = [0, 7 | etonapplique le théoréme de convergence dominée de Lebesgue* :

* Etude de la convergence simple de la suite de fonctions (f,) sur | :

e Si0o<r<7,0<|sint|<1dou f,(r) — 0.

e Sit=Zf()=1—1

3. John Wallis : anglais (1616-1703). Expression du nombre 7 sous forme de produit infini. « [Arithmetique de linfini ».
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0 si0st<Z
. . . 2 . .
La suite de fonctions (f;) converge simplement vers f : t — en escalier, donc continue par mor-

=21
1 Sit=35
ceaux.

* Hypothéese de Domination sur | :

Vtel, VneN,

fu(0)] = |sin"(1)] = 1=¢(2)
¢ est intégrable sur I : c'est la fonction-constante 1 sur le segment borné [0, Z |

/2 /2
Ilvientlim I, :f f :f 0=0.
0 0

%) Oneffectue unipppourn=2dans/,: u=sin"'t v =sint u' =(n-1)sin"?tcost v=-cost:

/2 2 /2
I, =f sin"!tsintdt = [—sin"‘1 tcos t]z/ +(n- 1)[ sin" % tcos® t dt
0 0

Q /2 /2 7/2
= 0+(n—1)f sin® 2t (1 -sin?¢t)dt :(n—l)f sin”fztdt—(n—l)f sin"tdt =(n-1)I,_,—(n-1)I,
0 0 0

* (1) Attention! sin"'(0) =0 car onapris n = 2.

2n L, = (2n-1)L,_,. Apres avoir remarqué que la derniére formulation de cette récurrence est 2 I, = 1 I, (ce qui donne

les derniers chiffres aprés les ... sans les « tricher »), par une récurrence facile, on obtiendrait :

I =2n—11 :2n—12n—3 :mz(Zn—l)(Zn—S)x-uxl :(Zn—l)!!
mToop "7 op 2p-2"*t 2n(2n-2)x--x2 °° (o) °
@M 2n-1)2n-3)x-x1 (2n-1)(2n-3)x--x1
:2><n><2><(n—1)><---x2><10: 2" n! l
@ (2n)! o (en) @ @2n)an
T (2nn-2)x-x2)2mpl 0 (e g0 | 22 2

¢ (1) Quand on a une multiplication de nombres pairs successifs, il suffit de mettre en facteur 2, pour obtenir une

expression sous forme de factorielle. On obtient (2n)!! = 2" n!

*(2) Quand on a une multiplication de nombres impairs successifs, pour obtenir une factorielle, on multiplie et
2n)!

on divise par les pairs manquant, ici tous les pairs de 2n 4 2. On obtient (2n — 1)!! = ;n—)'
n!

*(3) On calcule immédiatement I, = 0”/ ldr = z

4) 1l faut utiliser nl,, = (n —1)I,_, et la décroissance de (I,,) :
n

I
" n

_lln :In—2 = In—l = In

Du théoréeme d’encadrement pour les équivalents, il en résulte I,, ~ I,,_;

En reprenant la formule nl, = (n —1)I,,_, et en la multipliant par I,,_;, on obtient nl,I,_, = (n —1)I,,_;1,_,. Aprés une
considération attentive, ceci donne finalement que la suite (n1,,I,_,) estune suite constante, donc égale a 11, I,. On calcule

rapidement I; = 0”/2 sintdt = [-cos t]g/2 =1, puis:

b4 2 , T i
nInIn_1:5~nIn = In~g = I, ~ o

Rappel : on peut multiplier, diviser et prendre les puissances d’équivalents.
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Remarque: On pouvait obtenir un équivalent par une autre méthode : la formule de Stirling® que les éléves « ambitieux »

peuvent retenir n! ~ 27m(ﬂ)n. Ainsi, en reprenant la valeur de I,,, de Q3 :
e

_@n)'m ann(2n)*" e m 92n+1 p2n+1/2 —

. - T
2n 22n+1 pI2 22n+1 o2n 2y p2n - 22n+2 p2n+l - 2 ﬁ - An

Mines-Ponts PSI 20233 (limite suite-intégrale a indéterminée) &1 g5
Ex 21 Soient¢p € €' ([0,1],[0,1] Jetf € €°([0,1] ,R). Onsuppose que, pour toutx € [0,1],]¢’(x)| < 1. Calculez

f@"(x))dx.

. 1
lim
n—+oo 0

En posant g(x) = ¢(x) — x dérivable, il vient g'(x) = ¢'(x) — 1 < 0, soit g strictement décroissante sur [0, 1 ] .Onag(0)=
¢(0) =0etg(1) = ¢(1)-1 < 0. g continue est donc bijective de [0,1] sur [g(1),g(0)] > 0 et par suite, il existe un unique
réel £ € [0,1] tel que g(¢) = 0, soit ¢(¢) = ¢. Conformément a un résultat usuel, toute suite récurrente u,,,, = ¢(u,) ne
peut converger que vers ce point fixe, mais elle « pourrait » ne pas converger. C’est donc le cas de ¢ (x) pour tout x (qui

doit étre pris dans le sens (¢ o ... o ¢)(x) car sinon le sens (¢p(x))" est trop « facile » a étudier).

Comme f” est continue sur le segment [0,1],'hypothese [¢'(x)| < 1 s’écrit plus fortement |¢’(x)| = M < 1 (ot dailleurs

M peut étre une borne atteinte). L'inégalité des accroissements finis ameéne alors [¢p(x) — ¢p(€)| = [p(x) - €| < M|x - ¢|

n—+oo 2 .
0. La convergence vers ¢ estr donc établie.

puis par récurrence immédiate, |¢p" (x) — €| < M|x - ¢|
On termine par le théoréme de convergence dominée de Lebesgue avec f,,(x) = f(¢"(x)) :

* Etude de la convergence simple de la suite de fonctions (f,) sur [0,1] :

fn(x) — f(£) = ¢ par continuité de f.
* Hypothése de Domination sur [0,1] :

Vxe [0,1], VneN,

Fa(x)] = My = ¢ (x)

M, est la borne sup de |f| continue sur le segment [0, 1] . ¢ est intégrable sur [0, 1] : constante sur un intervalle

borné.

1 1
Par application du théoréme lim f flo"(x))dx = f r=1¢
0 0

Remarque : Toute fonction continue ¢ du segment [O, 1 ] dans lui-méme admet un point fixe (par le tvi). Ici 'hypothése

C!, jointe a la majoration, rajoute I'unicité du point fixe £ (par la bijection).

CCP MPBQ 2023->2021 (limite suite-intégrale) £
Ex22

1) Démontrez que pour tout entier n ¢ —

dt
———  Calculezlimu,,.
1+1t2+tret "

T2 prg=r ostintégrable sur [0,+00].

+00
2) On pose u, :f
0

Cet exercice fait partie de la banque d’exos CCINP MP, n°25.

Vous pouvez regarder la correction fournie par le concours : Banque CCINP MP 2023 avec corrigés

5. James Stirling : mathématicien écossais (1692-1770). Connu pour la formule donnant I'équivalent de la factorielle.
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n 2\n
Ex27% Onpose]n:ff 1—;) dr.
0

1) Donnez limJ, al'aide de I'exercice sur les intégrales de Wallis. On pourra faire un changement de variables.

+00
2) Calculez limJ,, al'aide de la fonction caractéristique 1, ) €t Lebesgue. En déduire f e dt = V.

—00

1)
On utilise le changement de variables ¢ = \/nsinu  dr = /ncosudu avec 0 < u < % qui rameéne a une intégrale de

Wallis® puis on utilise 'équivalent donné :

t2\" /2 /2 n m
]n:fﬁ(l——) dtzft (l—sinzu)”\/ﬁcosudu:\/ﬁf” cos?  udu = \/nlk,,, ~ 7 \/—_—> \/T_
0 0 0

n —_—
n 2(2n+1) 2

2) Jerappelle que la fonction caractéristique de A notée 1, est la fonction qui vaut 1 si x € A et 0 sinon. Par conséquent :

" °) oo )" 1- 2" si0<t=<+/n
]nsz(l_%) dt :f 1[0,ﬁ](t) (1—%) dt avecfn(t): ( n) \/_
0 0 .
0 sit>\/n

Fa(t)
On applique le théoreme de convergence dominée de Lebesgue :

¢ Etude de la convergence simple de la suite de fonctions (f,) sur [0,+oo| :
Pour ne pas faire n'importe quoi, on commence par remarquer qu’a partir d'un certain rang, pourt fixé,onat < \/ﬁ ,

donc a partir d’un certain rang (apcr) f, (1) = (1- % )", puis :

) t*\n 1 2y t? 1y ) 1) e )
( —;) —exp(n n( —Z))—exp(n[—;+o(z)))—exp(—t +o( ))—»exp(—t)
~o

* Hypothése de Domination sur [0,+oco| :

Vte [0,+00[, VREN,

? —? )
fn(t)‘ = exp(nln(l - ;)) < exp(n x T) =exp(—1%)=¢(1)
On a utilisé I'inégalité de convexité usuelle (a savoir par coeur) In(x) < x — 1 (ou de maniere équivalente In(1 + x) <
x) pour tout x > 0 et la croissance de I'exponentielle. ¢ est intégrable sur [O, +oo[ : continuité et critere t“f(¢) :

. _42
lim, t?e™" =0

+00 +00 T
Le théoreme de Lebesgue amene lim/,, = f e~ dt. Lunicité de la limite et Q1 f e dr = - et, par parité :
0 0
+00 +00 T
f e‘tzdt:2f et ar =2V~
—00 0 2

Remarque : On aura reconnu l'intégrale de Gauss®.

Centrale PSI (suite-intégrale a indéterminée) g .
Ex 24 Soit f continue sur [0, 1] telle que f(1) # 0. Trouvez un équivalent en +oo de u,, = f t"f(t)adt
0

On effectue le changement de variables u = £ sur [0,1], soit £ = /u puis df = Lun~"du :

1 1 1 1 1 1
un:[ t”f(t)dt:f uf(u"=untdu = = f flut™)utindu ~ — £(1)
0 o n n Jo n

In

On applique le théoreme de convergence dominée de Lebesgue pour prouver I'équivalent de I'intégrale I,, :

3. John Wallis : anglais (1616-1703). Expression du nombre 7 sous forme de produit infini. « IArithmetique de l'infini ».
6. Carl Friedrich Gauss : allemand (1777-1855). Contribution fondamentales en Théorie des Nombres et Géométrie.
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* Etude de la convergence simple de la suite de fonctions (f,) sur [0,1] :

£(w) = Fm)ut!m — £(1) car uM/™ = en'™* — ¢° = 1 et par continuité de f en 1, et ce pour tout £ € I = [0, 1]
* Hypothése de Domination sur [0,1] :

Yue [0,1],VneN,

Fulw)| = Mun*® =M = &(u)

ouM = sup,, |f|, noté en général | f|,, sup qui existe par continuité de f sur un segment. Attention! Inu < 0 sur
[0,1] donc se majore par la valeur en 0, par la décroissance de x — e™*. ¢ est intégrable sur [0,1] : constante sur un

intervalle borné.

1
On termine donc par lim I, :f f)dt =fQ)
0

(limite suite-intégrale) 25 ol
+1/n
Ex2% Soit f de R dans R continue. Etudiez lim n f f(x™)dx
1

n—+oo

On remarque rapidement que cette intégrale existe par continuité sur l'intervalle fermé [1,1 + % ] . Le théoreme de Le-
besgue ne peut s'appliquer car il y a une borne variable. On effectue le changement de variables u = x", soit, comme x = 0,
x = u'’", dott dx = L4"/""! du. On utilise l'astuce de la fonction caractéristique d’'un ensemble (par exemple A) notée

par y,(x) ouly(x)etquivautlsix e Aet0six¢A, cequipermetdavoir une borne fixe :

I, = j(;(lﬂln)nf(u)u%_ldu _ flex[lllJr%](u)f(u)u%—l du

Fu(u)
On applique le théoreme de convergence dominée de Lebesgue sur l'intervalle [ l,e [ :

e Etude de la convergence simple de la suite de fonctions (f,) sur [ l,e [ :

fus™ silsus<i+t
Par définition, f,(u) =

0 sil+i<us<e
Soit u fixé telque 1 < u < e. Comme onalim(1+1)" =lime"™*4) =lim e'*°() = ¢! = ¢, alors a partir d’'un certain
rang, on a nécessairement (a causedu<e), l<u <1+ % il suit a partir d’'un certain rang que la valeur de f,,(u)

nest pas 0 puis :

fn(u)=f(u)u%_1 Flwu™? :]¥

On a donc convergence simple de la suite de fonctions (f,) sur Vintervalle [1,e| vers la fonction g définie par

g(u) = @ qui est bien continue sur ce méme intervalle (parce qu’il n'y a pas 0).

n—+oo

* Hypothése de Domination sur [1,¢| :

M

Yue [le[,VneN, e%ln“sTelxme:Me:{(u)

fuw)| = |fwui| = ‘@

La fonction f est continue par morceaux sur le segment [1, e] , donc y est bornée par M = | f||,, . D’autre part
0 <Inu <Ine, par croissance de la fonction logarithme. ¢ est intégrable sur [ l,e [ : C'est la fonction-constante M e

est intégrable sur 'intervalle borné [1,e|

isuittimr, =tim [ f)de= [ timfde= [ gode=] [T g
(Lel [Lel [1,e[ 1

u

CCP PSI (limites suites-intégrales) @& ;
fi+3) Nt

Ex 26 Montrez que f,(x) = est intégrable sur R** puis étudiez lim f f.et lim n f In
X 0 0

(1+x2) n—-+oo n—-+oo

. o In(1+3)
1) Lintégrabilité sur |0, +oco| de f,(x) = TS resultelge :



* f, continue sur |0, +oo| pour tout n = 1.
* Etudeenx =0:
X/ n_1 : . . N D
|fn( ) = — La fonction f, se prolonge en une fonction continue en 0 d’'ou1 ' intégrabilité en 0.
X n

. Etudeenx =+00:

£, (x )| —car In(1+ n) ln(;(l+;))=ln(%)+ln(l+g )=ln(x)—1n(n)+g+o(§)~+oolnx

2o

. R . . Inx . . .
On termine par I'utilisation du critere : lim x? — = 0 qui amene l'intégrabilité en +oo.
+00 X

2) Pour cette premiere limite, il est inutile d’appliquer le théoréeme de Lebesgue, 1a majoration usuelle de convexité du In,

cad In(1 + x) < x, nous permettra de conclure :
+00 ln(1+ ) +00 1I1(1+ ) +o00 x 1 1 [+oo  dx n—+oo
ool [ B [ B [ [ e
o x(1+x2) o n x(1+x2) nJo 1+x?

%) On utilise le théoréme de convergence dominée de Lebesgue :

* Etude de la convergence simple de la suite de fonctions (g,) sur ] 0, +o0 [ :

On donne un équivalent mais Attention! ane pas se tromper de variable et au role éventuel du parametre x :
In(1+7) ~ nx= ~
X(1+x2) n—+oo x(1+x2) 1+x?

X
g.(x)=n pour tout x car — — 0

1
Par suite, la suite de fonctions (g,,) converge simplement vers f(x) = T2 sur [0, +oo[ qui est bien continue par
x

morceaux sur |0, +00].

* Hypothése de Domination sur 0, +oco| :

ln(l+i)‘ 1

Vxe |0,+o00|, Vn=1,
0,00 x(1+x2) x(1+x2) 1+x2

g(x)| =|n = &)

On a appliqué I'inégalité (de convexité) usuelle In(1 + x) < x pour tout x > —1 ¢ est intégrable sur |0, +oo[ : immé-

diat.
+oo too ] x¥~too IO
Il vient alors lim n f = f dx = | arctan(x =—
| h=] e = [arcan()] 7T =
too _yn 1 +oo0 7Y
Ex27 Montrez 'existence de I,, = f e dt puislim/, = 0. Etablir [,, ~, ., — f —dy
1 n Ji ¥

Lexistence de I,, résulte de I'intégrabilité de f,(t) = e surl = [1,+oo][ car:
* f, est continue sur I

e Etudeent = +oo Critere t* f(¢) : lim, o, t?e~"" = 0 par croissances comparées, pour 7 = 1.

On applique le théoréeme de convergence dominée de Lebesgue :

e Etude de la convergence simple de la suite de fonctions (f,) sur | :

Pour ¢ > 1,1" — +oo et par suite f, (1) ——— e~® = 0. Néanmoins Attention aucas t =1car f,(1) = e — e’

0 sit>1

La suite de fonctions (f,,) converge simplement,t sur I vers f : , fonction en escalier, donc continue
el sit=1

par morceaux sur I.
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* Hypothéese de Domination sur | :

Vtel, Vn=1,

L) =] |z se = e
pour ¢ = 1, < t" et on a appliqué la décroissance de u — e™". ¢ est intégrable sur I : critere tf(t) en +oo

Le théoreme permet alors d’écrire limI,, = [["°0=0.

1
On effectue le changement de variables u = t", C' et bijectif de I vers I et t = u!/" dt = —u'/" ' du
n

1 +00 1,
I,=— e dun~ du
1 T

n gn(10)

On applique le théoréeme de convergence dominée de Lebesgue a cette intégrale (notée J,) :

* Etude de la convergence simple de la suite de fonctions (g,) sur [1,+co| :
—-u
1

pourtout u=1, e “un" =exp(—u+(%—1)lnu) —»exp(—u—lnu) =

u

* Hypothése de Domination sur [1,+co| :

Yue 1,400, Vnz1,

gn(u)| = ‘e‘”u%_l‘ =e exp((% -1)In u) <e “xexp(0)=¢(u)

La majoration est justifiée par la croissance de 'exponentielle. ¢ est intégrable sur [ 1, +oo[ : immédiat

e—u

) +00 1
Par suite J, —»f du =K, doncI, ~ —K.
1 n

u

Remarque : 11 y a une petite erreur de raisonnement, la voyez-vous?

CCP PSI 2018-2015-2014-2013 (équivalent d’'une suite-intégrale) g5
Ex28
+oo sin(t/n
Soit, pour n e N*, I, :f M
0

D) dt . Justifiez l'existence de I,,. Déterminez lim J,, puis un équivalent de 7,,.

sin(t/n)

1) Laconvergence de l'intégrale I, résulte de Vintégrabilité de f,(t) = T+

sur |0, +oo[car::
* f, est continue sur |0, +oo.

t/n 1
. | fn(t)| ~0 / = f, se prolonge en une fonction continue en 0 et donc intégrable en 0.

tx1
o« |f(0)] = v

permet de conclure a I'intégrabilité de f,, en +oco.

1
= Le critére de majoration d'une fonction peositive et le critére de Riemann' (a = 3 > 1)

2) Pour déterminer limI,,, on utilise le théoréme de convergence dominée de Lebesgue* :

* Etude de la convergence simple de la suite de fonctions (f,) sur ] 0,400 [ :
Pour tout t € |0, +oco [,ﬁ — 0, donc f,,(¢) — 0. On en déduit que la suite de fonctions (f;,) converge simplement

vers la fonction nulle sur |0, +oo|.

* Hypothése de Domination sur 0, +oo| :

(7L S S

Vte |0+ , VnelN, = <
] OO[ t(1+12) n(l+t?) 1+¢?

fal)] =

¢ est intégrable sur |0, +oo[ :immédiat

1. Bernhard Riemann : mathématicien allemand de génie (1826-1866). Travaux fondamentaux sur les fonctions analytiques, la théorie de I'intégra-

tion, la géométrie différentielle. Sa fonction { donne des indications sur la répartition des nombres premiers.
4. Henri-Léon Lebesgue : mathématicien francais (1875-1941). Reconnu pour sa théorie de I'intégration initiée dans sa thése de 1902 « Intégrale,

longueur, aire ».
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On conclutlimI, = [;f°0=0

%) Il fallait conjecturer que 'ordre de grandeur de I'équivalent était % d’oul'idée de considérer ni,.

+oo _sin(t/n)
0 (t/n)(1+12)
—_———

gn(1)

On écrit nl, = dt . Appliquons a nouveau le théoréme de convergence dominée :

¢ Etude de la convergence simple de la suite de fonctions (g,) sur |0,+o]| :

pour tout t € |0,+oco[, comme L — 0 etenrappelant lim, s“;” =1, on en déduit que g,(t) — 1”2 = h(t).la suite

de fonctions (g, ) converge donc simplement vers h sur ] 0, +o00 [

* Hypothése de Domination sur 0, +oo| :

_ | sin(t/n) - [t/n|
_‘(t/n)(l—i-tz)‘ T t/n(1+12) 1+12

On a utilisé I'inégalité de convexité usuelle |sin u| < |ul. ¢ est intégrable sur ]0,+00o[ :immédiat

Vi€ ]0,+o0[, VReEN,

g(0)] =¢(1)

+00 T
On conclut lim 1, :[ g(r)dr =[arctant]|;*® = > puis| I, ~
0

NS
S| =

Centrale PSI 2022 (suite-intégrale a indéterminées) ¥ ¥ &> .
Ex29 Soient u,v e €°([0,1] ,R*™* ) et, pour n €N, I, :f u(t)"v(r)dt.
1) Montrez que, pour tout 7z € N, In+1 I.1,.,. ’
2) En déduire que la suite ( ol ) converge et que sa limite ¢ vérifie 0 < £ < ||u|| .
%) Soit (x,,) une suite de 11m1te y. Montrez + 2 koo ! x, — y. En déduire I,,/ — /.
ik

4) Minorez (I,,) puis montrez I,,'” — [|u||

1) Question assez délicate. On va utiliser les sommes de Riemann. Pour alléger I'écriture, on note u;, = u(%), U = v(%).

1 2 1 2 2
n+1 _ 2n+2 2 n+1 n+1 _ n+2 n, 2
( Zu )——ZZu Zu v —ZZ URUE + — ) UR U] v,

P k=1 oy k=1 p? ik
(1) 1 L 2 1 2 2 2
= n+ u” _ n+ n+ n+
< — ) u ukvk+—2uk P(ug + Uiy, = Z(Zu ukl/k+2u ul vy + ) ujbul vkvi)

pP® k=1 P? ik p i<k

1 u n+2 n n+2_.n 1 n+2_.n (2) 1 o n+2 L n
:—Z(Z Ul ulvone +2 ) ultul vkv):—2 ul*ul vy, (Z vk)(Zui v,-)

P" k=1 i<k P” 1<ik=p k=1 =

*(1) on utilise I'égalité ab < 1 (a* + b*), provenant du développement de (a — b)* = 0.

*(2) Xier@i x Liey be = Xiyerxs aibe

En passant a la limite lorsque p — +o0o dans les 2 membres « extrémes » de I'inégalité, on obtient I'inégalité intégrale de-

mandée, par les sommes de Riemann, car u, v continues sur [0, 1] par hypothése.

. e , N L . o Iy I,
2) ], > 0 par croissance de I'intégrale et I'hypothese de continuité et u,v > 0. Puis, de I,,,1I,,41 < I,,1,,,, il suit 2+ < 2,

soit la croissance de la suite (2 ).

T =Ml = [l @] de = [ ueeyv@ude < [ uo volule de = Jul.

Iin > L 5

On a donc la majoration par ||u||,,, il suit la convergence vers ¢ < |u|, T

On rappelle que ||f |l = SUP (4, |/ (x)], 1€ [a, b] dépendant de I'exercice. C’est une norme, la norme de la convergence

uniforme. On en parlera lors du cours sur les evn en mars.

%) On reconnait la moyenne de Césaro que je redémontre tres vite. On peut commencer par remarquer, pour alléger la
démo, que ceci équivaut a si x,, —y — 0, alors % Zz;é (xx —y) — 0, on ne le démontre donc que pour y =0:

Soit € > 0 fixé.
oit € é 91



¢ x, — 0, donc il existe une rang N, tq pour n = N, |x,| <e&.
Ny Ny
Y iloXk o . Lito Xk
——— — 0 donc il existe un entier N, tq pour n = N,, ——— < €.
n

¢ Ce N, étant fixé,

Prenons N, = max(N,,N,)

-1 N -1 N, -1 n-1
YicoXe 14 1 " 1N 1 " 1 n-N -1
vn=N,, k‘—o‘:|—2xk+— > xk‘s‘—Zxk|+— Y lxilse+= Y e<e+———e<2¢
n n k=0 N k=N,+1 n k=0 N k=N,+1 k=N +1
I, . se 2 . 2 < 1 vn-1
Ona 7: — ¢ dong, par continuitédulnen ¢ > 0,In1I,,, -InI,, — InZ eten appliquant la théoréme de Césaro, ,; ¥}~ (In I, —

Inl}) = Inl,,, - +Inl, — In¢. Ceci amene d’abord +In1,,, — ¢ puis —~InI,,; — ¢, soit aussi = InI, et en compo-

sant la limite avec exp, par continuité de 'exponentielle, 1,1/ 4

4) Comme [0,1] est un segment, ||u|lo, = supy; |f(x)| est «atteint » en x,. Prenons 0 < a < 1, par continuité, il existe
un segment [a, b], voisinage de x, dépendant de a, sur lequel u(t) = a|f(x,)| = a|lu| . Par positivité de la fonction-
intégrande :

I, :fl u(t)v(t)de th u(t)v(t)dt Zfb“n”u”oonv(t)dt
0 . ;

1/n
Par croissance de x — x'/*, qui conserve donc l'inégalité, 1,1/" = aflue (fub v(t) dt] / . En passant a la limite lorsque

n— +oo, il vient £ = a | u|,, x 1. Comme ceci est vrai pour tout 0 < a < 1, il suit £ = | u||, . De I'inégalité de la question

précédente, on en déduit £ = || u||, -

Mines-Ponts PSI 2022 (Calcul de zeta(2)) ¥ #%
Ex 70 Soit f: [a,b] — Rdeclasse C'.

1) Montrez que fab f(t)cos(nt)dt tend vers 0, quand 7 tend vers +oo.
On admet que le résultat est encore vrai si f est seulement continue par morceaux.
2
2) Calculez fJ" (- x + 5=)cos(nx) dx

% ) En déduire la somme de la série de terme général #

1) On effectue une ipp, pour «sortir»le - : u=f(t) v'=cos(nt) o' =f(t) v=2Lsin(nr):

fabf(t)cos(nt)dt - [f(t)%sin(nt)]z - %fabf’(t)sin(nt)dt
Par continuité sur un segment, f (rp. f') sont bornées par M, (M, ). Pour conclure, on majore ensuite proprement (Attention!
a ne pas « tricher » dans la gestion des valeurs absolues)
b
a

b—
f(b)%sin(nb) —f(a)%sin(na)‘ < % et |%fabf’(t)sin(nt)dt| < %f w

f'(t)sin(ne)|dt <

La conclusion suit.

Remarque : Ce résultat, appelé lemme (ou théoréme) de Riemann-Lebesgue s'étend aux fonctions intégrables sur | a, b |

(par densité des fonctions C'), C! n’est pas vraiment nécessaire mais facilite la démonstration. A noter aussi que, ce ré-

sultat, vrai pour sin(nt), cos(nt) 'est aussi pour e’

2) On cherche une primitive de (- x + - x?)e""* sous la forme (ax® + bx + c)e™

1 , -1 .
— = an a = —
2n 12727'[ 1
((ax®+ bx +c)e™) = e"*(ianx* + (inb +2a)x + (inc + b)) ~1 = inb+2a <=4 b = ——+—i
nm  n
1 1
0 = inc+b c = ——2+T i
n? ndn
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g x? 1 1 1 1y
fo( x+g)cos(nx)dx ?R( %+;l)x+(_ﬁ+ﬁl))elnx];r)
1

= (n( " - )+—%(((—1)”—1)=%

%) On calcule d’abord, pour e’ # 1, en appliquant la formule cos asin b = %(sin(a +b)—sin(a-b))

N N - N (e N3 —2isin((N +1)3)
;12::0 cos(nx) = ; R(e™*) = (nX::o (e™) )_%(—1_61‘): )—%(e “isin(®) )
o DE)_ 3 (@N D) g1 g n(eN D)
2 sin(3) 2 sin(%) 2 2 sin(3)

x2 @ N 2 2

N1 N o X (3:) x2 N
Y 5= Zfo (- x+2—)cos(nx)dx A Z( x+£)cos(nx)dx —f]o,ﬂ] (—x+g)n§0cos(nx)dx

® 2 in((2N +1) x 2 n X+ 5
Jor] ) sin(%) 2Jo 21 2Jo si 2

X
ny

¢ (1) Parce que la somme est finie, c'est la linéarité de I'intégration.

*(2) On «enléve» 0 pour la complication de I'égal d’apres. Je rappelle, si f intégrable sur ]a, b], fab f= f]a’b] f=

hantf
*(3) Onapplique la formule établie plus haut car e’* # 1 sur ]o,7]

*(4) Onutilise lelemme de Riemann-Lebesgue. En accord avec Q1, il faut vérifier que la fonction utilisée — 2% est
2

bien continue par morceaux sur [ 0,7 ] ouméme sur ] 0,7 ] .Léquivalent ~, —2 établit le fait qu’il y a bien une limite

finie (Attention! une fonction continue par morceaux ne doit pas avoir de limite infinie aux « bornes des morceaux »)

IMT PSI 2017 (intégrale a parametre) g
+00
Ex37% On pose pour x réel F(x) = f e~ cosh(xt)dt.
0

1) Montrez que F est de classe C'.

2) Donnez une équation différentielle vérifiée par F.

e dr=Y=

%) Calculez F. On donne [,

2
Onposel = [0,+00[, ] =R, f(x,t) = et cosh(xt). On peut remarquer F paire.

1) On commence par démontrer F définie sur R par I'intégrabilité de t — f(x, t) sur I puisque de toute facon, c’est une

hypothése du théoréme C', et bien pour tout x réel. :

* Etudeent = +oco
-2 —t21 x|t
‘e cosh(xt)‘ ~imtoo € 3@
. . . 2 . . . .
On termine par le critere x*g(x) : lim,_ ,, t?e™" %e'x” = 0 (dire par croissances comparées c'est « tricher ») :

21 1 -
tPe”l Zel = Eexp(Zlnt—t2+xt) et21nt—t2+xtt ~ —p2 2,

21
—00 = limt?e™" ~e*' = e™> = 0 pour tout x réel
2 —+00 +oo 2

On applique le théoréme C! d’une intégrale & parametre seulement sur J = R* par parité :
e Vx€J, t — f(x,t) est intégrable sur [0, +oo| (fait plus haut)

e VxeJ, t — g—ﬁ:(x, t)=t e " sinh(xt) est continue pggmorceaux sur [0,+00].



e Ve [0,+00[, x — f(x,t)estC' sur].
* Hypothése de Domination sur tout segment [a,b] <] :
|%

Ox

Vx € [a,b] <], Yt e [0,+00], (x, t)| = |t et sinh(xt)‘ =te " sinh(2xt) <t e sinh(2bt) = (1)

car la fonction sinh est croissante et positive sur R* . ¢ est intégrable sur [0, +00 [ (critere t>g(t) comme plus haut)
Alors F est de classe C!, continue et définie sur J.

Note : Sion avait pas vu la parité, sur R, il aurait fallu prendre max(|a|, |b|) car t = 0.

+00
Conclusion: VxR, F'(x) =f te sinh(xt) drt
0

+ +
2) Il faut trouver un lien entre[ Do te ! sinh(xt) dt etf * et cosh(xt)dr 1lfaut penser a une ipp...
0 0

2 . .. . . —_
¥ ne se primitive pas (par des fonctions connues) mais par contre te

t

. - 2 o N
Ne pas oublier que le e se primitive trés bien ...

12 —1?

1
Onpose:u' =te " v=sinh(xt) u= —5e v' = xcosh(xt)

Attention! ane pas écrire une ipp en +oo directement. 1l faut bien gerer (relire le cours). Ici, le plus rapide est de procéder

comme cela :

, to o I _2 . t=4c0 1 oo 1
F'(x)= f te™" sinh(xt)dt =|—--e s1nh(xt)J + —f e " xcosh(xt)dt = =xF(x)
0 2 t=0 2Jo 2

Cetteipp est licite car la deuxieme intégrale converge puisque l'on reconnait x F (x). On obtient1’égalité demandée. Ensuite

c’est du cours de Sup F est solution sur R de I'équation différentielle linéaire du premier ordre : y' — {1 xy qui s'integre en :
1 Em
F(x)=C exp( Exdx) =Ce

N 2 2 2 T
Reste a trouver la constante donnée par I'énoncé et la valeur en 0, C = %

dt
(22 + x2)’
1) Déterminez le domaine de définition de F.

+00
Ex?%2% Soienta>letF:x—>f
1

2) Montrez que F est de classe €' sur son domaine de définition.
%) Etudiezl'intégrabilité de F sur son domaine de définition.

(Indication rajoutée : on pourra chercher g tel que lim, . x?F(x) = 0)

1) On commence par remarquer que la fonction (de x) est paire, ce qui permet, si besoin est, de ne I'étudier que sur R*.

Apres avoir posé f(x,t) = m, on écrit :
* t — f(x, 1) est continue par sur [ 1,+oo[ et ceci pour tout x réel.
1 . . T ) . .. R .
o |f(x, 1) oo 20 et ceci pour tout x réel. Du critére d’équivalence d'une fonction positive et du critere de Riemann,
—+00

il vient que ¢t — f(x, t) est intégrable en +oo, car 2a > 2 > 1. pour tout x réel.

On en déduit que ¢ — f(x, r) est intégrable sur [1,+oo| et ce, pour tout x réel, ce qui s'écrit DefF =R (Attention! a ne

pas confondre le role de x et celui de .

2) On utilise le théoreme C' d’une intégrale a parametre avecJ =R, I = [1,+oo] :
24



* Vx€R, t — f(x,1) est intégrable sur [1,+oo[ (question précédente)
e VXeR, t — %(x, t)= (ﬂli% est continue par morceaux sur [ 1,+oo] .

e Vi€ [1l,+00[, x — f(x,t)estC' surR.

* Hypothése de Domination sur tout segment [a,b] cR:

=¢(1)

-2ax | - 2amax(|al,|b|)

of
Vxe [a,b] cR Ve [1,+o0], |a(x,t)‘ = |(t2+x2)“+1 2+ 0)ar!
2max(|al, |b|)a

¢ est intégrable sur [1,+oo| : continuité et (1) ~ e avec2a+2>4>1.

+00 -2ax
Alors F est de classe C!, continue et définie surR. OnaVx eR, F'(x)= f —_—
0 (Z-Z o[ x2)a+1

%) Je vous démontre ici'intégrabilité de F(x) = dt sur R

f+oo dt

1 (12 + x2)«

(Attention! a ne pas confondre avec I'intégrabilité de la fonction-intégrande, cad le f(x, t) de I'intérieur).

Premierement, la continuité sur R a été établie a la question précédente et de la parité, il reste a démontrer 'intégrabilité

dans un voisinage de +oo. Lénoncé nous suggére d’utiliser le « critére x* f (x) ». Nous allons donc démontrer lim xPF(x) =
X—+00

0 avec B > 1 qu'il faudra choisir explicitement.

+00
On applique le théoréme de limite d'une intégrale a parameétre avec x/F(x) = f dt et = [1,+o0f :
1

(12 +x2)@
—_————
glx1)

B
. RN imi — i = ] - ~ 2
Vit e [ 1, +oo[ , g(x,t) admet une limite lorsque x — +ocoquiest £(t) =0 si car g(x,t) -

Attention! a ne pas confondre le role de x et ¢t dans I'équivalent.

e Vx €], t — g(x, 1) est continue par morceaux sur |1, +oo|

 Vx €], t — £(t) est continue par morceaux sur | 1,+oo|

* Hypothése de domination sur ]
L (x2)P/? - (12 +x2)P12 1
(12 + x2)@ = (£2 + x2)@ = (12 + x2)@ - (2 + x2)a—ﬁ/2

=¢(1)

VxeJ,Vte[l,+o0[, ’g(x,t)‘ = (12)a-p/2

¢ est intégrable sur [1,+o0o| si [2(a—3p)>1

xﬁF(x)=f1+oo€(t)dt =f1+°°o=o

Le théoreme s’appliquera si on peut trouver un réel § vérifiant a la fois f < 2a, 2a — f > 1. Le critere d’intégrabilité
s’appliquera si on a en plus 8 > 1. La premiére condition équivaut a 8 < 2a — 1. La deuxiéme condition est possible si

1<2a -1 < a > 1.0n prendra alors le milieu soit § = %(1 +2a-1)=a

. . s L +oo (f(t)dt
Ex%6 Soit f : R — C continue et intégrable sur R. Etudiez lim =
x=0 J_oo [+1IX
oo tf(¢ : o > . . -
On pose F(x) = f Trix dt avec f continue et intégrable sur R. Comme I'énoncé demande d’étudier la limite de F en
—c0 ix
————

8x(1)
x =0, il faut au moins vérifier I'existence de F dans un voisiange de 0. Elle résulte de :

e t — g.(t) est continue sur R= [O, +00 [, car f I'est par hypothese et ¢ + ix ne s'annule pas au voisinage (pointé) de 0

(il s'annule pour ¢t = x = 0), donc pour tout x + 0

_ eI @I _ e 1fo]
a(0|= == = =0l

Lintégrabilité de f sur R amene donc, par critere de né%joration, I'intégrabilité de g, (¢) sur R, pour tout x réel.




On vient de démontrer que F(x) est définie sur (au moins) R*.

Pour étudier la limite de F en x = 0, nous allons utiliser le théoreme dédié.
e Vte ] — 00, +00 [ t — g(x,t) admet une limite lorsque x — 0 qui est £(¢) = f(¢) immédiatement
» VxeR*, t — g(x, 1) est continue par morceaux sur | —oco, +oo|
* Vx €R*, t — £(t) est continue par morceaux sur | —oco, +oo|

* Hypothése de domination sur R*

VxeR", Vi€ |-oco, oo, |g(x,1)|= ;er(g = %s i ||j:|(t)| =|rm|=¢w

La majoration vient de ¢ + x? > 12 et la croissance de u — /u. ¢ est intégrable sur | —co, +oo[ clest 'hypothése

+oo tf(t)dt f_:o ().

Le thé lique et I f
e théoreme s'applique et lim ——

CCP PSI (équivalents intégrale a parametrc;) ) &5
Ex78 On se donne f(x) = f ——dt.
1 1+¢
1) Etudiez son domaine de définition
2) Ftudiez la continuité et la monotonie de f sur R**.
%) Montrez Vx € R™*, f(x) + f(1+x) =+

4) Donnez un équivalent de f(x) en 0, et en +oo.

1)

= efxlnt

s h:it— = est continue sur [1,+oco| etce| pour tout x réel
1+¢ 1+1¢

* Etudeent = +oo:

o 1
|h(t)| e T e Du critere d’équivalent des fgrictions positives et du critéere de Riemann, h est intégrable

+00

en+oossix+1>1ssi | x>0

Conclusion : / est intégrable sur [1,+oo[ ssi | x>0 | cestadire | Deff = ]0,+oo|
—X

; et on applique le théoréme de continuité :

2) Onpose] =R I = [1,+o0o[ g(x,1)=

s VxeR"™, r — g(x, ) est continue par morceauxsur | 1, +oo|
e Ve [1l,+00[, x — g(x, 1) est continue sur R**

* Hypothése de Domination sur tout segment [a,b] cR** :

*{l
Vxe|a,b| cR™, Vte|l,+0], xt‘ ‘ =
[a.b] [L+oo[, |l 0| = || = 777 =¢()
carx — t7* e"”‘” est décroissante car In¢ = 0 car ¢ > 1. ¢ est intégrable sur [1,+oo| : continue par morceaux
et [¢(6)] ~4oo = importance de R*" .

r
Alors f est continue et définie sur R™* .

3 +oo (¥ oo 1% A oo 1 ¥ (£ + 1
) f(x)+f(1+x)=f dt+f dtzf —dtzf #dz‘
1 1 1 1+¢ 1 1+1¢ 1 1+¢
O 1-x : -1 1
:f t dt = lim |— ¢ =— car —x<0
1 A—+ool x 1 X

On revoit importance de R*™ .

4) On utilise le résultat précédent Vx >0, f(x)+f(1+x)=—

Equivalent en0
quivalent en 26



On rappelle que pour ¢ # 0, f(x) ~, £ < lim, f(x) = £. Par conséquent, comme lim,, f(x + 1) = f(1) # 0 parce que f
est continueen 1,ilvient f(x+1) ~, f(1). (En toute rigueur, il faudrait démontrer le résultat assez évident qui est f(1) >0

donc non nul, qui provient de la croissance de 'intégrale).

Onrappelle aussi que 'on ne peut sommer les équivalents, mais que l'on peut « sommer » avec un négligeable en le négli-

geant... Plus précisément, siona f = g+ h,etque h ~, k avec k = 0,(g), alors f = g + h ~, g. Onl'applique ici :

fx)= i - f(1+x) avecf(1+x)x:0f(1), f(Q)=cste =x20(§) puis f(x)x:0 %

Equivalent en +oco
Méthode 1:

1
On a démontré que f est décroissante, il vient alors que f(1+x) < f(x) puis — = f(x)+ f(1+x) < 2f(x). Puis, pourx > 1:
X

t=A

+oo ¥ +oo ¥ 1 [ et 1 1
Flx) = f dr < f dr = lim - - — < f(x) <
1 1+t 1 1+1 A—to02 [ =x+1| o 2(x-1) 2(x 1)
P Loy , P 1
On en déduit par le théoréme d’encadrement de I'équivalent: | f(x) o T
X—+00 2X

Méthode 2 :

Cette méthode est assez usuelle, et est celle que j’ai utilisée en cours : le changement de variables. On pose u = xInt qui

est bien C! bijectif de ] 1, +oo[ vers ]0, +oo[ (ecar x > 0). Laréciproque est t = e"/*, et dt = Le"/* dx :
too  g! 1 [+oo g7U gi/x 1 [+ e ¥ x1 1 = 1
f(x):/ eu/xdu:_f = du ~ _f du = — _e_uu+oo: 1
o l+eulx xJo 14+etlx " x-tox Jy 1+1 2x u=0 2x
G(x) limy_ ;o G(x)

L'équivalent vient du fait que G(x) ~,, € ssilim,,,G = ¢ # 0,00 et de 'utilisation du théoréme limite d’intégrale a pa-
rametre (ou de convergence dominée a parametre continu). J'ai changé le parameétre u en ¢ pour se « rapprocher » des
-t t/x
e
hypotheses du théoréme : Vérifions les hypotheses de ce théoréme. On pose J = [1,+oo[ et g(x,t) = T3 ol
e
X—+00

e Vi€ ]0,+o00[, t — g(x,t) admet une limite lorsque x — +oo qui est £ () = eT_t cart ——o0et =1
* Vx €], t — g(x, 1) est continue par morceaux sur |0, +oo|
e Vx €], t — £(t) est continue par morceaux sur |0, +oo|

* Hypothese de domination sur ]
“tetlx eIl 4 e!l¥)
< —
t/x 1+ et/x

r=¢(1)

VxeJ, Vi€ |0,+oo], ‘g(x t)‘ ‘

Notez la majoration astucieuse ¢ est intégrable sur ]O +oo[ :immédiat
t/x

+00 e_t et/x +00 e~ +00 e_t x1
f —dt:f lim t—f Z(t)dt_f dt
o l+etlx 0 x—too 1+ et/r 1+1
CCP PSI 2022-2021-2019-2017- €% 2015-2014 (transformée de Laplace) &5
+00
Ex40 On pose f(x) = f
()}

1) Donnez I'ensemble de définition de f.
2) Calculez lim,_, , f(x).
%) Calculez f(x —1) — f(x) pour x > 0 et en déduire une expression de f(x) sous la forme d'une somme de série.

4) Proposer une autre méthode pour obtenir ce résultat.  [2015 : Question absente]

—tx

1) Onpose f(x,t) =

r_1 :
e Lapplication t — f(x, t) est continue sur ] 0, +oo [, et ce, indépendamment, | pour tout x réel

tx1
e Ftudeent=0: Ona |f(x, t)| Z ‘ - ‘ = 1. Lafonction de ¢ peut donc se prolonger en une fonction continue en 0

etce,| pourtout xréel | t — f(x,t) estdonc intégrable en 0 pour tout x réel.
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—(x+1)t.

te_tx
°Etudeent=+oo:|f(x,t)|t~+ =te
—+00

et

On comprend alors f intégrable en +oossix +1 >0 (un«vrai»-)ssi | x > -1

On le démontre proprement avec le critére t“g(¢) dans les 2 cas:

-x>-lonprenda=2>1,lim,

—(x+1)¢

-x<-lonprenda=1<1,lim,  t’e = +o00, non intégrabilité en +oo.

Conclusion : Intersection des trois conditions sur x, il suit t — f(x, t) intégrable sur ] 0, +oo [ ssi

Remarque : Cette fonction F est la transformée de Laplace de t — — 1
e —_—

2) Méthode 1 par encadrement : Cette méthode s’applique bien sila limite est 0 oubo et surt

t3e~*V! = 0 par croissances comparées, intégrabilité en +oo

x>-1

par des fonctions dont I'intégrale se calcule. Elle a 'avantage d’étre rapide, mais il faut/savoir majprer! :

W oot e
dt sf He—’xci - &
0 t —-X

te—tx

el —1

+oo fei¥ +00
Vx>0,05|F(x)|=f L sf
0 e — 0

* (1) Onaappliqué I'inégalité de convexité usuelle Vi €R, e’ =1+ ¢

Cet encadrement amene |’ existence de la limite et lim F(x)=0.
X—+00

Méthode 2 Théoréme de Lebesgue* a paramétre continu

Il faut, pour ce théoréme, choisir un voisinage de la limite x = +oo. Payprudence, on évite le |0, 4

prendre |1, +oo0]

t=0 X

e Vte ]0, +oo[, t — f(x, t) admet une limite lorsque x — 400 qui est £(¢) =0 car on abign t =0

e Vxe[1,+00[, t — f(x, 1) est continue par morceaux spr ]0,+oo|
e Vxe[1,+00[, t — €(t) est continue par morceaux syr |0, +oo |

* Hypothése de domination sur [1,+oo|

, soit

t=+qgo 1 xX—+00

te™™ | it
Vx€[1,+oo[,‘v’t€]0,+oo[ ‘f(x,t)‘z‘t—l‘s‘;e‘”‘ Se_txlzf(t)
et —
Méme explication pour la majoration que la mfthode 1, comme quoi... On utilise aussi ¥ = 1
¢ est intégrable sur |0, +oo[ :immeédiat coyftinuité et 0,,,(5)
+00 +0o0
On peut donc passer a la limite sous le signe soshme : lim F(x) = f lim f(x,t)dt = f 0=0
X—+00 0 X—+00 0
7) —t(x-1) —tx —tx( t
o te te too fe e —1 +¢o
Vx>0, F(x-1)-F(x) = - :f #dt:f te '™ dt
el -1 el-1 Jo el -1 0
tx _ +o0 1 1 e—tx _ 1
]t+°° —e™dr=0+|— T~ carx >0
=0 o X x —x le=0 x2

—tx

On aeffectuélippu=t v

Vx>0, F(x—1)= (x—1)—F(x))+(F(x)—F(x+1))+---+(F(x+n—1)—F(x+n))+F(x+n)

kZ:O(F(x+k—1)—F(x+k)) +F(x+n)= kgo TTER

> +F(x+4n)

DefF = | -1,+o0]|

put, si on peut encadrer

too[ ou [0,+oo[ etonva

. Lipp directement en ¢ = +oco car la 2° intégrale converge.

4. Henri-Léon Lebesgue : nfathématicien francais (1875-1941). Reconnu pour sa théorie de I'intégration initi€e dans sa these de 1902 « Intégrale,

longueur, aire ».
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lorsque n — +oo, ¥} _, ﬁ +F(x+n) — L= ﬁ puisque cette série converge et que, démontré a la question

précédente, lim,,_,_ . F(x + n) = 0. Par suite, en faisant tendre n — +00, comme F(x — 1) est une « constante » par rapport

+00 l +00 1
an,ilvient: F(x—-1) = ——— . En adaptant un peu les indices, | F(x) = S
(e=1)= 2 v g Enadaptantunp ()= 2. Gornp

4) On peut aussi obtenir ce résultat par un développement en série suivi d'une intégration terme a terme :

-t () ~to-tx  (2) @) .
F(x) =f+°° ¢ 4= fm e 4= peten L g = te~ i) f e " dt
o e'—1 ) 1-e? 10,+00] l1-e? 10,+00] =0
+o0 +0o @ too  rtoo (f_) T 1
=f Y ettt g =y re”t gy =y ————
0 — =0 Jo n=o (n+x+1)

n=0 ()

*(1) Onva utiliser un DSE usuel de ﬁ mais il faut |u| < 1 d’'ol cette astuce : e’ = 1 mais e—t < 1.
*(2) Meéme probleéme : il faut |e~*| < 1 d’ot1 'astuce pour « enlever » t = 0

*(3) VientduDSE - = ¥*% u" possible puisque |u| = ™ <1 pour t € ]0,+oo|.

*(4) Intégration terme a terme possible sur [0, +oo[ puisque :

* Les f,, sont continues par morceaux et intégrables sur [0, +oo[ critere t2g(t)) carn+x +1> 0.
—tx

. . . , . s r
e La série de fonctions ¥, f;, converge simplement sur [0, +oo[ : cestle développement en série de ! et

el —1
sa somme est continue par morceaux sur [0, +00 [ .
1 1

* Lasérie numérique Y, /| [ 0,+oo[ | fn| converge car c’est la série de terme m nTioo T2

TPE PSI 2017 (intégrale a pammétrf) .5

Ex47% Onpose f(x)= dt

o Vt(l-0)(x-1)

1) Donnezl'ensemble de définition de F.
2) Montrez que f est de classe C? sur |1, +oo[. Exprimez f” et f" sous forme d’intégrales.

3 ) *¥Dressez le tableau de variations de f

1

Vit(l-t)(x—1t)

Onposel =]0,1[, g(x,t) =
1)

e t — f(x,t) est continue sur I. Il faut absolument vérifier / regardersi ¢t (1—-¢)(x—¢) = O sur ] 0,1 [ .Comme t(1-t) =0,

ceci équivaut a x — ¢ > 0 qui amene .

On prend donc désormais cette condition nécessaire x = 1

1 1
0: | t(l—t)(x—t)|f:0ﬁ 1112

Critere d’équivalence d'une fonction pesitive a une fonction de Riemann intégrable en 0, t — f(x, t) est intégrable

en 0, etce|pourtoutx =1 |

°Etudeent—1" ! |~ 1
-G =0l —1(1 - 1)1

e x > 1: Critere d’équivalence d'une fonction positive a une fonction de Riemann intégrable en 1 (a = % <1),

e Etudeent =

pour x > 1

t — f(x,t) estintégrable en 1.

1
e x=1:f(x,t) ~ 1 Ici t — f(x,t) n'est pas intégrable en 1

f(x) est donc définie ssi x > 1, soit| Deff =] = |1,+o0]

2) Je démontre juste f de classe C' par le théoréeme adéquat. Le lecteur est invité a regarder et utiliser de lui-méme le
théoréme C” pour n = 2.

s Vx €], t — g(x,t) est intégrable sur |0,1[ (question avant)
29



e Vxe], t — B(x,1)= est continue par morceaux sur |0,1] .

_ 1/2
\/t(l 1) 0x((x 1) ) 2v/t(1-t) (x 2V/t(-1) (x—1)32
e Vre]0,1[, x — g(x,t) estC' surJ.

* Hypothése de Domination sur tout segment [a,b] <] :

—t)" 1/2)

Vxe[ab] <], Vre]o1],

1
(x )| = (x < =¢&(1)
‘ |\/ Ox( 2/t(1-1) (x )3/2‘ 2y/t(1-1t) (a—1t)3/?
majoration justifiée par x — (x — t)~%/2 est décroissante sur [a, b] ¢ est intégrable sur ]O, 1 [ par les équivalents
1

0 372 12 et~ (@a- 12 (-0 Comme a>1,a—1t>0sur [0,1]

Alors f est de classe C 1 continue et définie surJ. Vx> 1,

fl )_fo 2y t(1-1t) (x—t)3/2

%) Onaimmédiatement f'(x) <0 surJ

X 1 +00

f'(x) -

fw | TT—

Par théoréme de la limite monotone, f admet une limite finie ou —oco en x = +oo, finie ssi f est minorée (dans un voisinage

de +o00) et f admet une limite finie ou +co en x = 1, finie ssi f est majorée (dans un voisinage de 1)

Comme f =0, f est minorée etlim,_ ., f finie. Probablement 0 (A faire...)

On a vu que l'intégrale f(1) diverge, comme la fonction-intégrande est positive, on peut convenir que cette intégrale est

«infinie » ce qui permet de conjecturer que la limite est +oo. Mais il faut le prouver proprement ... On utilise les « epsilon »
li{nfz +00 <= VA>0,In>0, V|x—-1|<netx>1, f(x)>A

SoitA >0

e Comme lim

x dt
x*1+f0 Vi(-t)1-1)

I . x dat
il existe n, telquesil—ny <x <1, f

0 Vt(l-1)(1-1) >

*Onfixey=1- ;no Par positivité de Uintégrande,

= +oo (I'intégrale positive en x = 1 diverge),

dt
0= > [’ =G)
\/t(l—t)(x—t 0 Vt(l-1t)(x-1)
. y dr . . . .
e LafonctionG: x — f ———————— estcontinue en x = 1. On démontre juste la domination :
t(1-t)(x—1)

I7i3 dat
\/t(l—t)(x—t)‘_ Vi(i-1)

Comme y < 1, cette fonction est bien intégrable sur ]0,y ] .

vxe[1,2],vte]0,y],

Par suite, par continuité de Gen 1_, il existen; >0telquepourl <x <1+17;, G(x)>G(1)-A

Prenonsn =1),.

Pourl<x<1l+n, F(x)>G(x)>G(1)-A=2A-A=A
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+oco arctan(xt
Ex44 On pose F(x) = f arctan(xt)
0 t(1+t?)
1) Donnez I'ensemble de définition de F et montrez F impaire.
2) Montrez F C!

%) Calculez F(x).

1) Ilestbien de remarquer que F est impaire qui permet de restreindre I'étude a R* .

arctan(xt)
t(1+12)
premiere hypothése. On s’en occupe tout de suite :

Onpose] =R* I = ] 0,400 [ fx,t)= Je rappelle que le théoreme C' nécessite de vérifier intégrable dans sa

* t — f(x,t) continue sur |0,+oo| etce = pour tout x réel

e FEtudeent =0:

arctan(xt) xt
‘ m CoT = x et ce pour tout x réel. Onlen déduit le prolongement en une fonction continue en ¢ = 0 d’'ou

I'intégrabilité en 0 | pour tout x réel

e Etudeent = +oco:
‘ arctan(xt) |
t(1+12)

— car Xt — +oo rgis si x = 0|(1'équivalent est faux si x < 0).

t—+o0 [3

Le critere de Riemann joint a la positivité donre I'in{égrabilité sur [ 1,400 [ pour tout x = 0 et parimparité, pour tout x

On en déduit £ — f(x,t) intégrable sur |0,+co[ pour tout x réel <

Conclusion :| DefF =R \/

On applique le théoreéme de dérivation sous le signe somme d’une intégrale 2 parametre sur J = R*.

* Vx€eR, t — f(x,1) est intégrable sur |0, +oo[ (au dessus)
t

t(1+12) 1+ (xt)?

e Vi€ ]0,+o00[, x — f(x,t) estC' surR.

e VxeR, t — %(x, t) = est continue par morceaux sur |0, +oo.

» Hypothése de Domination sur tout segment [a,b]| cR:

1 1

of | ) R
|E(x’t)“|t(1+t2) 1+(xt)2‘ - ‘(1+t2)(1+x2t2) <Tep =0

Vxe [a,b] cR, Yt e ]0,+00],

Majoration résultant de 1+ x*¢t* = 1. ¢ est intégrable sur |0, +oo[ :immédiat

1
dat
1+ x2¢2)

+00
Alors F est de classe C!, continue et définiesurR.  Vx =0, F'(x)= f
0 (1+£2)(

2) Cestune fraction rationnelle, on sait primitiver par décomposition en éléments simples. Attention!il y aici 2 éléments
simples (de seconde espéce) avec des polyndomes de 2° degré au dénominateur, il faut donc mettre (& priori) un polynéme
du 1°* degré au numérateur. :

1 _at+b+ ct+d _at+b (-a)t+(1-Db)
(1+£2)(1+x212)  1+t2  1+x%t2 T 1+1¢2 1+ x2t2

apres 1)2)

* On xf puis limiteen +oo:0=a+c
e valeurent =0ameénel=>b+d

eta=0

e onx(1+t?)puislavaleurt=i: ———=——=qai+b = b=
( )p 1+x2i2 1-x2 1-x2

)

L, re 1 1 —x? . 1 a1 =A_ 1w
F'(x) —fo 1—x2(1+t2 + 1+x2t2)dt —AETOO _xz(arctant+( X )xarctan(tx))]tzo =137 3 (1-x)=
31
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CommeR" estun intervalle, on en déduit F(x) = 7 In |x + 1| +cste (plusieurs intervalles : plusieurs constantes possibles!

et ne pas oublier la valeur absolue dans le log), puis par valeur en 0 et positivité| F(x) = g In(x +1)

+00 sin? t dt 1

92 7% 3x\/x

Ex4% Etablir f

On commence par remarquer que :

1 . 1[ 2 _3/2]/4 1 f+oo dt
= lim ~|-Zx == =
3xy/x A-reo2l 3 x 2 t5/2

Puis, en se rappelant que f ~, g <= f —g = 0,(g), il suit en appliquant la formule sin® t = %(1 —cos(2t)):

1

f+oo sin? ¢ dt I f+oo sin® ¢ — > dt 3 f+oo —cos(2t) dt
R PN AL 21502

Il faut et il suffit donc de démontrer que cette intégrale est un o +oo(,3% ). On effectue une ipp :

L DN
ﬁ U—ESIH( ) V =———=

u' =cos(2t) v=
On peut effectuer directement cette intégrale en I'infini, car le dernier membre est visiblement une intégrale convergente,
car se majorant par une intégrale de Riemann' convergente. Cette remarque, bien au programme évite de faire d’abord,

commme il est souvent indiqué, une intégrale de x a A puis de faire tendre A vers I'infini :

+oo cos(2t)dt | sin(2t) T 5 r+oosin(2t)dt _sin(2x) 5 [+eosin(2r)dr
fx 1572 NEYEE . fo ar 255/2 fo £7/2
f(x) g(x)
1 1 1 1
* Ona|f(x)‘ =002 " o5 32 "+°°(x3/z)
—o
o _[reoqsin@o)dry _preoydi [ 2 1 2 1 1
na|g(x)‘—fx | 1712 ‘ fx ﬁ|_ 5 152, _§x5/2_0+°°(x3/2)

Ex46
3x CoSt . . e
1) Montrez que F(x) = f — dt est bien définie sur R™™ .
X
2) Montrez F C! sur R** et explicitez F'(x).
3x cost — 1
%) Etablirlim [ —r
x—0Jy

4) Calculezlim,_,, F(x)

dt = 0, puis cherchez lin%F (x).
xX—

Je rappelle le théoreme fondamental de l'analyse : si f continue sur un intervalle I et a € I, alors la fonction F(x) =

X
[ f(t)dt estlaprimitive de f qui sannule en a. Elle est définie, continue et C' sur I et F'(x) = f(x).
a
Remarques

* Si f est seulement continue par morceausx, F est seulement continue, elle n'est pas dérivable, ce n'est pas la primi-

tive qui s’'annule en a 32



* Attention au cas ou a est une borne de I qui west pas dans I (en particulier a = +oo. Le théoréeme ne s'applique pas.
C’est en général voulu par I'énoncé... pour voir les gens subtils qui ne commettent pas cette erreur. Dans ce cas, on

applique Chasles [ f = f:lf +[*faveca €l

1) On se rameéne au théoréme : on pose f(t) = &ft continue sur [ = ]0, +oo[ et on prend a = 1, et on pose G(x) =

J7 f(¢) dt. G définie, continue et C' surletG'(x) = €%, On applique Chasles :

F(x)zf;x&:tdt=fxlf+f13xf=G(3x)—G(x)

Par somme et composition, F est définie et C' sur R** et

Vx>0, F'(x) = 3G'(3x) - G'(x) = 3cos(3x) _cosx _ cos(3x) —cos(x)

3x X X
Remarque: On peut démontrer F définie directement en remarquant que t — &t” est continue par morceaux sur [ x,3x ]
et ce, pour tout x > 0.
3) Attention! alagrave erreur de raisonnement lim, _, [2* k:_l dt = [ --- = 0 Et vous aller voir que Cest (¢a peut étre)

faux, sur cet exemple.
Pour pouvoir 'appliquer, il faudrait la continuité en 0 de x — [>* &f‘l dt que l'on obtiendrait via le théoréeme de Sup,
théoréme fondamental de l'Analyse, mais ici les hypothéses ne sont pas réalisées puisqu’il y a un « probleme » de la

fonction-intégrande en 0.

Méthode 1 (par l'intégration du dl en 0) :
Dans cet exemple, comme [ x,3x | est un dans un voisinage de 0 parce que x — 0, on peut écrire un DL en 0 a I'intérieur

de I'intégrale.

3x cost —1 3x —1/2¢% + o(#?
f ar f / (%)
X X

_ _ 3x_1 B _lzgx 3x _ 2 j‘Sx
: . dt_fx 2t+o(t)dt_[ 4t]x +fx o(t)dt =~2x"+ | ~o(r)ds

Le petit probleme de cette méthode est de gérer correctement I'intégrale du petit-o.

Pour |¢] =7, |o(t)| < €|t (C'est du cours théorique sur o). Par suite, pour |x| < %17 (on notera le %) :

3x 3x 3x 3x 9-1
f o(t)dt| sf |0(t)‘ dt sf elt| dt sef tdt = > x% = 4¢ x?
X X X X 2

) ) 3x » L 3x cost—1
On vient de démontrer, quand x — 0., o(t)dt = o(x?). Par suite, 111})1 f — dr =0
X x=04 Jx

Méthode 2 (prolongement par continuité) :

cost—1 -1/2t% 1
On remarque que h(t) = — est continue sur |0,1] et que h(t) ~g /t = _Et — 0. Par suite h est prolon-

geable en une fonction continue sur le segment [0, 1] (en posant /(0) = 0), que 'on va noter 7 (il est prudent dans les

raisonnements de donner un autre nom a la fonction prolongée), donc bornée (par M). Par suite : Pour |x| < %,
3x cost—1 3x
[es )< |
x t x

Méthode 3 (on rameéne au théoréme de Spé) :

cost—1

3x . 3x x—0
0< — ‘dt:f h(t)dtsf M=2xM =% ¢
X X

. t . _ [3cos(ux)—-1
Un changement de variables donne des bornes fixes : c'est u = —, on arrive alors a f ———du.
X 1 u
On « remet » t par commodité et on applique le théoreme de convergence dominée a parametre continu ou théoréme de

cos(tx)—1

limite d'une intégrale a parametre en posant h(t,x) = surl=[1,3] :



e Vre[1,3], t — h(x,t) admet une limite lorsque x — 0 qui est £(#) = 0 car

cos(tx)—1

2x2/2

t

x—0

t

1

=—Ix
2

2

20, Oetce, pourtout1 <t =<3

e Vx€]0,1], t — h(x,t) est continue par morceaux sur [1,3]
e Yx€]0,1], t — ¢(t) est continue par morceaux sur [1,3]

* Hypothése de domination sur |0,1 |

vxelo1], vee [1,3], ‘h(x,t)‘:lL:(tx) %—f(t)

Majoration immédiate. cf est intégrable sur [1,3] : continuité sur le segment [1,3].

3cos(tx) fﬂ(t)dt—f 0=0.

Méthode 4 (par une inégalité de convexité) :

On conclut lim
x—0J1

On utilise la convexité de ¢ — 1 —cos sur [0, a] pour a < 7 et la corde (voir dessin). On garde par prudence une inconnue

a pour affiner la majoration, si besoin est, pour plus tard.

3xcost—1 cost—l 3x 1 —cost
0< S dt = —at
X X t
fsx 1-cosa cosa 1—cosa f3x
< =
X a X
1 —cosa -
= 2x = 9 0
a
1—-cosa
On peut prendre a = 1. La corde a pour équationy = ———x
a

Méthode 5 (par un encadrement) :
Linégalité de convexité vue plus haut n'est valide que sur un intervalle. En fait on al'inégalité surR:0 < 1 —cosx < %xZ. On

peut le démontrer, par exemple en utilisant tout simplement une fonction auxiliaire g(x) = 1 —cosx — %xz et ses variations

3 2
Sfxl/Zt
x t

(regardez aussi le dessin). Ensuite, assez analogue a plus haut :

3x cost—1 3x 3x 1 —cost
[t ta)s | e
X t X X t

x—0 0

0=

COSl’—l‘

31 3
dt:fx [t]xsz

On termine la question :

3x cost—1 3x cost 3x
H(x)zf cost=1 =f oSt f L =F(x)- (i)™ = lim F(0)= lim H() +In(2) =| In3
x t x x—0, x—0, X
4)
3x cOoSt +00
Attention! ala grave erreur de raisonnement lim f —dt = f - =0.
ax X—+00 Jy t +00
Par exemple, lim - dt = lim lnltl] =In3
x—+00 Jy X—+00 x

Méthode 1:

Je montre d’abord que l'intégrale K = [;**° &t“ dt converge. C'est tres semblable a I'intégrale de Dirichlet : on effectue une

x x sint
+[ —dt
1 t?

2 v =sin(t)

7o

34

v =cos(t) u =

K(x) = f

. 1
ippsur [1,x] avec: u = p

cost
—dt—




Le premier membre de I'ipp a une limite finie lorsque x — +oc0, puisque 0 <

%| < Jl—c — 0 (aucun probléme en 1) et le

deuxiéme aussi puisque l'intégrale converge [;" S”” dt par comparaison en +oo a une fonction de Riemann intégrable.

On termine en utilisant la relation de Chasles :

3x cost 1 cost 3x cost .
f L= f S e + f dr = K (x) +K(3x) =2 _K+K =0
X

Méthode 2 (ramenant au théoréeme de Spé) :

3 cos(tx
On écrit, comme plus haut avec des bornes fixes, F(x) = f L dt et on utilise le méme théoréeme. On a clairement
1 b
convergence de la fonction-intégrande vers 0 lorsque x — +oo (pour tout ¢). Je ne vous traite que la domination :
Vlists<3, |°°S(tx)\ 1.1

1

On peut supposer x = 1 puisque x — +oo et de plus la fonction-constante 1 est bien intégrable sur [ 1, 3] . Heureusement

que l'intervalle est borné...

Ex47
1) Montrez que la décomposition de X?" — 1 en polyndmes irréductibles sur R est :
km
X2 _1=(X-1)(X +1) 1‘[ (X2—2Xcos( )+ 1)
k= n

km r+1
2) En déduire Vr # 1, H (1 —2rcos(—) + rZ) — (r2" —1)
k=1 n r—1

%) Pour |r| <1, calculez I(7) = f g In(1 —2rcost + r?) dt en utilisant les sommes de Riemann.
4) On va calculer I(r) par une afltre méthode. Montrez I (r) définie sur R et paire.

% ) Montrez I(r?) = 2I(r) (utilisez cos(2t) = 2cos? t — 1).

6) *Calculez I(r) en distinguantles3 cas |r|=1,<1,>1

2ikn
1) x*" =1 < x, =exp (2—) pour 0 < k <2n -1 (racines complexes de I'unité). Puis :
n

eXp(lan) = eXp(—_’:”)z exp (2im + _lk”) - exp(—l(zn; k)”)
On remarque que k = 0, n donnent les 2 racines réelles +1.
- ikm, 2nst ikm
X"-1=(X-1)(X+1) H(X exp(— )) I1 (X—exp(—))
k=1 k=n+1
) n-l ikm.yy =l i2n-k"n
=(X-DX+1) H (X —exp(— . ) kH (X—exp(%))
k=1 =1
n-l ikm ikm
=(X-1)X+1) r_[( exp(—)) (X —exp (=)

2 (X -1)(X+1) n]‘[ ( —2Xcos(k—:) + 1)

*(1) Changementd’indices k' =2n—kavecn+1<k<2n-1=1<k'=sn-1

*(2) Onaappliqué (X —e)(X —e ") = X2 -2Xcosf +1

2) Immédiat en remarquant que,en plus, k = n dans le produit donne X?+2X +1 = (X +1)?, puis on effectue une division
35



1 1
%) Onrappelle que les sommes de Riemann associées a une fonction f sur [0 1 ] sontS, =— ) ( ] etS,=— > f (—
n oio n
e

Le théoreme est que si f est continue sur [0, 1 ] , les sommes de Riemann ont pour limite f
Attention! a ne pas se tromper de variables entre r, et n!

Ici, les sommes de Riemann sur [0,7]| associées a f(¢) =In(1—2rcost + r?) sont

% ké (1—2rCOS(k_’j)+r2 | = _1n( ]i[ (1—2rcos(k_’:) +r7))
= % :—J_ri(rzn —1)— 0 lorsque n — +oo puisque |r| <1

T T
Par suite, pour | 7| < 1, 'intégrale f f= f In(l1-2rcost+r?)dt =0
0 0

Attention : il faut vérifier la continuité de f qui nécessite de vérifier r? —2rcost +1 > 0 sur [0, n] , pour || < 1.
2 _ 2, qin2
re—2rcost+1=(r—cost) +sin“r=0

On pouvait aussi utiliser un discriminant. Cette quantité est nulle sisint =0 = ¢ =0,7m et r = cost = +1. Impossible!

T
4) OnécritI(x) = f In(1-2xcost +x2) dt On reprend I'étude du signe amorcée plus haut : 1 —2xcost + x? = —x —
0

flx,1)
cost)? +sin® t = 0 et cette quantité estnullesi £t =0 et x = 1 etsi t = m et x = —1. Par suite :

* Si|x|#1,t — f(x,1) continue sur [0,7].I(x) existe.
e Six =1, — f(x,t) continue sur |0, 7|
e Six=-1,t — f(x,t) continue sur [0, 7

Etudeent =0lorsque x = 1.
f(x,£)=In(2-2cost)=In(t*+ o(tz)) =In(r*)+In(1+0(1))=Int +In2+0(1) ~g Int

Critere d’équivalent d’'une fonction négative a une fonction intégrable en 0, t — f(1,¢) intégrable sur |0,7 ] donc I(1)

iste. T 0
existe I(-x) :/ In(1 +2xcost +x?) dt :f In(1-2xcosu+x2) — du =I(x)
0 b4

On a effectué le changement de variables u = 7 — t C' est bijectifde [0,7] sur [0, 7]

? t
) I(xz):fnln(1—2x2003t+x4) dt :f”ln(l—x2(4cos25—2)+x4)dt
0 0
T L 2 L 2
=f ln((l +2xcos£ +x )(1—2xcosz +x ))dt
0
n t 7 t
:f ln(1+2xcosz +x%)dt +[ ln(1—2xcos§+x2)dt =I(x)+1I(-x)=2I(x)
0 0
. - Loy 1. 4 LT
6) 801t|r| < 1.0nécrit: I(r) = El(r )= Zl(r )= = 2—nl(r ™).

n—+

On a clairement i,, 0. Reste a voir le comportement de I ("), cad le comportement de I (x) au voisinage de x = 0,

car r?" — 0. On peut supposer x = 0 car 72" > 0. Le plus simple est de montrer I bornée sur [O, 3 ] (il est prudent d’éviter
la valeur 1 ot1 il a « quelques problemes » comme vu plus haut). On utilise la croissance de In et de I'intégrale et on préte

tres attention au signe de cos sur [0, n] qui changeen 7 :

T 2 /2 2 T /2
f In(1+2xcost+x*)dr =f In(1+2xcost+x )+f
0

In(1+2xcost+x?) sf
0 /2

1 1 n 1
A ln(1+25x1+z)+f 1n(1+0+Z)

/2
On proceéde de manoere identigaue pour la minoration (je vous laisse y réfléchir).

1
On passe alors a la limite dans I'expression I(r) = z—nl (r?") et, de I'unicité de la limite, il vient I(r) =

36



Soit |r| > 1. On remarque :

I(l)zfnln(1+21cost+i)dt :fnln(i(r2+2rcost+1))dt =[ﬂln(i)dt +I1(r)=-2nlnr+1(r)
r’Jo r r 0 r? 0 r

ilvientI(r) =1I(;)+2nlnr =| 2zlnr |car ;<1

Le cas |r| = 1 est laissé au lecteur.

Ex48 Soit f continue sur [0;1]tqV0<i<n /1 tif(t)dt =0.

1) On suppose que f est un polyndme de degré < n. gdontrez P est le polynéme nul.

2) % On revient au cas général. Montrez f admet n+1 racines dans ]0; 1[
Indication : on pourra commencer par établir que Si f continue s’annule en exactement n valeurs comptées dis-
tinctement, et notées ordonnées A; < --- < A, sur un intervalle I, alors il existe un sous-ensemble J,, < [[1, n]] tel que

f(#) [ (4; — t) soit de signe constant sur cet intervalle I

i€],

1) Posons P(t) =ay+a,t+--+a,t", puisque deg(P) < n. Par combinaison linéaire, il vient :
1 1 1 1 1
f P2(t)dt :f (ag+ayt+-+a,t")P(t)dt = aof P(t)+a1f tP(t)dt +"'+“"f t"P(t)dt =0
0 0 0 0 0

Par positivité et continuité de P?(t) et nullité de I'intégrale, il vient P?(¢) = 0 sur I'intervalle [0,1], donc c’est le polynéme

nul.

2) Commencons par établir le résultat suivant par récurrence sur n = 1:
22(n):Si f continue s'annule en exactement n valeurs comptées distinctement, et notées ordonnées A; < :- < A,,, sur un

intervalle /, alors il existe un sous-ensemble J, < [[1, n]] tel que f(¢) [ ] (A; — t) soit de signe constant sur cet intervalle I :
i€],

e n =1.Si f ne change pas de signe en A,, comme f ne s'annule pas ailleurs sur l'intervalle /, il y est de signe constant

d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, I = @ convient. sinon il est immédiat que (A, —t) f (¢) convient, donc

I={1}c[1]. 2Q1)0k

Supposons la propriété vraie pour n = 1. soit f continue et s'annulant en exactement n + 1 valeurs telles que 1, <

AptA . .
sl ] = K, il existe exactement n valeurs sur lesquels f

-+ < A, surunintervalle I. Alors sur I'intervalle I N ] —00,
s’annule qui sont bien évidemment 1, ..., A,,. (rappelons 1,, < % < A,.;1)- Par hypothese de récurrence, il existe
T, < [[1, n]] tel que g () = f(#) [1;¢;, (A; — 1) soit de signe constant sur K. Comme [ est continue, par le théoreme des
valeurs intermédaires, g 'est aussi et ne peut changer de signe sur ])Ln, Ayt [ . En fait g ne peut changer de signe
surIquen A,,,.Si g n'y change pas de signe, on prend J,,,; = J,, et g(¢) est bien de signe constant. Si g(t) change de
signe en A,,,;, le lecteur constatera que (1,,, — t)g(¢), lui, ne change plus de signe et pas non plus sur I. On prend

donc/,,, =J,u{n+1}c[l,n+1]]. <2(n+1) estbien vérifié.

Remarque : En fait on a aussi démontré J,, = {i € [[1,n]] | f change de signe en Ai}

On démontre alors le résultat par 'absurde : supposons f continue possédant exactement p racines sur ] 0,1 [ = I'notées

ordonnées A, < -:- < A, avec p < n et vérifiant V0 < i < n, fol t'f(¢t)dt = 0. En se servant du résultat plus haut, il
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existe un ensemble d’indices J de cardinal inférieur a p, donc a n tel que g(¢) = f(¢) [1;;(A; — t) soit de signe constant.
Comme [];¢;(A; — t) est un polyndme de degré < n, cad combinaison linéaire de t!, par linéarité de l'intégration, il vient
fol g(t)dt = 0. En utilisant un théoréme bien connu, comme g est continue et de signe constant, on en déduit g = 0 sur

[0,1] ce qui ameéne une infinité de racines pour f. Absurde.

1
Remarque : On démontre aussi que si pour tout n € N, f t"f(t)dt =0 et f continue sur [0, 1] , alors f estnulle.
0

Ex49 Soit a > 0. Prouvez l'existence de I(a) = et déterminez linol I(a)
a—0,

LY R
aJdo \/(a?-x?)(1+x2?)

1 a
Onposel(a)=— f
a Jo

x
dx
V(a? —x?)(1+x?)
f(a,x)
1) Montrons que [ est définie sur R**. On commence par remarquer que f, : x — f(a, x) est continue sur [0, a [ et ceci

pour tout a > 0. Reste a montrer I'intégrabilité de f, sur |0,a] :

On effectue le changement de variables u = x — a qui amene :

I (@) = i - ura
\/(az —(u+a)?)1+(u+a)?) \/(—Zua— w)(1+a?+2ua+u?)
a va 1

Tumo Vv —2ua(1+a?) B V2(1+a?) (-u)/?

Du critére d’équivalent d'une fonction de Riemann' 4 une fonction intégrable sur [0, a [ (1/2 < 1), il en résulte I'intégra-

bilité de f, sur [O, a[ , et ce pour tout a> 0, puis que I'intégrale est bien définie (= convergente) pour a > 0.

2) Pour lalimite, on ne peut appliquer les théoréemes de Spés qui s'appliquent tous a une intégrale a bornes fixes. Mais il

existe un changement de variables qui « rend » les bornes fixes: u = x/a dx =adu :

I(a) =

1 fl
aldo /(a®-(au)?)(1+(au)?) @

au adu 1 fl udu :fl wdu
o lalv/(1-u2)(Q+a2u?) o /(1-u?)(1+a2u?)

On applique maintenant le théoréme de Lebesgue a parametre continu avec J = ]O, 1] , voisinage de la borne 0 olt on
t

V(1 =12)(1 +x212) :

prend la limite, et g(x, t) =

t

V1-12

vt e ]0,1[, t — g(x,t) admet une limite lorsque x — 0 qui est £(t) =
e Vx €], t — g(x,t) est continue par morceaux sur |0,1[
 VYx €], t — £(t) est continue par morceaux sur |0,1]

e Hypothése de domination sur |
t

V-2 (1 +212)

¢ est intégrable sur |0,1[ : continue sur [0,1] et=

t

t
\/(1—t2)(1+0)|_ V1-1t2
1

t 1
Va-na+o vz a-0i

On reconnait une fonction de Riemann'intégrable en 1 puisque 1/2 < 1.

vxes,vee o1, |g(x1)|=| |=|

=¢(1)

1. Bernhard Riemann : mathématicien allemand de génie (1826-1866). Travaux fondamentaux sur les fonctions analytiques, la théorie de I'intégra-

tion, la géométrie différentielle. Sa fonction { donne des indications sur la répartition des nombres premiers.
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Le théoreme de Lebesgue peut donc s’appliquer :

dtz[—\/l—tz]

1
0

fl rdt :fl 4
=0Jo \/(1-£2)(1+x2¢2) Jo /1-¢2

lim I(a) |=lim
x—0,

1 x 2 1/ x 2
Ex 50 *SoitfeEZ(R+)OC(R+).EtablierII1m;(fo f(t)dt) ~0 etxgrpoo;(fo f(t)dt) 0

f € L,(R") signifie que le carré de f, f?, est intégrable sur R* .

1) On applique I'inégalité de Cauchy-Schwarz hérité du produit scalaire sur les fonctions continues sur [0,x ], on l'ap-

plique pour chaque x: (f|g) = [ fg.Jele rappelle (x|y) < [lx|| ||y |. Il suit :
1 X 2 1 X 2 X, 1 f+oo 5 x—+0o
<— <— V2t ~,, — Xt
0= (fo f(t)dt) < fo £(1) dtfo o~ [
Léquivalent [ f% ~, [ f? résulte de la convergence de I'intégrale.

2) Ne pas oublier que si f? est intégrable sur R*, f peut ne pas I'étre : par exemple : Etdans ce cas, x — [ fn'a

1 __
(x+1)37°
pas de limite finie et si on suppose f = 0, la limite est méme +oo. On peut aussi remarquer que si f est intégrable sur R*,

la limite 0 est immeédiate. Il faut utiliser les .
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