
Classe de PSI

Feuille

d’Exercices 4
Intégrabilité

Intégrale généralisée de fonction positive

Intégrales usuelles :∫ +++∞∞∞

1

dt

t a convrge ssi a > 1
∫ 1

0

dt

t a convrge ssi a < 1
∫ 1

0
ln t dt convrge

∫ +++∞∞∞

1
ln t dt diverge

∫ +∞

0
e−at dt cvrge ssia > 0

Critère d’équivalent : Soient f , g 2 fonctions positives dans un voisinage de b telles que f (x) ∼
x→b

g (x),

alors f intégrable en b ssi g intégrable en b

Critère xα f (x) : Soient f une fonction positive dans un voisinage de b.
•en b =+++∞∞∞ si α> 1 et lim+∞ xα f (x) = 0, f est intégrable en +∞

si α≤ 1 et lim+∞ xα f (x) =+∞, f n’est pas intégrable en 0.
•en b = 0 si α< 1 et lim0 xα f (x) = 0, f est intégrable en 0

si α≥ 1 et lim0 xα f (x) =+∞, f n’est pas intégrable en 0.

Critère de majoration / minoration : Soient f une fonction positive dans un voisinage de b.
•si f (x) ≤ g (x) et g intégrable en b, alors f intégrable en b.
•si f (x) ≥ g (x) et g (x) positive et n’est pas intégrable en b, alors f n’est pas intégrable en b

Ex 1 Etudiez la nature de l’intégrale impropre :∫ 1

0

t −1

ln t
dt

∫ +∞

0

dtp
e t −1

∫ +∞

0
ln(1+x−a)dx a > 0

∫ 1

0

x dx

(1+x2)
p

1−x4

∫ +∞

0
xme−nx dx m,n ∈N

�

∫ 1

0

dt

(1+ t ) 3
√

t 2(1− t )
�

∫ +∞

0

arctan x

x
ln

(2+x

1+x

)
dx

∫ π/2

0

p
tan t dt

∫ +∞

0

(arctan x

x

)2
dx

∫ 1

0
t a

(
ln

1

t

)b

dt (a,b ∈R)

∫ 1

0

cosh
(p

t
)

ln t dtp
t − sin t

∫ +∞

1

(
sinh

p
ln x

)−2 dx H�

∫ +∞

1
t

( −t
t+1

)
dt

∫ +∞

2

dt

(ln t )ln(ln t ) �

∫ 1

0

dt

arccos(1− t )

CCINP PSI 2023þ (calcul d’intégrale) �
Ex 2 On pose I =

∫ π/2

0
ln(sin t )dt et J =

∫ π/2

0
ln(sin t cos t )dt .

1 ) Montrez que I converge.

2 ) Montrez J = 2I

3 ) Calculez I .

Centrale PC | CCP PSI 2017-2012 (calcul d’intégrale avec partie entière) �
Ex 3 On admet

∑+∞
n=1

1
n2 = π2

6 .

1 ) Décomposez en éléments simples
2x +1

x(x +1)2 .

2 ) HExistence et calcul de
∫ 1

0
xE

(
1

x

)
dx =

∫ 1

0
x

⌊ 1

x

⌋
dx .

Mines-Telecom PSI 2022 (calcul intégrale) �
Ex 4

1 ) Donnez un équivalent de
1

t
−arctan(

1

t
) au voisinage de +∞.

2 ) Nature et calcul de
∫ +∞

1

(1

t
−arctan(

1

t
)
)

dt indication : utilisez un ε> 0 et le faire tendre vers +∞ à la fin.

Ex 5 H� Montrez
1

1+x2 |sin x|3/2
intégrable sur R. On cherchera à ramener à l’étude d’une série.
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Ex 6 H On note L2(R) les fonctions de carré intégrable sur R. Soit f numérique de classe C 2 sur R telle que

f , f ′′ ∈ L2(R). Montrez f ′ ∈ L2(R) et (∫ +∞

−∞
f ′2

)2

≤
(∫ +∞

−∞
f 2

)(∫ +∞

−∞
f ′′2

)
Mines-Ponts PSI 2022-2021-2019-2018-2016 (calcul intégrale de Dirichlet) H �
Ex 7

Soit f : x −→
∫ +∞

0

e−t x

1+ t 2 dt et g : x −→ cos(x)
∫ +∞

x

sin t

t
dt − sin(x)

∫ +∞

x

cos t

t
dt .

1 ) Montrez
∫ +∞

0
sin t

t dt et
∫ +∞

1
cos t

t dt convergent.

2 ) Montrez que f et g sont solutions de l’équation différentielle y ′′+ y = 1
x sur

]
0,+∞[

.

3 ) En déduire que f = g puis la valeur de
∫ +∞

0
sin t

t dt et
∫ +∞

0
sin2 t

t 2 dt . .

Intégrale généralisée de fonction quelconque

Ex 8 Etudiez la nature de l’intégrale impropre :∫ +∞

1

sin t

t
dt �

∫ +∞

0
e i zt−t 2

cos(t )dt (z ∈C)
∫ +∞

0
cos(ex )dx

∫ 1

0
sin(ln x)dx

Ex 9 On pose G(x) =
∫ +∞

0
e−t sin(t x)

t
dt .

1 ) Prouvez l’existence et calculez
∫ +∞

0
e(i x−1)t dt (x ∈R).

2 ) Prouvez l’existence et calculez G(x).

Ex 10 � Intégrales de Frullani :

Soit f continue et intégrable sur R+ et 0 < a < b. On veut montrer
∫ +∞

0

f (bx)− f (ax)

x
dx = f (0) ln

a

b
1 ) En supposant f C 1, montrez l’intégrale converge sur [0,1].

2 ) Montrez
∫ A
ε

f (bx)− f (ax)
x dx = ∫ b A

a A
f (u)

u du −∫ bε
aε

f (u)
u du .

3 ) Montrez f (u)
u intégrable sur

[
1,+∞[

, puis limA−→+∞
∫ b A

a A
f (u)

u du = 0

4 ) HMontrez ∀η> 0 pour ε assez petit,
∣∣∣∫ bε

aε
f (u)

u − f (0)
u

∣∣∣≤ η. Conclure.

Mines-Telecom PSI 2022 | Mines-Ponts PC 2012 (convergence intégrale) H �
Ex 11 Nature de

∫ +∞

0

sin xp
x − sin x

dx ?

Suites-Intégrales

Théorème de convergence dominée de Lebesgue :
Soit ( fn)n∈N une suite de fonctions continues par morceaux sur I fn : I ⊂R→R ou C.
• La suite ( fn) converge simplement sur I vers une fonction f continue par morceaux sur I .
• Hypothèse de domination : Il existe ϕ intégrable sur I telle que :

∀ t ∈ I ∀n ∈N
∣∣∣ fn(t )

∣∣∣≤ϕ(t )

Alors les fn et f sont intégrables sur I et lim
n→∞

∫
I

fn =
∫

I
lim

n→∞ fn =
∫

I
f

Ex 12 �� On pose In =
∫ +∞

0

1

n2 + t 3 dt . Prouvez rapidement l’existence de In et étudiez lim In .

Mines-Telecom PSI 2022 (limite suite-intégrale) �
Ex 13 Soit, pour n ∈N, In =

∫ +∞

0

xn

1+xn+2 dx

1 ) Montrez la convergence de In .

2 ) Déterminez lim In .

ENSAM PSI 2013 (limite d’une suite-intégrale) � �
Ex 14 Déterminez lim

n→+∞

∫ 1

0
xxn

dx .

Ex 15 �� Soit f une fonction continue par morceaux sur [0,1] et continue en 0. Etudiez lim
n→+∞

∫ 1

0
f (t n)d t
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Ex 16 � Intégrales de Wallis 1 On pose In =
∫ π/2

0
cosn td t

1 ) Etablir In = ∫ π/2
0 sinn td t

2 ) Montrez (In) décroissante.

3 ) Etablir (In) converge de 2 façons.

4 ) Etablir la récurrence nIn = (n −1)In−2, pour n ≥ 1, puis I2n = π (2n)!

22n+1 (n!)2

5 ) Etablir In+1 ∼ In puis In ∼
√

π
2n . (considérez la suite (n +1)In In+1)

Mines-Ponts PSI 2023þ (limite suite-intégrale à indéterminée) �H �
Ex 17 Soient ϕ ∈ C 1

([
0,1

]
,
[

0,1
] )

et f ∈ C 0
( [

0,1
]

, R
)

. On suppose que, pour tout x ∈ [
0,1

]
, |ϕ′(x)| < 1.

Calculez lim
n→+∞

∫ 1

0
f
(
ϕn(x)

)
dx .

CCP MPBQ 2023->2021 (limite suite-intégrale) �
Ex 18

1 ) Démontrez que pour tout entier n t → 1

1+ t 2 + t ne−t est intégrable sur
[

0,+∞[
.

2 ) On pose un =
∫ +∞

0

dt

1+ t 2 + t ne−t . Calculez limun .

Ex 19 � On pose Jn =
∫ p

n

0

(
1− t 2

n

)n

dt .

1 ) Donnez lim Jn à l’aide de l’exercice 2. On pourra faire un changement de variables.

2 ) Calculez lim Jn à l’aide de la fonction caractéristique 1[0,
p

n] et Lebesgue. En déduire
∫ +∞

−∞
e−t 2

dt =p
π.

Centrale PSI (suite-intégrale à indéterminée) �
Ex 20 Soit f continue sur [0,1] telle que f (1) ̸= 0. Trouvez un équivalent en +∞ de un =

∫ 1

0
t n f (t )dt

(limite suite-intégrale) �
Ex 21 Soit f de R dans R continue. Etudiez lim

n→+∞ n
∫ 1+1/n

1
f (xn)dx

CCP PSI (limites suites-intégrales) �

Ex 22 Montrez que fn(x) =
ln

(
1+ x

n

)
x(1+x2)

est intégrable sur R+∗ puis étudiez lim
n→+∞

∫ +∞

0
fn et lim

n→+∞n
∫ +∞

0
fn

Ex 23 � Montrez l’existence de In =
∫ +∞

1
e−t n

dt puis lim In = 0. Etablir In ∼+∞
1

n

∫ +∞

1

e−y

y
d y

CCP PSI 2018-2015-2014-2013 (équivalent d’une suite-intégrale) �
Ex 24

Soit, pour n ∈N∗, In =
∫ +∞

0

sin(t/n)

t (1+ t 2)
dt . Justifiez l’existence de In . Déterminez lim In puis un équivalent de In .

Centrale PSI 2022 (suite-intégrale à indéterminées) HH �
Ex 25 Soient u, v ∈ C 0

( [
0,1

]
, R+∗ )

et, pour n ∈N, In =
∫ 1

0
u(t )n v(t )dt .

1 ) Montrez que, pour tout n ∈N, I 2
n+1 ≤ In In+2.

2 ) En déduire que la suite
( In+1

In

)
converge et que sa limite ℓ vérifie 0 < ℓ≤ ∥u∥∞ .

3 ) Soit (xn) une suite de limite y . Montrez 1
n

∑n−1
k=0 xk −→ y . En déduire I 1/n

n −→ ℓ.

4 ) Minorez (In) puis montrez I 1/n
n −→∥u∥∞ .

Mines-Ponts PSI 2022 (Calcul de ζ(2)) H �
Ex 26 Soit f :

[
a,b

] −→R de classe C 1.

1 ) Montrez que
∫ b

a f (t )cos(nt )dt tend vers 0, quand n tend vers +∞.

On admet que le résultat est encore vrai si f est seulement continue par morceaux.

2 ) Calculez
∫ π

0

(−x + x2

2π

)
cos(nx)dx

3 ) En déduire la somme de la série de terme général 1
n2

3



Mines-Ponts PSI 2022 (équivalents suite-intégrale) H
Ex 27 Soient, pour n ∈N∗, un =

∫ 1/2

0

sin2(nπx)

tan(πx)
dx et vn =

∫ 1/2

0

sin2(nπx)

πx
dx .

1 ) Montrez
∫ +∞
π

cosu
u du converge.

2 ) Montrez vn ∼ lnn
2π .

3 ) Soit f : x ∈ ]
0,1/2

[ −→ 1
tan(πx) − 1

πx . Montrez f se prolonge par continuité.

4 ) Trouvez un équivalent de un .

Intégrales à paramètre « stricto-sensu »

Théorème de Continuité : On pose F (x) =
∫

I
f (x, t )dt avec I , J intervalles de R et f à valeurs dans R ou C.

• ∀x ∈ J t → f (x, t ) continue par morceaux sur I .
• ∀ t ∈ I x → f (x, t ) continue sur J .
• Hypothèse de domination sur tout segment

[
a,b

] ⊂ J

Pour tout
[

a,b
] ⊂ J , Il existe ϕ intégrable sur I telle que ∀x ∈ [

a,b
] ⊂ J , ∀ t ∈ I ,

∣∣∣ f (x, t )
∣∣∣ ≤ ϕ(t )

Alors F est continue et définie sur J

Théorème de Dérivabilité : On pose F (x) =
∫

I
f (x, t )dt avec I , J intervalles de R et f à valeurs dans R ou C.

• ∀x ∈ J t → f (x, t ) intégrable sur I .

• ∀x ∈ J t → ∂ f
∂x (x, t ) continue par morceaux sur I .

• ∀ t ∈ I x → f (x, t ) est de classe C 1 sur J
• Hypothèse de domination sur tout segment

[
a,b

] ⊂ J

Pour tout
[

a,b
] ⊂ J , Il existe ϕ intégrable sur I telle que ∀x ∈ [

a,b
] ⊂ J , ∀ t ∈ I ,

∣∣∣∂ f

∂x
(x, t )

∣∣∣≤ϕ(t )

Alors F est de classe C 1 sur J et ∀x ∈ J , F ′(x) =
∫

I

∂ f

∂x
(x, t )dt

Théorème de Limite (ou de convergence dominée à paramètre continu) :

On pose F (x) =
∫

I
f (x, t )dt avec I , J intervalles de R et f à valeurs dans R ou C et soit a une borne de J .

• ∀ t ∈ I , f (x, t ) admet une limite lorsque x −→ a, notée ℓ(t ).
• ∀x ∈ J , t −→ f (x, t ) est continue par morceaux sur I
• ∀x ∈ J , t −→ ℓ(t ) est continue par morceaux sur I
• Hypothèse de domination sur J

Il existe ϕ intégrable sur I telle que ∀x ∈ J , ∀ t ∈ I ,
∣∣∣ f (x, t )

∣∣∣≤ϕ(t )

Alors ℓ est intégrable sur I et lim
x→a

F (x) =
∫

I
lim
x→a

f (x, t )dt =
∫

I
ℓ(t )dt

Ex 28 Montrez que F (x) =
∫ ∞

0

1

1+ t x dt est continue sur son domaine de définition.

IMT PSI 2017 (intégrale à paramètre) �
Ex 29 On pose pour x réel F (x) =

∫ +∞

0
e−t 2

cosh(xt )dt .

1 ) Montrez que F est de classe C 1.

2 ) Donnez une équation différentielle vérifiée par F .

3 ) Calculez F . On donne
∫ +∞

0 e−t 2
dt =

p
π

2

Ex 30 � Soient α> 1 et f : x →
∫ +∞

1

dt

(t 2 +x2)α
.

1 ) Déterminez le domaine de définition de f .

2 ) Montrez que f est de classe C 1 sur son domaine de définition.

3 ) Etudiez l’intégrabilité de f sur son domaine de définition. (Ind. : chercher β tel que lim+∞ xβ f (x) = 0)

Ex 31 � Soit f :R→C continue et intégrable sur R. Etudiez lim
x→0

∫ +∞

−∞
t f (t )d t

t + i x

4



CCP PSI 2008 (transformée de Fourier)

Ex 32 Montrez que la fonction F définie par F (x) =
∫ +∞

−∞
e i t x e−t 2

dt est de Classe C 1 sur R.

Calculez F (x). On rappelle F (0) = ∫ +∞
−∞ e−t 2 =p

π.

CCP PSI (équivalents intégrale à paramètre) �
Ex 33 On se donne f (x) =

∫ +∞

1

t−x

1+ t
dt .

1 ) Etudiez son domaine de définition

2 ) Etudiez la continuité et la monotonie de f sur R+∗ .

3 ) Montrez ∀x ∈R+∗ , f (x)+ f (1+x) = 1
x

4 ) Donnez un équivalent de f (x) en 0+ et en +∞.

Mines-Ponts PSI 2022 (intégrale à paramètre) H
Ex 34 Soit f : x −→

∫ 2π

0
ln(1+x sin t )dt .

1 ) Déterminez le domaine de définition de f .

2 ) Montrez que f est paire.

3 ) Etudiez la dérivabilité de f

4 ) Calculez f à l’aide d’un développement en série entière.

CCP PSI 2022-2021-2019-2017-þ 2015-2014 (transformée de Laplace) �
Ex 35 On pose f (x) =

∫ +∞

0

te−t x

e t −1
dt .

1 ) Donnez l’ensemble de définition de f .

2 ) Calculez limx→+∞ f (x).

3 ) Calculez f (x −1)− f (x) pour x > 0 et en déduire une expression de f (x) sous la forme d’une somme de série.

4 ) Proposer une autre méthode pour obtenir ce résultat.
[
2015 : Question absente

]
TPE PSI 2016 (intégrale à paramètre)

Ex 36 Soient g ∈C 0([0,1],R) et G : x ∈ [0,1] 7→ 1
2

∫ 1
0 |x − t |g (t )dt .

1 ) Montrer que G est de classe C 2 et calculer G ′′.

2 ) En déduire l’existence d’une fonction f telle que f ′′ = g et f (0) = f (1) = 0. Y a-t-il unicité de f ?

Ex 37 On se donne f :R→C de classe C∞ et g définie par g (x) = 1

x
( f (x)− f (0)) si x ̸= 0 etg (0) = f ′(0).

1 ) Montrez que g est continue sur R.

2 ) Etablir g (x) =
∫ 1

0
f ′(t x)dt puis g de classe C∞ sur R.

TPE PSI 2017 (intégrale à paramètre) �
Ex 38 On pose f (x) =

∫ 1

0

dtp
t (1− t )(x − t )

.

1 ) Donnez l’ensemble de définition de F .

2 ) Montrez que f est de classe C 2 sur ]1,+∞[. Exprimez f ′ et f ′′ sous forme d’intégrales.

3 ) HDressez le tableau de variations de f

CCINP PSI 2022 | Mines-Ponts PSI 2019 | CCP MP 2017 | Ensea PSI 2014 | Mines-Ponts PC 2013 (intégrale à paramètre) �
Ex 39 On pose F (x) =

∫ +∞

0

arctan(xt )

t (1+ t 2)
dt .

1 ) Donnez l’ensemble de définition de F et montrez F impaire.

2 ) Montrez F C 1

3 ) Calculez F (x).

Autres

Théorème fondamental de l’Analyse : Soit f : I −→R ou C continue avec I intervalle et a ∈ I ,

alors F : x ∈ I −→
∫ x

a
f (t )dt est C 1 sur I , c’est la primitive qui s’annule en a et ∀x ∈ I , F ′(x) = f (x).

Ex 40 H� Etablir
∫ +∞

x

sin2 t dt

t 5/2
∼+∞

1

3x
p

x

5



Ex 41 �

1 ) Montrez que F (x) =
∫ 3x

x

cos t

t
dt est bien définie sur R+∗ .

2 ) Montrez F C 1 sur R+∗ et explicitez F ′(x).

3 ) Etablir lim
x→0

∫ 3x

x

cos t −1

t
dt = 0, puis cherchez lim

x→0
F (x).

4 ) Calculez limx→+∞ F (x)

Ex 42 �
1 ) Montrez que la décomposition de X 2n −1 en polynômes irréductibles sur R est :

X 2n −1 = (X −1)(X +1)
n−1∏
k=1

(
X 2 −2X cos

(kπ

n

)
+1

)
2 ) En déduire ∀r ̸= 1,

n∏
k=1

(
1−2r cos

(
kπ

n

)
+ r 2

)
= r +1

r −1
(r 2n −1)

3 ) Pour |r | < 1, calculez I (r ) =
∫ π

0
ln(1−2r cos t + r 2)dt en utilisant les sommes de Riemann.

4 ) On va calculer I (r ) par une autre méthode. Montrez I (r ) définie sur R et paire.

5 ) Montrez I (r 2) = 2I (r ) (utilisez cos(2t ) = 2cos2 t −1).

6 ) HCalculez I (r ) en distinguant les 3 cas |r | = 1,< 1,> 1

Ex 43 � Soit f continue sur [0;1] tq ∀0 ≤ i ≤ n
∫ 1

0
t i f (t )dt = 0.

1 ) On suppose que f est un polynôme de degré ≤ n. Montrez P est le polynôme nul.

2 ) HOn revient au cas général. Montrez f admet n+1 racines dans ]0;1[

Indication : on pourra commencer par établir que Si f continue s’annule en exactement n valeurs comptées

distinctement, et notées ordonnées λ1 < ·· · < λn , sur un intervalle I , alors il existe un sous-ensemble Jn ⊂ [[1,n]]

tel que f (t )
∏

i∈Jn

(λi − t ) soit de signe constant sur cet intervalle I

Ex 44 � Soit a > 0. Prouvez l’existence de I (a) = 1

a

∫ a

0

x√
(a2 −x2)(1+x2)

dx et déterminez lim
a→0+

I (a)

Ex 45 H� Soit f ∈ L2(R+)∩C (R+). Etablir lim
x→+∞

1

x2

(∫ x

0
f (t )d t

)2

= 0 et lim
x→+∞

1

x

(∫ x

0
f (t )d t

)2

= 0

f ∈ L2(R+ ) signifie que le carré de f , f 2, est intégrable sur R+ .

Ex 46 HSoit f continue sur R+ et à valeurs positives strictes.

1 ) Ici f intégrable sur R+ . On pose F (x) = ∫ +∞
x f (t )dt . Pour quels a réel la fonction f

F a est intégrable sur R+ ?

2 ) Ici f non intégrable sur R+ . On pose G(x) =
∫ x

0
f (t )dt . Pour quels a réel f

G a est intégrable sur [1,+∞[ ?

Ex 47 Intégration des relations de comparaison

Soient f à valeurs dans R ou C et g à valeurs dans R+ continues par morceaux sur [a,b[ avec a < b ≤+∞
1 ) On suppose ici f et g intégrables sur [a,b[. Etablir

f =Ob(g ) =⇒ ∫ b
x f =Ob

(∫ b
x g

)
f = ob(g ) =⇒ ∫ b

x f = ob

(∫ b
x g

)
f ∼b g =⇒ ∫ b

x f ∼b
∫ b

x g

2 ) On suppose ici f et g non intégrables sur [a,b[. Etablir

f =Ob(g ) =⇒ ∫ x
a f =Ob

(∫ x
a g

)
f = ob(g ) =⇒ ∫ x

a f = ob
(∫ x

a g
)

f ∼b g =⇒ ∫ x
a f ∼b

∫ x
a g

3 ) Donnez (ou vérifiez) un équivalent simple des intégrales suivantes∫ x

0

arctan t dt

t
∼+∞ ???

∫ +∞

x
e−t 2

dt ∼+∞
e−x2

2x

∫ x

2

d t

ln t
∼+∞

x

ln x
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