Classe de PS]

Feuille
d’Exercices £

Intégrabilité

InTéGgrale généralisée de FoncTion posiTive

Intégrales usuelles :

+00 dt- 1 dt 1 +00 +00
f 57 convrge ssi a > 1 f +a convrge ssia <1 f In £ df convrge In td¢ diverge f e “'dtcvrge ssia >0
1 0 0 1 0

Critere d’équivalent : Soient f, g 2 fonctions positives dans un voisinage de b telles que f(x) ~, g(x),
X—

alors f intégrable en b ssi g intégrable en b

Critere x” f(x) : Soient f une fonction positive dans un voisinage de b.
eenb=+00sia>1etlimi,,x%f(x)=0, f est intégrable en +oco
sia <1 etlim; x%f(x) = +oo, f n'est pas intégrable en 0.
eenb=0 sia<letlimyx®f(x)=0, f estintégrableen 0
sia =1 etlimyx® f(x) = +oo, f n'est pas intégrable en 0.

Critere de majoration / minoration : Soient f une fonction positive dans un voisinage de b.
esi f(x) < g(x) et g intégrable en b, alors f intégrable en b.
esi f(x) = g(x) et g(x) positive et n’est pas intégrable en b, alors f n'est pas intégrable en b

Ex1 Etudiezla nature de I'intégrale impropre :

flt;ldt [+oo d f+ooln(1+x_“)dxa>0 flL f+ooxme_”xdxmn€|\|

o Int 0 Vel—1 0 0 (1+x2)vV1—xt 0 ,
1 +00 /2 +00 2 1 b

@»[ dr m[ arCtanxln(2+x)dx f Viantde f (amtanx) dx f t“(ml) dt (@, beR:
0 1+0)Ve2(l—-1) 0 x I+x 0 0 X 0 t

1 +00 +oo [ — +00 1
f cosh (V) Indr f (sinhvInx) 2 dx *@)[ 71 g f & ztnf dr
0 1 1 2 0

Vi-sint (In p)inn D arccos(1— 1)

CCINP PSI 202363 (calcf]ggnrégmle) £ )2

Ex 2 On pose I = In(sint)dt et J = In(sin tcos t) dt.
0 0
1) Montrez que I converge.

2) Montrez J =21
%) Calculez I.

Centrale PC | CCP PSI 2017-2012 (calcul d’'intégrale avec partie entiére) #3
2

Ex 3 On admet Y /% # =%.
2x+1

1) Décomposez en éléments simples ————.
x(x+1)

1 1 I
2) ¥ Existence et calcul def xE(—) dx =f x {—J dx.
0 X 0 X

Mines-Telecom PSI 2022 (calcul intégrale) #5
Ex4

1 1
1) Donnez un équivalent de P arctan(;) au voisinage de +oo.

+00 1 1
2 ) Nature et calcul de f (; - arctan(;)) dt indication : utilisez un € > 0 et le faire tendre vers +oo ala fin.
1

Ex 7 #> Montrez ————— intégrable sur R. On cherchera a ramener aI'étude d’une série.
1+ x2|sin x|



Ex6 > On note L?(R) les fonctions de carré intégrable sur R. Soit f numérique de classe C? sur R telle que

f,f" € L>(R). Montrez f’ € L>(R) et o , oo oo
Lo =L UL )

Mines-Ponts PSI 2022-2021-2019-2018-2016 (calcul intégrale de Dirichlet) ¥ #3
Ex7

Soit f:x —»f —dt —sm(x)f
1) Montrez f;*° S"t” dt et f1+°° 5L dr convergent.
2 ) Montrez que f et g sont solutions de I'équation différentielle y” + y = sur 10, +00].

% ) En déduire que f = g puis la valeur de f;"™ S2L dr et [ %22’ de.

t00 cos ¢t

dr.

InTégrale généralisée de FoncTion ouelconoue

Ex8 Etudiezla nature de I'intégrale impropre :

+00 sint +00 5 +00 1
f Tdt Vs f e'*'" " cos(t)dt (z€C) f cos(e®)dx f sin(In x) dx
1 0 0 0

;sin(zx)
t

+00
Ex9 OnposeG(x) = f e dr.
0

+oo |
1) Prouvez I'existence et calculez f e dr  (xeR).

0
2) Prouvez 'existence et calculez G(x).

Ex 10 2, Intégrales de Frullani :
oo f(bx) - f(ax)

a
X . dc = fO)In

Soit f continue et intégrable sur R* et 0 < a < b. On veut montrer
1) En supposant fC!, montrez l'intégrale converge sur [0,1].
2) MontrerA—f(bX) fan) gy = fbAf(u u—ffj%du.

7 ) Montrez & intégrable sur [1,+oo[, puis lima—+c0 [
bs fw

u

bA f(u)d

4) % Montrez V71> 0 pour € assez petit, < 1. Conclure.

Mines-Telecom PSI 2022 | Mjnes- P.onts PC 2012 (convergence intégrale) X 25
Ex11 Nature de ——dx?

0 Vx-sinx

Suites-InTéGRrales

Théoréeme de convergence dominée de Lebesgue :
Soit (f,) nen une suite de fonctions continues par morceauxsur I f,: IcR— RouC.
e La suite (f) converge simplement sur I vers une fonction f continue par morceaux sur 1.
e Hypothese de domination : 1l existe ¢ intégrable sur I telle que :

Viel VneN fn(t)|S(p(t)

Alors les f;, et f sont intégrablessur I et lim f I = f lim f, = f f
I I

n—oo n—oo

+00 1
Ex12 ¥#y Onposel, = f P dz. Prouvez rapidement I'existence de I, et étudiez lim I,,.
0

Mines-Telecom PSI 2022 (limite suite- l%tggrale),i J»)

Ex13% Soit, pour neN, I, = —_
P n= 0 14 x*2

1) Montrez la convergence de I,.

2) Déterminez lim I,.

Ex14 Déterminez lim " dx.
n—+oo

ENSAM PSI 2013 (limite d'une suf'q-intégmle) Y 29
0

1
Ex1% &#y Soit f une fonction continue par morceaux sur [0, 1] et continue en 0. Etudiez nhIP f fhdte
—Fo0 Jo



/2
Ex16 29 Intégralesde Wallis' Onpose I, :f cos" tdt
0
1) Etablir I, = [7'*sin" tdt
2 ) Montrez (1) décroissante.

% ) Etablir (I,;) converge de 2 fagons.
7w (2n)!

22n+1 (n!)z
7 ) Etablir I,y ~ I, puis I, ~ {/ % (considérez la suite (n+1)I,1,41)

4) Etablir la récurrence nl, = (n—1)I,_,, pour n = 1, puis I, =

Mines-Ponts PSIZOZS“ (limite suite-intégrale a indéterminée) &1 ¥ 75
Ex17 Sment(p(—: €' ([0,1],[0,1]) et fe €°([0,1],R).On suppose que, pour tout x € [0,1],l¢'(x)| < 1.

Calculez lim f fle™(x)dx

CCP MPBQ 2023->2021 (limite suite-intégrale) #5

Ex18
1) Démontrez que pour tout entier n t — ————— est intégrable sur [0, +oo .
1+ 12+ t"e !
e dr Calculez 1
2) On pose u =f ——————. Calculez lim u,.
yonposeun= | et "

vn 2\"
Ex19 # Onpose]nzf 1—;) dr.

0
1) Donnezlim J, al’aide de I'exercice 2. On pourra faire un changement de variables.
+00

2) Calculezlim J, al’aide de la fonction caractéristique 1, v et Lebesgue. En déduire f e_t2 dt = /7.

-0
Centrale PSI  (suite-intégrale a indéterminée) #) 1
Ex 20 Soit f continue sur [0, 1] telle que f(1) # 0. Trouvez un équivalent en +oo de u;, = f t" f(r)dr
0

(limite suite-intégrale) # 1+1/n
Ex21 Soit f de R dans R continue. Etudiez nliI-P n [ fx™dx

CCP PSI (limites suites-intégrales)
1 +00

n(l+ 1)
n
est intégrable sur R™* puis étudiez lirP f fnet hm n fn
n— 0

Ex22 Montrez que fy(x) = m

+00 —tn 1 T00 o -y
Ex27% #3 Montrez!existence de I, = f e dt puis lim I, = 0. Etablir I;; ~; - f 7 dy
1 1

CCP PSI 2018-2015-2014-2013 (équivalent d'une suite-intégrale) #%
Ex 24

. . 3 *0 sin(t/n)
Soit, pour ne N*, I, =
0

i o dz. Justifiez 'existence de I;,. Déterminez lim I, puis un équivalent de I,.

Centrale PSI 2022 (suite-intégrale a indéterminées) ¥ ¥ #£3 1

Ex2% Soient u,ve €°([0,1] ,R**) et, pour neN, I, =f u®)*v(rde.
1) Montrez que, pour tout n € N, InJrl <I,I:>. ’
2) En déduire que la suite ( "“) converge et que sa limite ¢ vérifie 0 < ¢ < || U] oo -
%) Soit (x,,) une suite de limite y. Montrez + N xk — y. En déduire I}/ — ¢.

4) Minorez (I,) puis montrez I}/ — [ ]l oo .

Mines-Ponts PSI 2022 (Calcul de{ (2)) ¥ #3
Ex26  Soit f:[a,b] — Rdeclasse C'.

1) Montrez que /. f f(®)cos(nt)dt tend vers 0, quand 7 tend vers +oco.
On admet que le résultat est encore vrai si f est seulement continue par morceaux.
2
2) Calculez fi (- x+ =) cos(nx) dx

%) En déduire la somme de la série de terme général #



Mines-Ponts PSI 2022 (équivalen*ts suite-i f?grscﬁ(lei G‘léﬂx) 12 sin? (n7x)

Ex 27 Soient, pour n e N*, u, = _— n= —dx

0 tan(mx) 0 TX
+00
1) Montrez [ €2 du converge.
Inn
2)) Montrez v, ~ 5.
%) Soit f:x€]0,1/2[ — tan%nx) — L. Montrez f se prolonge par continuité.

4 ) Trouvez un équivalent de u;,.

INTEGRALES A PARAMETRE <« STRICTO-SENSU »

Théoréme de Continuité : On pose F(x) = f f(x, ) dt avec I, ] intervalles de R et f a valeurs dans R ou C.
I
e YxeJ t— f(x, 1) continue par morceaux sur I.
e Vtel x— f(x,t) continuesur J.
* Hypothese de domination sur tout segment [a,b| < ]
Pour tout[ a,b]| < J, 1l existe ¢ intégrablesur I telle que Vxe [a,b] cJ, Vtel, |f(x, t)| < (1)

Alors F est continue et définie sur J

Théoréeme de Dérivabilité : On pose F(x) = [ f(x,t)dr avec I, ] intervalles de R et f a valeurs dans R ou C.
I
e Vxe] t— f(x,t) intégrablesur I.
e Vxe] t— % (x, f) continue par morceaux sur /.
e Vtel x— f(x,0) est de classe C! sur J

* Hypothése de domination sur tout segment [a,b| < ]
0
Pour tout[ a,b| < J,1l existe ¢ intégrablesur I telle que Vxe€ [a,b] cJ, Vtel, ’a_f(x, t)' < (1)
x

0
Alors F est de classeC! surjetVxe], F'(x) :fa—f(x, 1 de
10X

Théoréeme de Limite (ou de convergence dominée a parameétre continu) :
On pose F(x) = f f(x, ) dt avec I, ] intervalles de R et f a valeurs dans R ou C et soit @ une bornede J.

e Vtel, fl(x, 5 admet une limite lorsque x — a, notée ¢(t).
e Vxe ], t— f(x,t)estcontinue par morceaux sur [

e Vxe ], t— {(t)estcontinue par morceaux sur /

* Hypothese de domination sur |

Il existe ¢ intégrablesur [ telleque Vxe ], Vtel, |f(x, t)| < (1)

Alors ¢ est intégrable sur I et )lclrrzll F(x) = f )lcur}l flx,ndt = f /(1) dt
- 1%~ I

o0
Ex28 Montrez que F(x) = f T dt est continue sur son domaine de définition.
0

IMT PSI 2017 (intégrale a paramétre) #3 .,
2
Ex29 On pose pour x réel F(x) = f e " cosh(xt)dr.
0
1) Montrez que F est de classe C!.
2 ) Donnez une équation différentielle vérifiée par F.

%) Calculez F. On donne ;™ e~ dr = ‘/75

+00
Ex30 & Soienta>1etf:x—>f1 uzf#)a

1) Déterminez le domaine de définition de f.
2) Montrez que f est de classe €' sur son domaine de définition.

% ) Etudiez I'intégrabilité de f sur son domaine de définition. (Ind. : chercher g tel que lim, o, X f(x) = 0)

. . o N too rf(ndt
Ex?1 #, Soit f:R— C continue et intégrable sur R. Etudiez lim -
-0 J_o t+i1x




CCP PSI 2008 (transformée de Fourier) oo
. 2
Ex?2  Montrez que la fonction F définie par F(x) = f e'™e " dt est de Classe C! sur R.
—00
Calculez F(x). On rappelle F(0) = [*® ™" = /7.

—00

CCP PSI (équivalents intégrale a parq&étfa)x £

Ex%7% Onsedonnef(x)z[ 1_Hdt.
1

1) Etudiez son domaine de définition

2) Ftudiez la continuité et la monotonie de f sur R**.

%) MontrezVxeR*™, f(x)+ f(1+x) = %

4) Donnez un équivalent de f(x) en 0, et en +co.
Mines-Ponts PSI 2022 (intégrgije a parameétre) x*
Ex 74 Soit f:x — In(1+ xsin#)dt.

0

1) Déterminez le domaine de définition de f.

2) Montrez que f est paire.

% ) Etudiez la dérivabilité de f

4) Calculez f al’aide d'un développement en série entiére.
CCP PSI 2022-2021-2019-2017-, %2{)615%01 4 (transformée de Laplace) &
Ex?%% On pose f(x) :/ —dr.

0 el -1

1) Donnez I'ensemble de définition de f.

2) Calculez limy_. ;o f(x).
%) Calculez f(x—1) — f(x) pour x >0 et en déduire une expression de f(x) sous la forme d’'une somme de série.

4) Proposer une autre méthode pour obtenir ce résultat.  [2015 : Question absente|

TPE PSI 2016 (intégrale a paramétre)
Ex36  Soient g€ ¢°([0,1],R) et G: x€ [0,1] — 1 [/ |x— rlg() dt.

1) Montrer que G est de classe €? et calculer G”.

2) En déduire 'existence d’'une fonction f telle que f”’ = g et f(0) = f(1) =0.Y a-t-il unicité de f?

1
Ex?%7 Onsedonne f:R— C de classe C™ et g définie par g(x) = ;(f(x) — f(0)) si x #0 etg(0) = f/(0).

1) Montrez que g est continue sur R.

1
2) FEtablir g(x) = f f'(tx)dt puis g de classe C® sur R.
0

TPE PSI 2017 (intégrale a parametye) #3
dr
Ex?8 Onpose f(X)=| ——.
0 vVil-8(x-1)

1) Donnezl'’ensemble de définition de F.

2) Montrez que f est de classe C? sur 1, +oo[. Exprimez f' et f” sous forme d’intégrales.

3 ) *¥Dressez le tableau de variations de f
CCINP PSI 2022 | Mines-Ponts Pl 201 94 ccp ]\flP 2017 | Ensea PSI 2014 | Mines-Ponts PC2013 (intégrale a parametre) @5

arctan(xt
Ex79 On pose F(x) = _
t(1+1?)

1) Donnez I'ensemble de définition de F et montrez F impaire.
2) Montrez F C!
%) Calculez F(x).

AUTRES

Théoreme fondamental de I’Analyse : Soit f: I — R ou C continue avec [ intervalleet a€ I,

X
alors F:xel — f f(£)dt est C! sur I, c’est la primitive qui s’annuleenaetV x € I, F'(x) = f(x).
a

+00 gin2 ¢ dr 1
2t 3xvVx

Ex40 *@p Etablir f
X



Ex41 &y
3% cost . e x
1) Montrez que F(x) = — dr est bien définie sur R™*.

X
2) Montrez F C! sur R™* et explicitez F’(x).

3% cost—1

% ) Etablir lim
x—0Jx

4) Calculez limy_. o F(x)

dt =0, puis cherchez lir% F(x).
X—

Ex42 2y
1) Montrez que la décomposition de X?" —1 en polyndmes irréductibles sur R est :
X" —1=(X-DX+1D) 'ﬁ(XZ—szos(k—:)ﬂ)
k=1
2) EndéduireVr #1, ﬁ (1 —2rcos(k_:) + rz) — %(an -1
k=1

%) Pour|r| <1, calculez I(r) = fnln(l —2rcost+ r2) dr en utilisant les sommes de Riemann.
4) Onva calculer I(r) par une a(zltre méthode. Montrez I(r) définie sur R et paire.

7 ) Montrez I(r?) = 2I(r) (utilisez cos(2t) = 2cos? t —1).

6) *Calculez I(r) en distinguantles3 cas|r|=1,<1,>1

1
Ex4% £, Soit f continuesur [0;1]tqV0<i<n f t'f(Hde =0.
0
1) On suppose que f est un polyndme de degré < n. Montrez P est le polynéme nul.
2) ¥ On revient au cas général. Montrez f admet n+1 racines dans 0; 1[
Indication : on pourra commencer par établir que Si f continue s’annule en exactement n valeurs comptées
distinctement, et notées ordonnées 1; < --- < A,, sur un intervalle I, alors il existe un sous-ensemble J,, < [[1, r]|
tel que f (1) H (A; — t) soit de signe constant sur cet intervalle I
€]y,
L re x ) . :
— f dx etdéterminez lim I(a)
aJo ‘/(aZ_XZ)(l_,_xZ) a—0,
1 2 ([~
Ex4% *zﬁn Soit f € Lp(R*) N C(R*). Etablir lim - ([ f(t)dt) =0 et lim — (f
X—+00 X 0 X—+00 X 0
f €L,(R") signifie que le carré de f, f?, est intégrable sur R* .

Ex44 #y Soit a > 0. Prouvez l'existence de I(a) =

X

2
f(t)dt) =0

Ex46 X¥Soit f continue sur R* et a valeurs positives strictes.

1) Ici f intégrable sur R*. On pose F(x) = |, ; * f(r)dr. Pour quels a réel la fonction % est intégrable sur R* ?

X
2) Ici f non intégrable sur R™. On pose G(x) = f f(t)dt. Pour quels a réel % est intégrable sur [1, +oo[ ?
0

Ex47 Intégration des relations de comparaison
Soient f a valeurs dans R ou C et g a valeurs dans R* continues par morceaux sur [a, b[ avec a < b < +oo

1) On suppose ici f et g intégrables sur [a, b|. Etablir

F=0p@ = [lr=05(['g) f=op@ = ['f=0s(f’8) f~rg=[lF~bll¢8
2) On suppose ici f et g non intégrables sur [a, b[. Etablir

f=0@=[af=0(J38) [f=ov@=[if=0u(fs8) [~rg=Jif~v[ig

% ) Donnez (ou vérifiez) un équivalent simple des intégrales suivantes

* arctan rdt too e “dt X
— ~o ¥ e df ~yoo — — ~4oo T
0 4 x 2x 2 Int Inx





