Queloues Corrections sur Les Séries NUMERIQUES

Ex 1

1
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11 suffit de remarquer que 201" vaut 2 ou 3 selon la parité. Par suite u,, > 0 et le critére de majoration-minoration d’une

série positive amene la divergence de la série par la minoration :

1 1 1
Up = 2 ~—
Vn+26D"n T /n+2n 2n

(chvinm) =

On remarque u,, > 0 (car coshz > 1) et on utilise I'équivalent usuel coshx ~ Le®. On rappelle que I'équivalent d'une
n q +o0 3 ppelle q q
puissance fixe est la puissance de I'équivalent (ou autrement dit, on peut « mettre » un équivalent a I'intérieur d'une puis-
sance fixe) :
-2
u, —(ch\/ ) (2exp(\/1 n)) =4 exp(—2VInn)=v,

On applique le critere « n®v,, » qui prouve la divergence (o <1 etlim = +00) :
nlv, =exp ( Inn — 2\/1nn)
w.
Par croissances comparées, w,, ~ Inn — +oc et composition de limites avec 'exponentielle limn'v,, = e*>° = +oo Le

critere d’équivalent s'applique par positivité, on en déduit la divergence de > u,,

Remarque : Attention! a ne pas mettre I'équivalent a l'intérieur de I'exponentielle. On n'a pas exp (Inn —2vInn) ~

exp (Inn) (qui est égal a n par ailleurs).

T\ @
Z (—) —arctan®n =u,,
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n>0

De I'inégalité arctanx < Z, il vient immédiatement v, > 0, puis :
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*(2) DldearctanenO car - L_0

*(3) Dlde (1+u)® en0a3termescaru:f% Lio(5)—0

Dul’équivalence du terme > 0 de cette série au terme général de la série harmonique divergente > % ilvient " u,, diverge.

arctann . arctann
U, = arcCos4/ ———— —arcsiny/ ————

On utilise la formule arctann + arctan % = 7, valable pour n > 0 et qui permet % — 0.1l vient:

arctann arctan 1 1 11 1 1 21 21 1
V \/ = 5‘; “5%*"(@)): 2$1‘ﬁn+3ms+0(n4)
—0
= 1<1+1(fgl 7i> (f,erz 1) +0<i))
2 2 T™n 3 3m n3 n2
1

_ l(l_ll_L1+ (7)> N 0(i)
V2 mn 272 n? n? V2 V2rn 24272 n? n?

Ensuite il faut « composer » avec les dls de arccos et arcsin, mais on n'est pas « en» 0, mais « en » f Ici, mettre en facteur
« le plus fort » sert a rien. Le plus simple est sans doute de chercher les dls en f Comme on n'est pas en 0, la méthode

usuelle est d’effectuer le changement de variable v = x — ﬁ — 0 et on procéde par dérivation, pour r — ﬁ :

(arcsin(:c))f -1 L = ! L (1 —2\/§u—2u2)

V1—a? \/1—(u+i)2 1 —V2u—u? \/g =0
=2 (1—7< 2/ 2u— 2u) (—2\@U—2U2>2+0(u2)):\[2+2u+4\/§u2+0(u2)

~1/2

On applique le théoreme de primitivation du dl sans oublier le « terme constant » qui est ici arcsin(%) =7

™ 42 m 1 1\2 4V2 13 13
arcsinx:f+\f2u+u2+—u3+0 u? :f—i-\/i(x——)—i—(x——) —l——(m——) —&—0((33——) )
1 3Ty V2 NI RN 7
J’en profite pour rappeler qu'un dl en = = a s'exprime en fonction des (z — a)*. Pour arccos, on trouve :

. ™ 2 42 3 3
SICBH% arccosx:Z—\/ﬁ(az—%>—<x—%) —%(u’c—%) —|—0<( —%))

En fait, il n’y a pas besoin de calculer si on se rappelle que arccos’ = —arcsin’ et par suite arccos”) = —arcsin'” et le

théoréme de Taylor '-Young? : Si une fonction est n fois dérivable en a, alors le dl d’'ordre n en a est :

f('”( )

f(x)=fla)+ f'(x)(z—a)+ (x—a)*+-+ (z—a)" +o(x—a)"

Dong, si vous avez bien suivi, on change juste les signes, constante exclus. Terminons le dl a 'ordre 2 :
arccos( L L L +o0 (1)> arcsm( L 1 ! +o (1)>

Uu = —_— —_—

" V2 V2r o 2272 n? n? V2 V2r 2272 n? n?
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1. Brook Taylor : mathématicien anglais (1685-1731).Son nom est resté attaché au développement en série entiére.
2. William Henry Young : mathématicien anglais (1863-1942). Contribgtions en analyse.
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On conclut par u,, ~ % % Ceci prouve que la série est a termes posotofs, tout au moins a partir d'un certain rang, le critere

d’équivalent s'applique donc :le terme général de la série u,, étant équivalent auterme général de la série harmonique

divergente, la série > u,, diverge.

1
T

k=2

)
On utilise la comparaison série-intégrale pour déterminer un équivalent de a,,.
On pose f(z) = In?(x) qui est croissante sur chacun des 2 intervalles [k — 1, k] et
[k,k + 1], pour k > 2. Par suite :
f(k) 4=--- f(z)

k k k+1 k+1
/ In’zde g/ In? kde :lnzk:/ In? kde g/ In’zde
k k k k

—1 —1

n n k n n k+1 n+1
/ In’zdr = / ln2xdr§21n2k§2/ ln2xd7c:/ In’zde
1 k=2 k=2 k=2 Yk 2

k-1

/

k-1 k K+l x
Reste a calculer une primitive de In? z. On suppose connu que zInz — x est une primitive de Inz (par une ipp). On pose

u/zlv:lnzxu:xv’:ﬂ% puis
In:
/ln2:17d17 :zanm—/oﬂgdx =zln’z—2(zlnz —x)
x

Si on revient a notre encadrement, on arrive a :

n 1 n+1
nln®n—2nlnn+2n—2 :/ Inzdr < — g/ In® zdr = (n+1)In®(n+1)—2(n+1)In(n+1)+2(n+1)—2In*2+4In2—4
1 Un Jo
On a immédiatement, a gauche, nln’* n —2nInn+2n—2 ~ nln?n.

Cherchons un équivalent de, a droite, w,, = (n+1)In*(n+1)—2(n+1)In(n+1) +2(n+1) —2In*2+4In2—4 ~ nln*n.
On peut tout de suite écrire w,, ~ (n4 1)In*(n -+ 1) car les autres quantités sont négligeables en +oco (par le rapport tend

vers0, croissances comparées). Ensuite
2 (1)

(n+1)In*(n+1)=(n+1) (ln(n(l—i—ﬁ)))z:(n—kl) <lnn+ln(1+%)> =(n+1) (lnn+0(lnn))2~n In’n

—_

(1) m(1+i)~Ltcarl—0etl=o(nn)

. On reconnait une série

Le théoreme d’encadrement des équivalents nous améne alors - ~ nln®n. Il suit u, ~
u n l 2
n nln“n

de Bertrand, mais ce n'est pas au programme. On peut néanmoins savoir qu'elle converge. Malheureusement, le critére
a es util f i le (il ne fi i i de n égal d al). 1l
n®u,,, trés utile, ne fonctionne pas sur cet exemple (il ne fonctionne pas pour une puissance de n égale en dessous a 1).

faudrait refaire une comparaison série-intégrale, mais cette fois-ci on peut épargner les détails. Si on a bien compris son

mécanisme (qui est le méme car la fonction est monotone), on calcule la primitive de ﬁ qui est ﬁ (je vous laisse y

réfléchir). On arrive ensuite 2 un encadrement, mais on ne prend que la majoration :
1 e 1 1 1
> < s In2 inn S in2
= kIn“k zln“z In2 Inn ™ In2
On a prouvé que les sommes partielles de la série étaient majorées. Comme la série est positive, ceci prouve sa conver-

gence.

Ex 2 Soient > u,, et > v,, deux séries réelles positives convergentes. Montrez Y . /u,,v,, converge.

Q




1
On rappelle I'inégalité a retenir ab < i(a +b?) : elle provient du développement de (a — b)? > 0. On I'applique ici a
a=./u, etb=/v,.Ilvientalors:

1 1
0T < 5 (VIR + V) < gt g
Du critere de majoration des séries > 0, comme les séries >  u,, ety v, convergent, il suit que la série  _ | /u,,v,, converge
IMT PSI 2023-2022 (équivalent somme) @3,
Ex 7 Trouvez un équivalent de Z —— en utilisant (i) une comparaison série-intégrale  (ii) les sommes de Rie-
k:n+1\/7
mann
k+1 k
dx 1 dx .
La fonction z — f est décroissante d’ou1 'encadrement : — < —= < ——, la 2° seulement pour k£ > 2. Puis,
k z = Vk 1 VT
on somme ces inégalitésden+1a2n:
2n+1 dm 2n dr 2n k " dr
T IR B T Ol B SR Sl 2(VEn Vi)
n+1 k=n+1"k \/'E k-:n+1 k=n+1"k— n \F

Ona2(v/2n—/n) =2(v/2—1)y/n et on effectue un petit dl pour obtenir un équivalent de la quantité de gauche

AT 21 1) (1)) (VB k)1 o))
2((VE- 1)V +0(—)) ~2(VE- 1)y

f
2n 1
Par le théoreme encadrement des équivalents, on conclut —= 2(\/5 —1)v/n
k=n+1 k
] 1 & W13 a 1< 1 1 f1" 1 1
—_— = — —_— = — = — _—— = n — _——
Ve VLV niDi Vktn "B VEn i B V2R
(2) 1 (3) U de 1
“\/HS,L——%\/ﬁ/ Hz\/ﬁ[Q x+1] =(2vV2-2)vn
0 X

¢ (1) Changementd’indices k — k+n

N . sy 2 1 n k n—1 .
*(2) On reconnait une somme de Riemann dans la quantité du type S,, = ;. >° | f(;7) (ou >, ). Attention!
ZZ:O n'est pas correct car un des « rectangles dapproche déborde » de I'aire concernée, ou de l'intervalle [0,1]
vous préférez (faites un dessin). Ici f(x) =

S—>f ——I

NS fonction qui est bien continue sur [0,1] . Le théoréme s'applique

*(3) CommelI+#0, S, — [amene S,, ~ I. D’autre part

A== o)

1
Ex4 Etablir la convergence et calculez la somme de E _
n2+3n+2
. 1 1
On aimmédiatement que u,, =

— 5 ~ —5- Ducritére d’équivalence d'une série positive a une série de Riemann
n“+3n+2 n
4



convergente, Y - avec a = 2 > 1, il vient que la série }_u,, est convergente. Ensuite, on fait une décomposition en €lé-
1 a b -1 1
5 = —+ = +
n“+3n+2 n+2 n+l n+2 n+l
On calcule ensuite la somme par téléscopage :

ments simples (je ne mets pas les détails) :

+o00 1 N 1 N+1 1 N

— 1
= - lim I = lim —_ — = lim ———+-=1
T;)nQ—I—Sn—i—Z Nﬂ+oon:0n+2+n—‘rl Nﬁ+oon:1n—|—1+n:0n+1 NH+OON+2+1

Mines-Ponts PSI 2021 (somme et convergence d’une série) $5
Ex 6 Soit, pour n € N, u,, = \/n+ av/n+ 1+ by/n+ 2. Déterminez les couples (a,b) pour lesquels la série de terme

général u,, converge. Déterminez alors sa somme.

On effectue un développement du terme général u,, de la série,, en utilisant le dl de /1 4z lorsque x — 0 :

1 2
un:\/ﬁ+a\/n+1+b\/n+2:\/ﬁ+a\/n 1+— +b,/n 1+—
n n

e e o4 i l)

2n_ 8n?2 2n_8n? n?
O(1/n?) O(1/n?)
= (1+a+b) f+( a+b) ﬁ+(_é“_%b)#+o<#>
O(1/n??)

* Sil+a+b#0, u,~(1+a+b)y/n-A0. Lasérie u, diverge grossierement.

1 1
e Sil+a+b=0et %a +b+#0, u, ~ (fa + b) T Du critere d’équivalent d'une série de signe constant (signe de
n

2
$a+b), a une série de Riemann® divergente, il vient que la série Y u,, est divergente.
1 1 1 1
* Sil+a+b=0et %(H—b =0(quiserésoudena =—2,b=1), llvientu,, ~ (—ga—ib) 373 ouméme u,, = O (W) .

Des criteres usuels sur les séries positives, on en tire que > _ u,, converge.

+00 +00 (1) N N N N
du, = Vn+vn+tl-2v/n+2 = Jim Z\/H—Q\/n+1+\/n+ = lim Z\/ﬁ—2zx/n—|—1+2\/n+2
=0 0 +oo N~>+oo o

2 N+1 N+2

~ lim Z\F 2Z\F+Z\f— lim _ VO+vV1—2vV2+—2VN+14+VN+1+VN+2

N—+o00 o

—
N
3
Il

1 2 12 1 3
— lim 122 VN[ 1t e 1) 2 tim o 1oovae VN (1ot l2 AN 22 o
Jim 1-2v2+ \/ +N+\/ +N> Jim 1-2v2+ ( sn T ttoNTe (N)> 5—2v2

1

~ =

No+oo 2
* (1) Attention! a ne pas couper la somme infinie en 3 car les 3 sommes divergent, il faut d’abord passer par la

limite pour avoir des sommes finies

*(2) Onré-indice pour télescoper les 3 sommes.

CCP PC 2005
Ex 7 Soit > a0 Un UNE série convergente a termes strictement positifs.
Etablir que les séries Z I ~1/us convergent.

n

n>1

On utilise I'inégalité usuelle ab < 14 + 1b% qui provient du développement de (a—b)? > 0.1ci, a = \/u,, etb = 1 :

W, 1 11
w4
n — 2" 2n2

0<

La série Y u,, converge par hypothese et la série # aussi , par critere de Riemann. Par sommation et le critére de

majoration d’'une série positive, 1a série demandée converge.



C’est un peu plus compliqué de trouver un majorant de la deuxieme expression. En fait si on fait un dessin, on s’apercoit

que e 1/* < . Tl reste a le démontrer. Comme x > 0, cette inégalité équivaut a %6*1/ * < 1. On conclut : par croissance

comparée lim, %eil/ * = 0 et donc, par propriété de limite, cette quantité est inférieure a 1, pour = assez proche de 0.
Comme ) u,, converge, on en déduit u,, — 0 puis, donc, a partir d’'un certain rang 0 < e /un < Uy -

Le critére de majoration d’une série positive nous améne la convergence de 3" e /4»

Mines-Ponts PC 2015 | Centrale PC 2008 (série de terme sous forme de sgmme) *F)

Ex 9 Soit o > 0. Nature de la série de terme général u,, —_—?
— k*+(n—k)*

»E
—
n
-
L)

B n 1 _i Zn: 1 2 1 /1
tn = k*+(n—k)*  no ()" +(1-£)*  pet ne=t Jooao+(1—x)«

*(1) Lafonction f:z — = est continue sur [0,1], le dénominateur ne s’y annulant pas. Par suite la

4+ (1—=z
somme de Riemann S, = 1 Ly el ( ) converge vers l'intégrale f flz

*(2) il faut vérifier que cette intégrale (qui sera alors I'équivalent en vertu de lim S,, = ¢ # 0 < S,, ~ {) n'est pas

nulle. Cela provient du fait que la fonction est continue et > 0 sur l'intervalle, donc son intégrale aussi.

On en déduit alors que la série > u,, converge ssi o > 2.

IMT PSI 2021 | Centrale PSI 2015 (nature d’'une série) X #5
Ex10 Nature de la série de terme général sin (7T(1 s \@)") ?

Ind. pas dans Oral originel : on pourra d’abord étudier la série ) _ sin (w(\@ —-1™)

1) On constate que 0 < v/2—1 < 1, par conséquent (v/2 —1)" — 0 puis u,, = sin (7(v/2—1)") ~ 7(v/2—1)™. Du critere
d’équivalent d’une série positive 2 une série géométrique convergente (car sa raison vérifie |v/2 — 1| < 1), il résulte que la

série > u,, converge.

2) Premiere remarque : ici les termes ne sont pas nécessairement positifs et la série n'est pas alternée donc il n'y a pas
beaucoup de critéres du cours qui « marchent »... On peut avoir alors I'idée usuelle de regarder la suite des sommes par-
tielles S,, = Z::o sin(7(1 4 +/2)*) mais on sera vite bloqué. En fait, toute 'idée est dans le 7... et dans I'utilisation de la
question précédente et de la formule du binéme de Newton*

m(V2— 1)+7r(\f+1"—772(> DE1n—ky/2" 4 Z<>1nk\[_ﬂz<> /3

A B k pair

n n

N

k
k étant pair, /2 est entier et par suite N est entier, soit A, + B, = 27 N. Il suit donc que sin B,, = —sin 4,,. Comme la

série > A_ converge d’apres la question précédente, il suit que la série > ' B, converge aussi.
n n

Ex11 ‘* Nature de Z

(a € R), p,, étant le nombre de chiffres de I'écriture décimale de n.

4. Isaac Newton : anglais (1643-1727). Partage avec Leibniz la découverte du calcul infinitésimal. Connu pour la formule du bindme et la méthode

éponyme d’approximation des zéros d'une fonction.



On commence par constater que pour 1 <n <9, le nombre de chiffres dans I'écriture décimale est p,, =1, pour 10 <n <
99, c'est p,, = 2, pour 100 < n <999, c’est p,, = 3. Plus généralement pour 10% <n <108+ — 1, p,, = k+ 1. En passant au
In  donc conserve 'inégalité :

Inn Inn

Inn
<Ilnn< 1)< — —1<k< —— ~—
kIn10 <Inn <In(10 1)<(k+1)In10 = 10 1<k< mio — 10

~

1
Je vous passe les détails pour la preuve de 1'équivalent (1 = o(Inn)). On en déduitp,, = k+1 ~ h?TT(L) puis u,, = -
pnn

In10 . . - . .
] —. Onreconnait une série de Bertrand® (Je ne refais pasla démoici) : on a donc que la série > u,, converge ssia > 1.
nnmn
Ex12
—1)"
o,
nlnn

¢ C’est bien une série alternée car nlnn >0

1 . P
nl = — — 0 immédiatement.

L[] |u
* Onsaitquen A~ etlnn . Par multiplication de termes positifs, nlnn * aussi, puis |u,,| \

La série )  u,, vérifiant le CSSA, elle converge.

U,

1
Vo=

Cette série n'est pas alternée, malgré le (—1)", elle est positive, on se contente donc d’appliquer le critére d’équivalent :

u,, ~ 1. La série diverge donc.
n

sin(mvn? +a?) =u, ]

Il n'est pas évident que cette série soit alternée, ni d’ailleurs que |u,,| “\,. On effectue donc un petit développement :

0 pERC) > 21
U, :sm<7m 1+—2) :sm<7m<1+fﬁ+o(ﬁ))>*Sln(wn+§z+o(ﬁ))
® . (ma’ 1 5 7 a? 1 T a? 1
= (1ysin (G o) ) =0 (57 Felan) ) = (1n g ol

* (1) Onmetle « plus fort » en facteur pour ramener a un dl usuel en 0.
*(2) Commeu= Z—z — 0, on utilise le dl en 0 de v/1+ u = (14 u)'/2. Je rappelle que pour une série on développe
jusqu’a un petit-o absolument convergent, mais ceci doit étre & la fin. Donc en cours, on développe un peu plus ou

un peu moins ... Ici a cause du n initial, on développe jusqu’a un o( %)

5. Joseph Bertrand : mathématicien francais (1822-1900).



*(3) Onasin(u+7)=—sinuetsin(u+nr)=(—1)"sinu. Idem pour cosu
*(4) ATintérieur du sin, la quantité — 0, on effectue un petit dl en 0 jusqu’a un o(#), dong, ici, un seul terme.
* Lasérie ) v, converge, par application immédiate du CSSA.

 Lasérie Y w, converge par le critere petit-0 d’'une série positive convergente : série de Riemann aveca =2 > 1.

Par somme de 2 séries convergentes, la série  _ u,, converge.

="
Innt(—1)n _ n

On peut « comprendre / supposer » que il est peu probable que |un| N\, cad Inn+ (—1)™  par conséquent on ne pourra

sans doute pas utiliser le CSSA. On effectue un donc développement de u,, :

¢!

S GV VANS - JC R e L E S

—~

U,

Inn(1+ <—1L") " Inn Inn

Inn

G S S o ( 1 )

" Inn In’n  In®n In®n

¢ (1) Onmetle « plus fort » en facteur, cad ici Inn, pour avoir du 1+ — 0.
*(2) Commeu= ﬁ — 0, onutiliseledlen0de (1+u)~! = IJ%U .Jerappelle que pour les séries, on sait a quel ordre

effectuer le dl : jusque & un petit-o d’une série absolument convergente (ou positive convergente), si c’est possible

Maintenant, il faut comprendre que 'on y arrivera jamais par cette méthode. En effet, on aura toujours des o( ﬁ) etlasé-
rie > ﬁ est toujours divergente... On vaici utiliser la méthode des équivalents successifs. Suivez bien le raisonnement :

on se sert du développement asymptotique précédent (ce n’est pas un dl), ce n’est donc pas du temps perdu.

(="

Inn

*Onau, ~ = v, (par le da). La série > _v,, estimmédiatement convergente par le CSSA. mais attention on ne

peut pas en déduire que la série ) u,, converge! Le critere d’équivalent ne s'applique pas ici.

. 1 . . .
* En reprenant le da, on a I'équivalent u,, —v,, ~ BT w,,. Or la série Y w,, diverge (on peut reconnaitre une série
n“n
de Bertrand mais ce n'est pas au programme). Pour le prouver, le plus simple est le critere n%u,,. On prend a = 1, puis
5 1 . n
limn w,, =lim e

= 4-o00. On termine en remarquant que ici le critere d’équivalent s’applique, puisque w,, est positive.

La série Y u,, —v,, =t,, diverge donc et comme u,, = t,, + v,, (diverge + converge), la série > u,, diverge.

Navale PSI 2021 (convergence série alternée) 8z

—1)"
Ex17% Nature de la série de terme général In (1 + ¥> 2
n(n+1)

On effectue un dl de u,,. Je rappelle qu'il est en général préférable de développer de l'intérieur vers l'extérieur, cad on ne

commence pas par développer le In, et que l'objectif est que le dl final comporte un o( %) avec a > 1 (c’est souvent a = 2,

a=3silyades/n,...):

n(n+1) 1+1) n n 2n
—n(1+ <_1»1L)n - i:b;l) +0(%)>
(3) _1\n _1n _1\n _1n 2 _1\n _1n 2
= (SF - ret) (S35 et o SE -5 o)
I VN VR
T n 2n2 +0(ﬁ)



* (1) Onmet en facteur le « plus fort » dans la racine, soit n?, pour avoir du 1+ — 0

*(2) Comme u = % — 0, on faitun dlen 0 de (1 + u)*l/ 2. Comme on a remarqué le % en facteur, on 'effectue
< L e . 1 , N P 1 . ’ N . .

seulement a la précision -, car on I'aura a la précision — (regardez la ligne d’apres si vous ne comprenez pas bien)

*(3) Commeu= % —EL0 4 6(L4) — 0, on utilise le dl en 0 a T'ordre 2 de In(1 + )

2n2 n2

n

n _1n 2 . .
*(4) Le o(& R 4o N o(n%)) estunb petit-o du « plus fort », soit 2
* Lasérie ) v, converge par le CSSA (immédiat).
» Lasérie Y  w, converge absolument, donc converge, car |wn| = #, série de Riemann convergente.
 Lasérie ) t, converge par le critére petit-o car ) # est une série convergente positive.

Par sommation de 3 séries convergentes, la série Y _ u,, converge.

Mines-Ponts PSI 2023 | Petites Mines PSI 2013 (autour de séries alternées) ¥ &5
Ex14  PourneN*, onnote S,=>" (-1 VketT,=5,+5,.1.

(_1)n+1 k=1
—— V.

2) Montrez que 7,, admet une limite finie et que celle-ci est positive.

1) [2013:Naturede > (7., —T,,).]

n

1) Montrez S,, ~

2) [2013: En déduire que (7),) converge vers une limite ¢ < 0 puis que S,, ~ (—1)"*! ‘/TE ]
%) [2013 : Nature de la série Y- o ?|

1) Oncalculet, ., —t, =8,,0—5,=(—1)""2V/n+2+(-1)""V/n+1=(—1)"(vVn+2—vn+1).
Comme v/n+2—+/n+1 >0, cest donc une série alternée. Pour prouver la convergence le premier réflexe est d’essayer

le CSSA et, notamment, de regarder si elle (sa valeur absolue) décroit. On choisit la méthode de la dérivation :

1 1 —
i(\/n—l-?—\/n—kl): - _Yntl-vnt2_,
dn 2vVn+2 2vn-+1 2vV/n+2v/n+1

Reste a prouver — 0. Un petit dl suffira:

a2yt = (0 (va(i 2) o va(ie 1)) = corva( (14 22 woh)) - (1452 1ol b)) ) ~

n 2n 2n n

2) On aura remarqué le télescopage des termes: S,, = ZZ: L (tps1 —tp) =t,.1 —t;. Comme QI a établi la convergence
de la série ) (¢, ., —t,), cela entraine (équivaut) la convergence de la suites des somme partielles .S,,. On en déduit que

+oo

la suite (t,,) converge et vers £ = Z (tper —ty) +t1.0nat; = —2+v2<0.
k=1

Quant a la somme infinie de la série alternée ) _¢, ., —t,, comme elle vérifie le CSSA, le cours nous apprend qu’elle est
du signe du premier terme, soit t, —t; = —v/3+ /2 < 0. Je vous rappelle qu'on a méme un encadrement plus précis, si

besoin est, par les sommes partielles (d’indice) paires et impaires.

Onadoncdémontrét, =s, ., +s, — {soitencore, comme s, = s, +(—1)""\/n+1,que 2s, +(—1)""V/n+1—¢
ce qui s’écrit encore 2s,, + (—1)"*1y/n+1=£+o0(1) puis 2s,, = (—1)"v/n+ 1 +o(y/n). Finalement 2s,, ~ (—1)"v/n+1 ~

(—1)™4/n. On a bien le résultat de I'énoncé.
Remarques

* Je rappelle le résultat général, utilisé plus haut, que je ne redémontre pas ici, la série > u, —u,,_, converge ssi la
suite (u,,) converge. Il sert surtout dans le sens droite-gauche, pour prouver qu’une suite converge, car il n'y a pas
beaucoup de critéres de convergence pour le suites (a votre programme, il n'y a guére que « croissant majoré » ou

« décroissant minoré »).




» Comme cela sert a la question d’apres, je reprends 2s,, + (—1)""1y/n+1= £+ o0(1) en le développant :
1 1
28, +(=1)"" Vi 1=2s,+(=1)""/n(14 = )1/2—23 +(=) (L4 oo =) = 28, (1) to(1)
n n

Il suit le développement de s,, a deux termes 2s,, = (—1)"/n+ £+ 0(1)

C . - P 2(—=1)" s
%) Ilyaun petit piége ici, des questions précédentes on déduit — ~ =D = w,, et cette derniére série converge

S, vn

immédiatement par le CSSA mais on ne peut pas en déduire la convergence de la série > % car le critere d’équivalent ne
s‘applique pas ici : les termes ne sont pas positifs. On va chercher I'équivalent de Si —w,, en se servant de la remarque
plus haut :

1 \/7772(71)713” 7 (71)n+1 ((71)n+1\/ﬁ+25 )N ﬂ Y —2¢

= ~ —

S, Yn S, VN s, /N S, /1 n

La série harmonique ) _T% diverge mais ici le critere d’équivalent s’applique par la positivité. On en déduit que la série

de terme général z,, = - —w,, diverge. Comme -~ = z,, +w,,, somme d’une série convergente et d’une série divergente,

la série > 1 diverge.
“n

TPE PSI 2016 (série alternée) $#5

—1H" 2 1
Ex1% Que dire de la nature d’une série de terme général v,, = (nl /l I poTE +o( RCTE )?
1)
(-1 2 1
Un= st s T olgs)
u w t

n n n

* Lasérie > u,, converge par le CSSA (immédiat).

* La série de Riemann " w,, diverge car 2 < 1

* On ne peut rien dire sur la série Y ¢, car c’est le petit-o d'une série divergente.

11 faut procéder autrement par une autre méthode, on utilise les « équivalents successifs » :

* Onauw,, ~ u,, mais on ne peut pas conclure a la convergence de > v,, car les termes ne sont pas positifes : le critere
d’équivalent ne s’applique pas.

e Onavw, —u,, ~ w,. Ici, par contre, le critere d’équivalent s’applique car le terme est positif. On en déduit que la série
> v, —u,, diverge.Viay,, = v, —u,, puis v, = u,, +1v,,, la série > v,, diverge par sommation de la série convergente

> u,, et de la série divergente > y,,.

Mines-Ponts PSI 2021 (série fraction rationnelle complexe) X @5

P
Ex16 Soient P, € C[X] tels que @ ne s'annule pas sur N. Etudiez la convergence de la série Z(— nPln

(n)

~

O

On pose P(X) = 37} akX avec a, # 0, soit degP = pet Q(X) = >, b, X* avec a, # 0, soit deg@Q = ¢. On peut

commencer par remarquer :

* Sig>p+2,alors ‘(—1)"%

* Si g < p, le terme général ne tend pas vers 0, la série diverge donc. IL est plus correct de le démontrer proprement

car les coefficients sont complexes. On a u,, — 0ssi |u,,| — 0 et |u,, | ~ B ‘l nP~9. On est ici dans R, plus de souci,

(Z 2.
~ “b ‘ nq 5 = O( > ). La série converge absolument, donc converge.

la limite est immédiate et vaut ou +oc (Attention! pas de limite co dans C) ou ‘b—’”‘l (sip=q).
q

Reste a étudier ¢ = p + 1. On effectue un petit développement :

~1
a,n? +0(nP~) a,+O0(%) 1 ( 1N\t a, (-1 1
uy = (1) Sy 2O L o) (1r0d) T = ro
( by, nPH +O(nP) b, 1n+0(1) (=1) byi1n ( ) <n) bpy1 1 <n2)
La série Z converge immeédiatement par le CSSA et donc la série az aussi, pour o € C. De méme, critere

10



grand-0, la série converge, méme dans C, (C'est la convergence absolue car u,, = O(-5) ssi |u,,| < M- dans un voisinage

de l'infini). Par sommation, la série u,, converge.

Mines-Ponts PSI 2021 & -2019 (nature série numeérique) g
1 sinh(1/n)
Ex17  Soitu, = (cosh(—)—l)
n
1) Déterminez, si elle existe, la limite de u,, lorsque n — +o00, notée /.
2) Déterminez la nature de la série > (u,, —¥).

% ) Etudiez la convergence de la série > (—1)™(u,, —£).  [Question absente en 2019]

1)
un:exp( sinh(%) ln(cosh(%)—l) )

v,,—0 w,,—In(0)=—oc0

Forme indéterminée : on cherhche un équivalent simple de « chacun » :
. Uy, ~
» Méthode 1 (standard) : on fait un petit dl :
1 1 1 1
w, =1In (@ +o(?)) ~In (ﬁ(l +o(1))) =In(5—)+In(1+0(1) = —2lnn—In2+o(1) ~ —2Inn

Méthode 2 (efficace) :

S|

1 1 1
cosh - 1~ o O, on compose avec In (limite programme) : w,, ~ In <ﬁ) ~—2Ilnn

) —2Inn .. .,
Finalement v,,w,, ~ — 0 et par composition de limites avec exp, u,, — e" =1

Remarque : Attention! a ne pas mettre 'équivalent dans exp! (on ne peut composer les équivalents)
2)

o= sy (o)1) ) o (o) (o)

(o) (L o)
1
cen{ (L) (o 3k o))

Attention! a bien écrire dans l'ordre de négligeabilité. Attention! au petit-o

—2lnn  —In2 Inn
:exp( - + - —&-0(?))

Inn 1
Attention! on ne peut pas développer plus que —- donc éviter de mettre du—;
n n

—2Ilnn  —In2 1/—2lnn —In2\2 Inn
=1+( + =)+ 5( + =) +o(—)
n n 2 n
—21 —In2 _In® 1 1
=1+ on, —me L 1 n+2ln2ﬂ+o(ﬂ)
n n n? n? n?
—2Inn . Inn . . e . . ..
Onawu, —1~ . La série Z —— diverge (par comparaison série-intégrale je ne le retraite pas ici car déja dans
n n

d’autres endroits dans le cours)) et par critére d’équivalent, comme u,, — 1 de signe constant, la série > (u,, — 1) diverge.

Ex19

11



1/n
Z/ .
0 V1+1'2

Lavantage des séries-intégrales positives est, assez souvent, le critere de majoration-minoration d'une série positive per-

met de conclure. Inutile de chercher a calculer I'intégrale, en général elle ne se calcule pas. On cherche plus précisément
a majorer (ou minorer) par une intégrale qui se calcule (cad la fonction-intégrande se primitive). Le probléme est de « de-
viner » sila série converge ou diverge pour majorer ou minorer, sinon il faudra essayer les deux. On a clairement u,, > 0 et

on conclut ala convergence de > u,, par:

Un Jx Un Jz pad2qm 201 3
0<u, = ——< -— = [—} =— — série de Riemann convergente — > 1
n /0 3/71 +x2 l \9/1 3/2 0 3 n3/2 ( g 2 )

(n+1)m
/ e Visintdt = Uy,

nm

IIn'est pas immédiatement visible que cette série est alternée mais en considérant le signe de sinus qui est, je vous rappelle
du signe de (—1)" sur I'intervalle [nm, (n+1)7], onle comprend. On va montrer que cette série vérifie le CSSA :

e Lasérie est bien alternée : on effectue la changement de variables u =t —nm du = dt :

u, = / e Vet Tsin(u+nm)du = (—1)"/ e VUt Tsin(u) du
A 0

et la positivité de la fonction-intégrande amene la positivité de I'intégrale.

* La suiteu, — 0 (je le rappelle équivalent a |u,,| —s 0). On utilise /7 > \/az sur l'intervalle [0, a] qui est un résultat

de convexité : x — /x est concave et y = \/a x est la corde de [0, a] (faites un dessin) :

|un| S/ e—Vutnm g, S/ e*\/(n+1)7rudu:|: —1 e (n+1)7ru:|ﬂ—: 1 (1_6—\/(n+1)777r) ~ 1 -0
0 0 (n+1)m 0 (n+l)my — 5/ vnw

Lutilisation de la convexité permet d’intégrer / primitiver (simplement par une fonction usuelle) la fonction expo-
nentielle, ce qui est impossible avec la racine dans I’exponentielle.

* La suite |un| décroit. Par croissance de l'intégrale, il suffit de démontrer la décroissance (par rapport an) de la
fonction-intégrande sur [0,7] :Vu+nr < u+(n+1)r = u+nrsinu < /u+ (n+1)msinu

parce que le sinus est positif sur [0, ]

Remarque: On peut démontrer plus facilement «,, — 0, sans la minoration de convexité, par le théoreme de convergence

dominée de Lebesgue qui est trés utile et tres important mais, aujourd’hui, on ne I'a pas encore vu en cours. Bient6t...

CCP PC (série de terme intégral) g% 1
Ex 20 Pour tout n € N, on pose a,, :/ t"V1—t2dt.
0

1) Montrer (a,,) décroissante. Calculez a, en utilisant le changement de variables ¢ = sinu. On donne a; = %

2 ) Montrer que Vn €N, a,, , = a,,. En déduire que a,, ~ a,, ;.

n+4
%) Montrer que la suite de terme général (n+ 1)(n +2)(n+ 3)a,a,_ ., est constante. En déduire un équivalent de a,,.

Quelle est la nature de la série de terme général a,, ?

1) Comme 0 <t < 1, on aimmédiatement 0 < t" < t"*! puis, par positivité, 0 < ¢"v/1 —¢2 < t"*1y/1 2 et finalement,

12



. el
par croissance de l'intégration, 0 <a, <a,,.

1 /2 /2 /21 in(2 /2
aoz/ vl—t2dt:/ vl—sinQucosudu:/ cosgudu:/ 5(003(2u)+1)du: {smi u)+%} :Z
0 0 0 0

0
1
2) Oneffectue uneipp avecv=1""1 v =tvV1—t2v' = (n+1)t"u= —5(1 —12)3/2, w et v sont bien C* sur [0,1] :

1 1
1 1 1
an+2:/ (1 — 212 dt = —gt”+1(1—t2)3/2] +—n; /t"(l—t2)3/2dt
0 0 0

1/t 1/t ! 1
_rH ey —eyeg = 2L (/ t"(l—t2)1/2dt—/ tn+2(1—t2)1/2dt):ﬂ(an—aw)
3 0 3 0 0 3

On obtient ensuite 3a,, ; = (n+1)a,,,; — (n+1)a,,, puis le résultat demandé.

Il faut penser a utiliser la décroissance de a,, pour trouver '’équivalent demandé :

n+1
n+4

an+2 S an+1 S an = an S an+1 S 29

n+l n, _ PPN ) .
Comme =~ a,, ~ a, = a,, le théoréme d’encadrement nous donne bien a,, ~ a,, .

%) Pour clarifier la démonstration, posons w,, = (n+1)(n+2)(n+3)a,,a,, ;. On vérifie :

n+1
—a
n+4 "

On en déduit u,, = uy = 6aya; = 5 puis (n+1)(n+2)(n+3)a,a,,, = 5 et en utilisant la question précédente :

:un

un+1 = (n + 2) (n + 3)(’”‘ + 4)an+1an+2 = (TL + 2)(” + 3) (n + 4)an+1

Din+2)(n+3)a2 ~—- = a2~— ~om o = ~ e
(n+1)(n+2)(n+3)a, ~ 5 St Dm+2)(n+3) 20 T

Le critere d’équivalent i la série de Riemann positive # convergente car % > 1 amene la convergence de la série

2y
Centrale PSI 2016 (série de terme intégral a indéterminée) ¥ €1y w
. o A Thm o NP nood
Ex 22 Soient (u,,) une suite réelle a termes positifs et (v,,) la suite définie par v,, =
0

143
1) Montrer que (u,,) converge vers 0 si et seulement si (v,,) converge vers 0.

2 ) Montrer que les séries de termes généraux u,, et v,, sont de méme nature.

%) Le résultat de la question précédente reste-t-il valable si (u,,) est a valeurs dans | — 1, +o0[?

1) D’apres le théoreme fondamental de I'analyse, comme f : t — H% est continue sur I = ] — 1,400 [, F:z—
fox f(t)dt est continue sur /, donc si u,, — 0, limv,, =lim F(u,,) = F(limw,,) = F(0) =0

On suppose v,, — 0. F'est dérivable sur I et F’(x) = f(t) > 0. On en déduit F'strictement monotone et continue sur I,
donc F bijective de Isur f(I)=|lim_, F,lim,  F[ 0. F~! est continue (et méme C* d’ailleurs puisque F’' = f # 0

d’apres le cours) et F'~*(0) = 0. Comme plus haut, on en déduit u,, = F~1(v,) — F71(0) =0

2) Commeu, >0, v, = fo tin lftg < fo “71dt <u,,. Donc par critére de majoration d’une série positive (v, > 0), sila série

> u,, converge, la série Y v,, converge.

. P . . . U, At 1 P
Sila série > u,, converge, la suite u,, —> 0 donc est bornée (par M). Par suite on a v,, > fo T30 = 17078 Un- La série

> u,, convergence par critére de majoration d’une série positive.

%) Siu, avaleursdans | —1,+o0[, la 2¢ partie de la Q2 fonctionne encore mais sans doute pas la 1™ partie. En tous cas,

la démonstration proposée n’est plus valide. 13



Si > u, converge, u,, — 0 donc est bornée, et ses termes sont a valeurs dans [m,M] C | —1,+co[, avecm < 0siu,

prend des valeurs négatives. Si u,, > 0, pour 0 <t < u,,, ﬁ <ft)< ﬁ, ce qui donne un encadrement de v,, par u,,

ﬁun <w,, <u,, comme vu en Q2, mais si u,, <0, pour u, <t <0, ﬁ <f() < avec —1 < m < 0 qui amene

1
1+m3
I'encadrement, comme les bornes sont « a l'envers », ﬁun <w, <u, etpour appliquer le critére de majoration d’'une
m

série positive, il faut écrire :
< 1

——u
- 1+m3 "

11 faudrait donc, pour appliquer le critere de majoration, avoir une série qui converge pour les termes positifs et qui

u, >0=1v, <u, u, <0 = —v,

o ‘s . -1
converge pour les termes négatifs. Lexemple de la série alternée usuelle convergente Q montre qu'on n'a pas tou-

jours ce résultat : les séries > % ety — divergent. Un contre-exemple devrait donc venir d'une série alternée.

2n+1

Fétant la primitive qui s'annule en 0, et sachant qu’'on peut primitiver un dl, c’est du cours, a I'intérieur de I'intégrale on

a 1 = 1—t*+o(t*) ce quiamene F(z) = 0+z — j2* +o(z°). Si Y u,, converge, u,, — 0, puis v,, = u,, — Jup, +o(u).
-

Peut-on trouver u,, tq la série ) Jv,, diverge? La série de terme général u,, = ~— ;- convient. Je vous laisse réfléchir a la

preuve usuelle (cvg + dvg + cvg).

Mines-Ponts PSI 2022 (série intégrale) ¥ &5
Ex23%

x
1) Montrez que la fonction F: z — / (m|sint| —2) dt est bornée sur R .

* 7|sint| —2
rlsing] -2

2) Déterminez la nature de la série de terme général / ;

nm

1) Le probleme est la valeur absolue : on peut se rappeler que sint est du signe de (—1)" sur [k, (k+1)r| etremarquer:

(k+1) (k+1) (k+1)7
/ (x|sint|—2) dt = (r(—1)*sint—2)dt = [w(—1)k(—cost)—2t] = 1(=1)F((—=1)F— (1)) =27 =0
km km km

Puis pour n,, entier tel que n, 7 <z < (n, +1)7(cadn, = [£]):

o) [

(k+1)m

f+/ f‘:‘/n;(w|sint|—2)dt‘SW(W+2)

1 1
2) Uneipp avecu’ =7|sint|—2 v= 7 u= F(t) o= 2 amene, en se rappelant via Q1 F(nr)=0:
O 7| sint| —2 F(t)ytee [T F(t TRt +2
’/‘ m|sint| dWZH (q +/‘ :‘/’ g)w‘éw@ 2)
o t t lor o t T™n

nm
Le critére de majoration d'une série positive permet de conclure a la convergence absolue donc la convergence.

CCINP PSI 2022-2019 (série alternée avec terme intégral) &5
Ex24  Onposel, —fﬂ/‘ltan (t)dt.

1) 5/2:calculezlimI,.3/2:onadmetlim/, =0

2) Calculez I, + I +2 [2019 : (on fera le changement de variables u = tant)] .
1)
n+1
4) Montrez que la série de terme général ) (—1)"I,, converge et calculez sa somme.

% ) En déduire Z Ind : faire apparaitre un télescopage.

1) On commence par remarquer que l'intégrale existe puisque f,, (t) = tan" (t) est continue sur I = [0, ] fermé.

* Etude de la convergence simple de la suite de fonctions (f,,) sur I :

noteo |0 siO<t<T
On remarque, pour 0 <t < 7, 0 < tant < 1 puis : tan" () —— }

1 sit=71
14 1



Convergence simple sur [ vers la fonction continue par morceaux f

e Hypothése de Domination sur [ :

Vtel, VneN,

fa(t)] = [tan ()] <1=¢(1)
On a déjaremarqué que 0 <tant <1pour(0 <t <7

¢ est intégrable sur I :la fonction constante-1 est continue sur le segment borné I = [0, 7 |

w/4
Par application du théoréme de convergence dominée de Lebesgue®lim [, = / f=0
0

2) On utilise le changement de variables u = tant C* de [0, %] sur [0,1] ona du = (1+tan®¢)dt

/4 /4 1 1
I,+1,., =/ tan” ¢+ tan" "2 ¢t dt :/ tan" t(1+tan®¢) dt :/ udu = ——
A b A n+1
%) Lasérie converge immédiatement par le CSSA puis :
+o0 (71)77, +oo N N
7;) il T;<*1) (on +Ionya) = Nlil}rloo;(*w IM*%(*U Lo io
N N+1 /4 .
— : n n—1 — : N — — —
= NETOO :o(_l) Iy, + ;(—1) Iy, = NETOO(—D Iy +1o =1 _/0 ldt = 1

Remarque:1ly a une autre méthode a bien connaitre (mais qui ne convient pas ici a cause du en déduire) qui est le passage
+0o0

_1 n
alalimite en 1 dans le DSE usuel du cours arctanx = Z ;74_)1:52"” vraie, a priori, sur ] —1,1 [
n

n=0
4) On montre d’abord rapidement la convergence de la série alternée Zn (—1)I, parle CSSA:
* Série alternée car /,, > 0 car tan”(t) > 0 pour 0 <¢ < 7.
* lim/,, =0 d’apres Q1.

e I, ™\, par croissance de l'intégrale puisque tan™ ! (¢) < tan"(¢) puisque 0 < tan(t) < 1.

Ensuite on pose S = ZZ:) (—1)"I,, puis on al'idée de sommer avec ZZSO (—=1)"I, ., acausedeQ2:

400 +o00 (l) +o00 (_1)n (E)
S+ 3 = S ) 2 3 S S
n=0 n=0 n=0
3) +o00

+oo (4) /4
=5+ (-2, =S5+ Y (—)"L, =25 ([,—1,) =25 g +/ tant dt
n=2 n=2 0

®) T 1

) =In2 = | S=_+;In2

7r /4 7r
_QS—Z+{fln|cost|} _2S—Z—ln( 57

g
0

Sl

*(1) On applique Q2

*(2) Somme « classique», qui n'est pas stricto-sensu du cours mais presque, que j’ai déja redémontré ailleurs et que
je ne reproduis pas ici.

*(3) Onreprend au début et on réindice

*(4) Ilenmanque 2 dansla somme.

*(5) Onreprend le calcul de la 1* ligne

6. Henri-Léon Lebesgue : mathématicien francais (1875-1941). Reconnu pour sa théorie de I'intégration initiée dans sa thése de 1902 « Intégrale,

longueur, aire ».
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Mines-Ponts PSI 2022 (série intégrale) X #5
Ex26 Soit, pourn €N, u,, = foﬂ/Q cos™ tsin(nt) dt

1) 5/2:Montrez que (u,,) converge. 3/2:0n admetlimu,, =0

1

2) Montrez que, pour tout n € N, w,, 1 — U, = 57 — Up g

%) Quelle est la nature de la série Y u,, ? Donnez un équivalent de la somme partielle de cette série.

1) On utilise le théoreme de convergence dominée de Lebesgue :
* Etude de la convergence simple de la suite de fonctions (f,,) sur [0,5] :
notoo |0 si0<t< 3
Pour 0 <t < §,0<cost < 1puis f,(t) = cos™ tsin(nt) ——— }
0 sit= 7 car sin(n
Convergence simple sur [0, %] vers la fonction continue par morceaux f

* Hypothese de Domination sur [0,5] :

vt e [O,g},vneN,

f 0| <1=¢@)

¢ est intégrable sur [0,% ] comme fonction continue sur un segment.

Le théoreme s'applique limu,, = | "2 r—0

2)

/2 /2
Upyq — Uy = / cos" L tsin((n+1)t) —cos™ tsin(nt)dt = / cos” t(cos(t)sin((n+1)t) —sin(nt)) dt
0 0

—
=
—~

/2

I

/2 (2) 1
/ cos"tsintcos((n+1)t)dt = {— cos”“tcos((nJrl)t)}
0

/2
— /O cos™ tsin((n+1)t)dt

0
1

= T—H —Upt1

¢ (1) On applique cosasinb—sin(b—a) = cosbsina
*(2) Ippavecu =cos"tsint v=cos((n+1)t) u=—Azcos"'t o' =—(n+1)sin((n+1)t)
%) Lasuite (u,,) converge, donc la série ) u,,,; —u,, converge et d’apres Q2, la série ) n%rl —u,,; converge. Comme la

série harmonique S~ —— diverge, nécessairement la série S u diverge. En sommant 1’égalité de Q2, il suit :
n+1 n+1

n

n n 1
E Upy1 — U = Upyy —Up = E 11 E Uk+1
k=0 k=0 k+1

k=0

En notant H,, = ZZ: X % et se rappelant H,, ~ Inn (par une comparaison série-intégrale), en notant S,, usuellement les

sommes partielles de la série Y u,,, ilvient S,, ., = H,, | —u, , +uy=H, ; +o(Inn) ~Inn.

a

TPE PSI 2019 (série racine d’équation) ¥ &5
Ex 27

1) Pour n > 1, montrez que I'équation =" + nz = 1 possede une unique solution positive, que I'on note u,,.
2) La suite (u,,) converge t-elle?
3 ) Déterminez un équivalent simple de u,,.

1
4) Déterminez la nature de la série nl(——u,).
) D nt(=—u,)

1) Onnpose f,(z) = 2™ +nx — 1. f, est dérivable sur R et f/,(x) = nz"~! + n. On est obligé de distinguer 2 cas selon la

parité de n car le signe de x™ ! + 1 change selon. 16



n impair n pair
x —o0 0 U, 1 +00 x —00 -1 0 U, 1 +o0
7 () + fi(x) - 0 + + +
+00 +00 +00
ula) 0 @ [N 0
/ / -
—00 -n

Pour n pair et n impair on fait le méme raisonnement : f,, est continue et strictement croissante de R™ sur [ —1,+00[,
elle y induit une bijection : il existe donc une seule racine notée u,, sur R* . Comme f,,(0) = —1et f, (1) = n, il résulte du

théoreme des valeurs intermédiaires que 0 < u,, <1.

2) On doit trouver plus de choses sur u,,. Comment faire? malheureusement, il n'y a pas une seule réponse, il faut
analyser... Des fois on peut essayer de démontrer «,, monotone en considérant le signe de f,,,(u,,) : si par exemple,
on trouve f, . (u,) > 0, on en déduit f, ,(u,) > f,,1(u,,) et de la croissance de f,,,, on en déduirait u,, > u, .
Mais cette méthode ne marche pas bien ici. Une autre idée est d’affiner le théoreme des valeurs intermédiaire : on es-
saye f,(1/2) = (1/2) +n/2—1. Comme (1/2)" +n/2 —1 — 400 on en déduit a partir d'un certain rang (apcr) que
f.(1/2) = 0 et le tvi donne alors 0 < u,, < 1. On revient alors a f,, (u,,)

= u} +nu, —1 = 0. Lencadrement précédent

ameéne 0 < u?? < (3)™ donc u? — 0 puis nu,, —1 — 0, puis nu,, — 1 qui ameéne au,, ~ 1, donc u,, — 0.
%) Puisque u,, ~ %, la série > u,, diverge par critére d’équivalent d'une série positive.

4) On écrit usuellement u,, = % +Y,,avecy, = o(%),yn <0 et on injecte dans I'équation pour trouver un équivalent de
Uy,

1 1 1 1
(y,, + )n+n(yn+ﬁ):1 = —nyn:exp<nln(yn+g))=exp(nlnﬁ+nln(l+nyn)>

n

IMT PSI 2019 | Mines-Ponts PSI 2013 (sA©rie A terme dA©fini par rA©currence) @
Ex28

1) Etudiez la convergence de cette suite.

2) DA®©terminer la nature de la sA©rie de terme gA©nA®©ral (—1)"a,,.

On s'intA©resse A la suite dA®©finie par a, >0eta, , =1—e .

3 ) DAO©terminez la nature de la sA©rie de terme gA©nA©ral a?.
4) [* 2013 : Etudiez la sA@rie de terme gAOnA©ral In (“;’—*') . En dA©duire la nature de la sA©rie > a,,| .

La suite est dA©finie par une rA©currence ce qui rend plus difficile 'A©tude de la sA®rie.

1)

On se rappelle le thA©orA 'me de base sur les suites rA©cur-

rentes a,,.; = f(a,) : si f est continue , alors les limites x

A©ventuelles ( de la suite (a,,) vA©rifient f(¢) = ¢ (dailleurs

mAame +00).
Dans cet exercice, f(z) =1—e*.Onpose g(z) = f(z)—xz =

—e % —x + 1 et on cherche ses racines par une A©tude des

0
—00 —00
variations. g est dA©rivable surRet g’ (z) = e * — 1

g(x) = f(x) — 2 = 0 ayant donc comme seule solution 0, la suite (a,,) ne peut converger que vers 0 (tant mieux pour
I'A©tude delasA@rie...). Mais elle pourrait aussi diverger... Les critA res de convergence de suite , il n'y en a pas beaucoup

A votre programme : croissant majorA© ou dA©croissant minorA©. On A©crit :

Ay — Ay = f(anl)7_ Ay = g(an) S 0



La suite (a,,) est dA©croissante. Montrons par rA©currence que a,, > 0. Elle sera donc minorA©e, donc convergera, donc
convergera vers la seule limite possible qui est 0 comme on vient de le voir.
* P(0) :ay>0.0k.

* Supposons P(n) vrai, soit a,, >0, alors e %» <1d'0A' u,, ., = f(a,) > 0. P(n+1) vraie.

2) Parlaquestion Q1, dA©croissance de |a,,| = a,, vers 0, etle critA re CSSA, la sA©rie alternA©e Y (—1)"a,, estimmA®©dia-

tement convergente.

%) Comme a,, — 0, un petit dA©veloppement asymptotique amA ne :

1 1
" =a,— a3 +ola :

2) = (an+1 _an> ~ _gan

n

a a

n+1 — l1—e”
Or, la sA©rie Y (a, ., — a,) converge ssi la suite (a, ) converge (rA©sultat A retenir, c'est du cours). Ici, la suite (a,,)

converge et vers 0. Par suite, critA re dA©quivalent d’'une sA©rie de signe constant, la sAOrie > a? converge.

4)
< Ap11 T G Apy1
50 3% ) cin (T %) 2t (%2)
=0 Ay keo 9k o

La sA@©rie de terme gA©nA®©ral In (a"—“) diverge donc. En reprenant le dA©veloppement vu plus haut :

2%

nt1) _ 1 1
ln< )_ln(l 2an—l-o(cn”)) 50n

Du critA"re d’A©quivalent appliquA© A une sA©rie de signe constant, il rA©sulte que la sA©rie > a,, diverge.
Remarques

* En fait, il est possible d’avoir un A©quivalent d’une suite rA©currente : il y a une mA©thode qui « marche » assez
bien qui utilise la moyenne de CA©saro, que je suppose ici connue : si a,, — ¢, ““**= — . La mA©thode est de

chercher a tel que af, | —a;, — £ # 0 (ce nest pas toujours possible)

1
Upiqg =1—e =a, — a2 +o0(a2)

2 n n
1 o e’ o 1
—ag, =ag (1-5a,+0(a,)) =a3 (1-Fa,+ola,)) = a3 —Jaz* +o(ag™)
. 1 1 1 . -
On prend donc o = —1 quidonne a,,;, —a,” — 5 On applique la moyenne de CA©@saro :
ZZ:(“;L —ay")  at—ag! 1 a,b 1 _ _ 2
9 - — —>§:>7~§cara01=0(an1)=> ™~

- - - 2
* Pour avoir un 2° terme du dA©veloppement de «a,,, en gA©nA©ral, on procA"de comme suit : on pose a,, = - +y,

1 ~
avec y,, = o(—), on injecte et on se « dA®brouille » ...
n

2 2

gt = Lo (=)

2(1_1+0(l>):g+y _1(_24_2/ )2+O<i>

n n n n " 2 n 7" n2

—2 1 2 1 —4 2 4 1
2 PolE) =t g oGg) = v oy = fan =g =gyt

18
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Ex29 On s'intéresse a la suite définie par u, € ]0,7/2[ et, pourn €N, u,,,; = sin(u,,).

1) Etablir la convergence de cette suite et déterminer sa limite.
2) En considérant u,,, , — u,,, montrez que Y u3 converge.
7) (Question absente en 2024 du fait de la durée de 10mn) En considérant In(u,, . ;) —In(u,,), montrez la série > u?

diverge.

1) Jerappelle un théoréme de base sur les suites récurrentes : toute limite éventuelle ¢ de la suite récurrente u,, , , = f(u,,)
vérifie = f(¢) (en supposant f continue ce qui est toujours le cas dans la pratique). Attention! a aussi prouver que la suite

converge! Pour une étude de série, on a en général f(0) = 0 (vous voyez pourquoi?)

Pour résoudre sinz = x, on étudie g(x) =sinx —x : ¢’ (z) = cosz — 1 < 0. g décroit strictement et est continue de R sur R,
elle induit donc une bijection : 0 est « atteint » une et une seule fois. On constate que c'est en 0 : g(0) = 0. Conclusion : la

seule limite possible de la suite (u,, ) est 0. Reste a prouver qu’elle converge.

Pour prouver la convergence, on commence en général par s'orienter vers I'étude de la monotonie. On sait, inégalité de
convexité usuelle, | sinz| < |z| mais la valeur absolue « géne » un peu. Par contre, pour z > 0,sinz < z. On démontre donc,
par récurrence immédiate, u,, > 0 et méme d’ailleurs 0 < u,, <1 (je ne le fais pas ici). Il en suit u,, . ; = sinu,, <wu,, dotila

décroissance et par la minoration (par 0) la convergence.

2) Comme u,, — 0, u,,,, —u,, = sinu, —u, ~ su3, dlusuel en 0. On se rappelle le résultat important qu'une suite (v,,)
converge ssi la série ) v, ., —v,, converge, ce qui a le grand avantage de permettre d'utiliser tous les critéres de séries

pour prouver qu'une suite converge (ol1 on a peu de criteres).

Comme u3 > 0, on peut appliquer le critére d’équivalent sur les séries positives : la série Y u3 converge ssi la série

> u,,.1 —u, converge ssila suite (u,, ) converge, ce qui est le cas.

%) Onutilise le dl de sinw,, caru,, — 0

i 1 1
Inu,.; —Inu, =In (M> =In (Smu") =In(1— 6u% +o(u2)) ~ —gui
u u

n n

Un raisonnement analogue a plus haut nous donne que la série Y u?2 diverge puisque la suite Inu,, — In0 = —cc diverge.

Je vous laisse le reproduire.

Remarque : Pour les éléves ambitieux, il peut étre utile de savoir qu'il est possible, dans certains cas, de trouver un équi-

valent d'une suite récurrente. C'est le casici. La méthode estla suivante et utilise la moyenne de Césaro que je vous rappelle

, . . = Uy + -+ u .
(ce n'est pas au programme) : si la suite u,, — ¢ € R, alors la moyenne ——————" — / aussi.

n

On prend une inconnue ¢ € R qu'on choisira ultérieurement, puis :

1. 2@ 1 a a a
— 3 3 — 2 2 _ 2 2 +2
uz+17u%*(un*6un+o<un)) *UZ—UZ((l*gun+O(U7l)) 71) *U?L(iéun+o(un)>N76ugL
On choisit donc a = —2 pour que la suite u, | —uj, converge (et alors vers —g = %). Le théoreme de Césaro nous amene
alors que la suite :
1 i u,? uy? 1 n n+l V3
) -2 n+1 1 -2
k1 Ug n+l n
n £ n n 3 3 3 Vn

Cet équivalent nous donne alors rapidement la réponse aux questions 2 et 3 (je vous laisse y réfléchir).
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Ex%0

1) Etudiez la convergence et calculezla somme éventuelle de la série de terme général u,, définie par u, = 1 et, pour tout
neN,u, ; =In(e" —u,).
2 ) Etudiez la convergence et calculez la somme éventuelle de la série de terme général u,, définie par v, € R et, pour tout

neN,v,  =e’—1

1) On vérifie d’abord que cette suite existe bien. Cela résulte de e* —z > 0 sur tout R (par étude de  — e — z que je ne
fais pas ici).
Posons f(x) =In(e” —z). Nous étudions la suite récurrente u,, ., = f(u,,). Comme f est continue, la o1 elle est définie, la

limite éventuelle ¢ de la suite u,, vérifie { = In(e’ + ¢), soit e’ = e’ + { et finalement £ = 0 (ce qui était prévisible...).

On a e¥n+1 = e%n» —u,, ce qui donne I'idée de sommer pour télescoper :

N N
E eUn+l — eUn — eUN+1 — %0 — eUN+1 — e = g U, = —SN
n=0 n=0

On en déduit, lorsque N — +o0, la suite des sommes partielles (S)) y converge, et vers —e +e. On en déduit que la série

> u,, converge et que sa somme vaut e — 1

2)

1
Ex%2 Soit (u,, ), décroissante tq la série (> u,,) cvg. Etablir u,, = o(—). Indication : Majorez nu.,,, en utilisant “\,
n

La série Y u,, convergeant, on en déduit que la suite (u,,) converge vers 0. Comme par hypothese cette suite est décrois-
sante, et qu'une suite décrofit vers sa limite, on en déduit que u,, > 0. On nous demande de majorer nu,,, :

(0] (@ +oo

N Uy, = Ugy o FUgy, < Upyg FUppg o+ Uy, < E u, =R,
N

n termes k=n+1

¢ (1) Résulte de la décroissance de u,,

*(2) Résulte de la positivité des termes et de la convergence de la série > u,,

Apres avoir remarqué que u,, = o( L ) équivaut a 1"/’;'1 = nu,, — 0, On va démontrer que les sous-suites paires et impaires

n

convergent vers 0. Le reste d'une série convergente tendant vers 0 (cours), par encadrement :

0 é 2nu2n S 2Rn et 0 S (21’), + 1)u2n+1 =2n u2n+1 + u2n+1 é 2n Ugp, =+ un+1
—— —— ~——
—0 —0 —0
Ex%7% *’ Soit )" u,, une série a termes positifs convergente. Montrez que les séries > nu,, et > R,, sont de méme

nature. Comparez leur somme, le cas échéant.
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On rappelle, cas particulier dans les séries un peu plus difficiles, qu'une série a termes positifs converge ssi ses sommes

partielles sont majorées. Comparons donc les sommes partielles des 2 séries Y " R,, et Y nu,,

n (1) n m—1 +00
E Rk:E g Uy, 3 E Uy, + E E mu,, + g (n+1)u E mu,, +(n+1)R,
k=0 k=0 m=k+1 m=1 k=0 m=n+1 k=0 m=n+1
Pour comprendre I'interversion de (1), regardez le dessin!
kl\
MNp----mmmm e e o - -0 o R
n—-1¢---------------2“-90 © ©0 o-=-=-=-=-=--
R - o ) o O0-======-
4 ’
4 ’
4 ’
7 /) e m e m e m oo
7 4
7 ’
// ‘
2 ’ O === === ) o ° O-======-
1 L o G -=-======= o [} o O=-======-
0 o o o o——o0——o0 o o ;n
0o 1 2 3 N n+In+0+3

Supposons la série > R, convergente.

Donc la somme partielle ZZ: o [ est majorée (par M). De I'égalité plus haut et de la positivité de (n+1)R,,, il résulte

n
que les sommes partielles de > nu,, sont majorées : E mu,, < E R, < M donc la série > nu,, converge.
m=1 k=0

Supposons la série > nu,, converge.
Donc ses sommes partielles sont majorées (par M’). Egalement, le reste de cette série converge vers 0, on réalise ensuite

I'encadrement :

+00 +0o0 +00
Z kuy, > Z (n+1u,=(n+1) Z u,=(n+1)R, >0
k=n+1 k=n+1 k=n+1

On en conclut que la suite nR, — 0 donc est bornée (par N’). En reprenant la formule plus haut, on peut majorer les

sommes partielles de la série > R,

ZRk—Zmu +(+1)R, <M +N’

m=1

De la positivité de R,,, on en déduit la convergence de la série )" R,,.

Ex%6
1) Utilisez la transformation d’Abel” sur S, = Z sink cad montrez S,, 2 A ( ! ! ) A An
"k "Nk k+1) n
sinn

2) En déduire la convergence de la série Z

% ) Montrez que la série Z 2 e converge pas absolument. (On pourra utiliser | sinn| > sin®n).
n

g Niels Henrik Abel : norvégien (1802-1829). Travaux sur équations algébriques, fonctions elliptiques et intégrales.
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1) On calcule lasomme A, (x) =

=, sin(kz):

n

n n (1) 1 _einx

3ot =3 306t =3 o) Safer I
=1 k=1 k=1

einw/Q (efinz/Z _ eina:/2)

A —2isin(nz/2)
— ~( pt(n+1)z/2
eie/2(e—ix/2 — ciz/2) > J(e )

A, (z)= Z sin(kz) =
k=1

=7 (e”

—2isin(z/2)
rel
(i) sin(nz/2) j(ei(n+1)w/2) _ sin(nz/2) sin((n+ 1)xz/2)
sin(z/2)

sin(z/2)

*(1) La formule sur la somme des termes d’'une suite géométrique s'applique pour la raison ¢ # 1 (cad pour

x # 2k sinon on aurait la somme égale a n et de partie imaginaire nulle). De toute fagon, ici e vaut ¢! = 3
*(2)

Im (az) = o Imz, lorsque « est réel. Pour étre plus élégant, 'application Im : C — R qui & z associe Im z est

(une forme) linéaire sur le R-ev C... (on dit R-linéaire par opposition a C-linéaire). Par contre, cette application Im
n'est évidemment pas C-linéaire (en considérant C comme C-ev)

1 1
On en déduit immédiatement |4, (z)| < Tsin@/9)] et en particulier |A4,,| < Tsin(1/2)]
2)
Effectuons la transformation d’Abel” sur ZZZ . %
“osink @ L4, A A, A A4, A
=) S E T Tl T T T T
=k k=1 k per i per e
n—1 n—1
1 1 A A 1 1 A
=N "4, (= 7> An 2o _ A(———) An
=k \k 1) T LRk 1)t

*(1) Laformule estimmédiate mais ne convient pas pour n = 1 car A, n'existe pas. On convient alors 4, =0..

. . "< sin(kx)
Remarque : Le lecteur constatera que cette « transformation » marche aussi pour S, (z) = —r
. k=1
¥ ) Lasérie ), > converge ssi la suite de ses sommes partielles (S,,) converge (définition!). En se servant de la question

5o Ay 1 : sinn . . n—1 1 1
précédente, comme ’T| < m| — 0, La série ) " converge ssila suite ) o1 A, (E

= m) converge. Or cette suite
est elle-méme la somme partielle delasérie > A, (% — %ﬂ) qui converge si elle converge absolument :
1 1 1 1 1 1 1 1 1
40 G S e G ) = e ~ i3]
n n+l |sinl/2|*n n+4+1" |sinl/2| n(n+1) |sinl/2| n

On applique le critére de majoration et d’équivalence d'une série positive pour conclure

. . . sin(nx
Remarque : Le lecteur constatera que ce raisonnement « marche » aussi pour la série E g

n
4) Montrons que la série 2 ne converge pas absolument en utilisant z* < |z| pour [z| < 1:

|sinn| _ sin’n 1
= 1> —C
n n 2

< 1 cos(2n)

1

5 (1 —cos(2z)), de laminoration d’une série positive par
une série divergente car somme de la série > % harmonique divergente et

La conclusion résulte d’'une formule de trigonométrie sin?(x)

7. Niels Henrik Abel : norvégien (1802-1829). Travaux sur équations algébriques, fonctions elliptiques et intégrales.
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Ex37 Etudiez la série complexe Z TF
ZTL

Attention! Série complexe...
* Sifz|<1,[142" <1+|2|" < 2.1lvient |w,| > 1, le terme général ne pouvant converger vers 0, la série diverge.
1 1 N - + P
‘7 ~ Fa Tous les criteres sont ici dans R" et la série géométrique
1—|z| 2

> ﬁ est convergente. La série complexe ) w,, est absolument convergente, donc convergente.

) N

. Si|z|>1,|1+z”|2‘1—|z|” ,dott

w,| <

Ex 38 Sommarion des relations de comparaison On considére une série a termes réels > u,, et une autre a
termes positifs > v,,.
1) On suppose Zv convergente. Montrez
+00 +00 +00 +00
0= Su=0(Yn) m=on) = u=o(Tu) wrn—u~Fu
k=n k=n

= k=n
2) On suppose Y v,, divergente. Montrez
n n

) = kzouk:O<ka> u,, =o(v,) = Zn:uk:o (i:vk> U,y ~ U, = ;“’“N;v’“

k=0 k=0

Soient Y u,,, > v,, deux séries a termes positifs.

400
Onsupposeu, =o(v,)et> v, convergente (donc) u,). Montrons R, (u Z u =o < Z vk> =0 (Rn+1 (v))
k=n+1 k=n+1
Soite > 0.

u,, = o(v,,), donc il existe N, € N tel que pour n > N, |u,,| = u,, <&|v, | =¢v,,.

Par sommation, il vient Vp > n > N, Zk:ml uy <€ Zk:nﬂ Vg

+oo +o00

Par passage a la limite conservant I'inégalité, lorsque p — 400, pour n > N, Z u, <€ Z Uy,
k=n+1 k=n+1

On suppose u,, = o(v,)) et >_u, divergente (donc > v,). Montrons S, ( Z u. =o (Z vk> = o( (v ))
Soite > 0.
u,, = o(v,,), donc il existe IV, € N tel que pour n > Ny, |u,,| =u,, <&/2|v,|=¢/2v,,.
Lasérie ) v, estdivergente, donc En_ v, — +00 (carlasérie est a termes positifs) , en particulieron a ZQ;O o Uk/ P o Uk —
0.1l existe donc N; € Ntel que pour n > Ny, Z o Uk <€/2 Zk oV

Par sommation, pour n > max(N,, N, ), il vient

N

n n e n n
E Uk E Uk<§ E 'Uk+ g E Uk+ E Uk < € E Uk
k=0 k=0 k=No+ k=0 k:N0+1 2, No+1
~———— [ ——
car n>N; car k>N, vk>0
On suppose u,, ~ v, et y v, convergente (donc > u,). Montrons R, ( E uy ~ E vi=R,,(v)
k=n+1 k=n+1

u,, ~v,,,doncu, —v,, = o(v,,). Par application du premier résultat, il vient Z;:::Hl (u,—v,) =372 4 37 4 =

k=n+1 k=n+1
400
0(§ i n) d’ou le résultat.
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n

» Comme premiére application, on peut donner une troisieme méthode pour valider le résultat classique H,, = 3 1 % ~

Inn. En effet u, =In(n+1)—In(n) =1ln (”T“) =In(1+ %) ~ % = v,,. Ces séries étant divergentes, on utilise le ré-

sultat précédent et, par sommation :

Ay (ln(k+1)—ln(k))zln(n+1)—ln1:ln(n+1)~1nn

n
H, =
k=1 k=

el i
—

=In(n)+~v+o(1) ot v~ 0.577 est la constante d’Euler ®*-Mascheroni®

> =

Rappel : On a plus précisément Z
k=1

Y
k=0 "k

— /.
n+1

* Autre démonstration de la moyenne de Cesaro '°, cad si u,, — ¢ € R, alors la moyenne

Pour £ # 0, u,, ~ ¢ et (donc) la série > u,, diverge. Par sommation, on obtient le résultat puisque :

Uy, ~ I=(n+1)0 = —E=—~/
kZ:;J kz::o n+1

8. Leonhard Euler : suisse (1707-1783). Le plus grand mathématicien du XVIII°siécle.
9. Lorenzo Mascheroni : italien (1750-1800). Connu pour la construction a la régle et au compas.
10. Ernesto Cesaro : mathématicien italien (1859-1906) 24
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