Classe de PS]

Feuille
d’Exercices 3

Séries numériques

Série donnée par Terme simple posiTif

Critere d'Equivalent : Soit (u,,) une suite positive.
On suppose u,, ~v,,. Alors la série > u,, converge si et seulement si la série ) v,, converge.
Note : ce critére ne « marche pas » pour les séries alternées.

Critere d'Alembert : Soit (u, ) une suite telle que la limite de la suite existe : lim |% =/ [0,+00].

» Si¢ > 1, la série ) u,, diverge grossierement.
» Sit <1, lasérie ) u, convergeabsolument.
e Si/=1.0n ne peutrien dire (par cette méthode) quant a la nature de la série.

Critére n® u, : Soit )  u,,, une série réelle.
* S'il existe a > 1 tel que la suite n*u, — 0, alors la série ) | u,, converge.
* S'il existe a < 1 tel que la suite n*u, — +oc, alors la série > u,, diverge.
Note : Dans les 2 autres cas :a > 1 et limn®u,, = +00, ainsi que a < 1 et imn®u,, = 0, on ne peut rien dire a

priori.

Ex1 FEtudiez la nature des séries suivantes :
%Zarctan <1> gzln2(n) @JZ; Z " a’"(a €R) nt Ze*V”Ll
n? ny/n Vn+2-0"n 2 n"

o) Z (ch\/lnin)i2 £ Z (g)a — (arctann)® (a € R) Z L

nlnn

Inn arctan . arctan 1 L 1
S e o [ e S S (5

Ex2 ¢, Soient) u, et v, deuxséries réelles positives convergentes. Montrez > , /u,, v, converge.

IMT PSI 2023-2022 (équivalent somme) & 2n
Ex% -1%%1%71  Trouvezun équivalent de Z N en utilisant (i) une comparaison série-intégrale  (ii)
k=n+1

les sommes de Riemann
RMS 134-1578 133-1371 equivalent_somme_n_to_2n.RMS1331371.tex 1+1 concours

~ (VI =Vig S e Vi

Note : si f continue sur [0,1] et S,, = 1 ZZ:1 ukf(%) avec | ZZ:1 uy,| < M, alors S,, — 0 (unif. continuité) (MonierMP*

3.12).
Note: Si fintégrable sur |0, 1] et monotone (int impropre), les sommes de Riemann tendent aussi vers u%l f(OralMP*p341).
1
Ex4 § Etablir la convergence et calculez la somme de _
= & Z n?+3n+2
PSI e série) § . n+1 ™
Bx5™ %%%Wg% %ature de anz u,, oll u,, = arctan <E> e
RMS 133-1369 serie_numerique_arctan.RMS1321369.tex
1 1
n 3n%



e 152765 (g)m(gﬁf%n@e Wﬁg@%ﬁé g\e}#% T-+byv/n+ 2. Déterminez les couples (a,b) pour lesquels

la série de terme général u,, converge. Déterminez alors sa somme.

RMS 132-703 serie_sqrt(n)+asqrt(n+1)+bsqri(n+2).RMS132703.tex
u, =(14+a+b)yn+(§+ b)ﬁ + O(n?}/2 ). > u, cvgssib=1la=—2. ZZZ% u,, = —1 par télescopage.

EX77C¥1%1124  soit 2,50 Un Une série convergente a termes strictement positifs.

N
Etablir que les séries Z YT et Z e~1/%x convergent.

n
n>1

RMS 116-1124 exorecupere.1151124.tex
ab <1/2(a®+b?) et > 0 pour le premier. Par composition, e~ /%= /u,, — 0 cad e~ */%» = o(u,,)

g oS 37T (C%Péﬁ?’ﬁﬁﬁ )Wlfffé Ut iR ’S‘C.Sélrlfeﬁ)osag, pourn € N*,v,, = ﬁ Comparez les

ul ces un

natures des séries > u,, ety v,,.

RMS 133-713 natures_series. RMS133713.tex
Up < 3 Ok si Yo uy, dvg, S, —+00, v, = % siv,—0,5,, ~S, | psv, ~ Snsfisqfl > fSS" 1. >0, dvgetsiv,—~0

n n-— n—1

Ok.
Note: u,, >0.si > u, dvg, > g—g cvgssia>1.si ) u, cvg, Z% cvgssia < 1.

Mines-Ponts PC 2015 | Centrale PC 2008 (série de terme sous forme de somme) ¥ 1

Ex9 -126%69 Soit a > 0. Nature de la série de terme général v,, = » —————?

— k> + (n—k)e
RMS 126-569 119-1038 serie_terme_somme.RMS126569.tex 1+1 concours

mi(a=2): (32 <k +(n—k)?<(k+n—k?decf=>7"  J5<u, <> (%)?dcu,—0et ) u, dvg. m2som.

riemann u,, ~ —— 01 w2+(dlx_x>2 cvgssia>2.m3 Cor. Pc-Psi 06-17 o = 2:etudede f(x) = 22+ (n—2)? pr maj./min.

B0 20026787 PRACIRS 4614 S0 a8 Géneral sin <7T(1 n \@)n) ?

Int. pas dans Oral originel : on pourra d’abord étudier la série ) _sin (w(\@ —1)™)
RMS 132-1158 126-767 serie_sin(pi(sqrt2+1)"n).RMS126767.tex 1+1 concours
sinv,, = sin(r(v2 —1)") ~ (r(vZ—1)") Ok v, = S0 (D(~DF(V2)Fru, = 7(1+V2)" = S7_ (1)(V2)kr de

v, +u, = EE::/S] (g3)2%2m = 2N de sinw,, = sinv,,. Ok.

Ex11 %2 Naturede Z (a € R), p,, étant le nombre de chiffres de I'écriture décimale de n.
pan®

Série donnée par Terme de signe alTerné

CSSA (Critere Spécial des Séries alternées) : Soit ) (—1)"u,,, une série alternée telle que
e Lasuite |u,| décroit
* Lasuite a une limite nulle : limu,, = 0, ce qui équivaut a lim |un| =0

+00
Alors la série S (—1)"u,, converge. De plus, le reste de la série vérifie : |R,, | = ’ Z (—1)kuk‘ < |un+1|
k=n+1

Ex 12 FEtudiez la nature des séries de terme général suivant :

eal

(—1)" 1 o 1 : 5 (=" (="
T @\/ﬁm (—1) s1n<7<_1>n+\/ﬁ) £ sin (my/n?+a?) mlnn—l—(—l)" Tim

N PSI °ri le : e de terme gell _:
Cl% ﬁi]_l(_ﬁoglﬁe)ge”Ncea 1 d la Sg]_‘l z fral In < %) .
E ture nn

RMS 132-1160 convergence_serie_In(1+(-1) n_sur_sqrt(n(n+1)).RMS1321160.tex
—1)n
Uy, = % +O(n—12) > u,, cvg.



BUral oA E3 8 P ol R 28106 de sgries afterpges) JEG T — 5 45,
n+1
1) Montrez S,, ~ =

2) Montrez que 7,, admet une limite finie et que celle-ci est positive.
1) [2013: Naturede > (7., —1T,,).]
2) [2013: En déduire que (7,) converge vers une limite ¢ < 0 puis que S,, ~ (—1)
%) [2013 : Nature de la série Y- <~ ?
RMS 134-954 124-1238 ' exorecupere.1241238.tex 1+1 concours
Q1 apcr Sy, < S5, 1 < S5 1 < Soni1e Song1 —Sop1 ~ % ps somm., Sy, 1 —S; ~ v/22y/n. ok. id av. pairs. Q2
(Tap>Tony1) adj. Ty N\ 2008 QLt,q —ty = sp49 =5, = (=1)"2(Vn+2 =Vt 1) = (-1)" (57 ~ 3732 + )

n+1ﬂ]
5 -

ou = (—1)”% CSSA. 3 cvg. 2013 Q2 CSSA et ler terme (t, —t1) = V2 —/3 < 0,dc S,, =t,, 4 —t; =<0
ett; =v2—2<0,donct, | —£<0.t, =2s,+(—1)""V/n¥1 = s, = L(t, + (—=1)"/n) ~ (—1)" % 2013 Q3
B = T~ vt~ ai1 +O0Gan) X dve
EI;’%}:;SI?%%Wﬁlﬁemwfg%dire de la nature d’'une série de terme général v,, = (7;1/?: + n22 7 +o( 273 )?
RMS 127-1288 serie_alternee.RMS1271288.tex

Cor. Pc-Psi 06-17

s Y3701 (sér igcﬁ%f{f.%,r@ i@'@ﬁﬁ fgfgﬁlﬁ@ebage s’annule pas sur N. Etudiez la convergence de la série
Z (_1)77, P (n)

Q(n)
RMS 132-701 serie_alternee_fraction.RMS132701.tex

. . . -1
p=degPq=degQ.sip > qu,+0.51q>p+2 Ju,|~ I\%’\‘nq{p LOk.siq=p+1u, =515 (a,+0(3)(1+0(3)) =

byi1n
e U 4 o( ) Ok

bpr1 m
Mines: Ponts PSL 2021 8 -2019 (natuye série plumériguighein)
Ex17 - ffgbg? Soitu(n: (cosh(q—sn— 105 .
n
1) Déterminez, si elle existe, la limite de u,, lorsque n — +o00, notée /.

2) Déterminez la nature de la série > (u,, —¢).
% ) Etudiez la convergence de la série Y (—1)"(u,, —¢). [Question absente en 2019]

Romain Desloges 2021 | RMS 130-697 serie_(ch(1surn)-1)N(sinh(1surn).RMS130697.tex 1+1 concours
Uy, =exp(—20n 24 o(lnpy) g 2ln 2 4 o) S, 1) dvg, Bertrand. Y (—1)" (u,, — 1) cv.

Mines-Ponts PSI 2023 (Permutation série harmogiqug) X# ) ) (_1)’%1

Ex18 - 23070201 On admet H,, = % =Inn+~+o(1). On définit aussi pour k € N*, u;, = —

k=1

1) Justifiez la convergence de ZZ:; uy, et calculez sa somme.
2) On définit une bijection de N* dans N* de la maniére suivante :
k|1 2 3 456 7 8 9 10 11
ok)]1 3 2 5 7 4 9 11 6 13 15

%) Calculez Z;:z U (1)
pdf Michael Delafontaine commutation_serie_harmonique.23070201.tex
Q3 3k—2k, 3k + 14k + 1,3k +2—4k + 3 Q3 S, = —3 H,, + H,,, — 2 Hy, — 31In2.

Série donNEe pAR TERME iNTEGRAL

Déterminez o (k) pour tout k € N*.

Critére de Majoration / Minoration : Soit (u,,) une suite positive.
* On suppose il existe une série Y  v,, convergente tq u,, < v,,. Alors la série > u,, converge

* On suppose il existe une série ) | w,, positive et divergente tq u,, > w,,. Alors la série ) _u,, diverge
Note : Dans les 2 cas « plus petit que diverge » et « plus grand que converge », on ne peut rien dire.

Ex 19 Etudiezla nature des séries suivantes de terme général :

+o0 dr 1/n (n+1)m n+1 1 n
/ - & SLQZQ dr @)/ eVigintdt / de / x—ndvc
. T3 —x o V14 e . 14+ o 14+z+-+=x



CCP PC 2010 (série de terme intégral) & 1
Ex20 - 1211147 Pour toutn € N, on pose a,, :/ t"V1—t2dt.

0

1) Montrer (a,,) décroissante. Calculez a, en utilisant le changement de variables ¢ = sinu. On donne a, = é

1
2) Montrer que Vn €N, a,, 5 = i4a . En déduire que a,, ~a,, ;.
n

% ) Montrer que la suite de terme général (n+1)(n+2)(n+3)a,a,, ., est constante. En déduire un équivalent
de a,,. Quelle est la nature de la série de terme général a,, ?
RMS 121-1147 serie_terme_integral. RMS1211147.tex
Qlag=%a; =% Cor. Pc-Psi 06-17

n

1+2

1) Déterminer la limite de (u,, ). Etudier la monotonie de (u,, ).

2)) Donner une relation entre u,, | et u,,. En déduire un équivalent de u,,.

% ) Nature de la série de terme général u,, ? Nature de la série de terme général (—1)"u,, ?

1
Ex21 Onposeu, = / dz pour tout n € N.
0

dt
113"

irélle P_I%Z})i (éefze de terme i tegml a indéterminée) X 1€

u?L
Soient (u,, ) une suite réelle a termes positifs et (v,, ) la suite définie par v,, = /
0

1) Montrer que (u,,) converge vers 0 si et seulement si (v,,) converge vers 0.

2) Montrer que les séries de termes généraux u,, et v,, sont de méme nature.

% ) Le résultat de la question précédente reste-t-il valable si (u,, ) est a valeurs dans | — 1, +o0[?

RMS 127-1029 serie_terme_integral. RMS1271029.tex
QlF= fox .. bij. de [0, +o0[ vs [0, I[ dc F~!(x)—0 qd 2—0 Q2 u,, bornée dc u,, 1+M3 <w,, <u, Cor. Pc-Psi 06-17

Yy Porjsyg kP (série intégrale) ¥ £
1) Montrez que la fonction F': x — / (m|sint| —2) dt est bornée sur R*.

. . °° m|sint| —2
2) Déterminez la nature de la série de terme général / i

t
nm
RMS 133-717 serie_integrale. RMS133717.tex
Qljl;k+1 —f [~mcost—2z] =0. F(nm)=0pssikr <z < (k+1)7 \_\f | <7(2+7) Q2ipp.
(2 1
Note: F(%)=0cr foamsm /™. = —farcsin@/ﬂ) w. Flz)=m+ (fl)k“wcosx — (m—kw) av kr <x < (k+1)m. (vr fich.

ex0.RMS133717.mws).

B2 PO SBY e SHpe Lo ()

1) 5/2:calculezlim/,.3/2:0n admet lim7, =0
2) Calculez I, —|— I +2 [2()19 (on fera le changement de variables u = tant)] .

1 n
%) En déduire Z ) Ind : faire apparaitre un télescopage. [2019 : pas déduire, pas indication]

4) Montrez que la série de terme général ) (—1)"I, converge et calculez sa somme.

RMS 133-1383 130-1266 serie_ altemee > (-1)~n_int_0Npisur4_tan™(t).RMS1301266.tex
Q1lim/, =0.lebesque [tan"t| <1.Q21,+1, o = n+1 Q31In2 oar cont. deln en 1. Q4 on fait S+ Z“’C (—1)"1,, .o d'olr
S=35+1 1In2

Par paquets : Si série cvg, cvg pr paquets av. m. somme. Réc. ok si u,, > 0 ou Igr paquets majorée et u,, — 0.

Mines-Ponts PC (série intégrale avec indéterminée) ¥ 1
Ex2% - 22091702  Soit f continue sur [0,1], a valeurs dans R et u,, = / flz)x™dr

1) Montrez que si Zu converge alors f (1)=0.
2) 5/2: ' :
OralPC* p297 int_0M_flx)x"n.220917.tex

ST v (Séréeoif%,ti’%%{f)ntﬁ U, = fo /2 cos" t sin(nt) dt
1) 5/2:Montrez que (u,,) converge. 3/2:0Onadmetlimu, =0

2 ) Montrez que, pour tout n € N, w,, | — U, = =7 — U,
%) Quelle est la nature de la série > | u,, ? Donnez un équivalent de la somme partielle de cette série.

RMS 133-726 serie_integrale. RMS133726.tex

Q2u, 1 —u, = j(;ﬂ/z cos"tsintcos((n+1)t) etipp Q3 u,, .| —ug=H, 1 —5S, .1 +uydcS, ~Inn.

Série dONNEE PAR TERME RECURRENT oU RACINE d’éQuATioN




Si f est continue, 1a limite (« éventuelle ») d'une suite récurrente u,, , , = f(u,, ) vérifie £ = f(¢).
Quand on étudie une série a terme récurrent, on a en général f(0) = 0, et méme, souvent, c’est la seule solution.

Si f est croissante sur un intervalle I et que les termes de u,, sont dans cet intervalle (a partir d'un certain rang
N), alors (u,,) est monotone (a partir du rang N).

ERDPI 2{ S04 5359 e d'équation) KA
1) Pour n > 1, montrez que 'équation 2" + nz = 1 possede une unique solution positive, que I'on note u,, .

2) La suite (u,,) converge t-elle?
% ) Déterminez un équivalent simple de w,,.

1
4) Déterminez la nature de la série Z n! (——u,).
n

RMS 130-1233 serie_racine_de_x"n+nx-1=0.RMS1301233.tex
Q1 pair et impair; Q2 par tvi0 < u,, < %.QSuQ — 0dcnu,, —1 —0dcu,, ~ l Q4x l—u > 0 et nx,, — 0 puis
exp(nin(+ —z,)) —nz, =0=nz, +exp(—nlnn) + o(exp(—nlnn)) puis nz, ~ -1 enfin |2 Va1 L]~ (nil)”Jrl —et<l.
ok.

B8 2H 288 T AV ARSI S ARG B 0E 6, =1 -

1) Etudiez la convergence de cette suite.
2) DA©terminer la nature de la sA©rie de terme gA©nA®©ral (—1)"a,,.
3 ) DA©terminez la nature de la sA©rie de terme gA©nA®ral a?.

4) [* 2013: Etudiez la sA©rie de terme gA©nA©ral In ( Sntl ) En dA©duire la nature de la sA@rie > a,,] .

RMS 130-1235 124-668 serie_a_terme_recurrent_u_n+1_equal_I-exp_moins_un.RMS124668.tex 1+1 concours
Ql a,,, = fla,) f ~ flz) < x dc a, \, eta, > O dc (a,) cvg. £ = f({) = ¢ = 0. Q2 CSSA Q3
ml :a,,. = a, — 305 +o(a) = (4,41 —a,) ~ —zap. Or Y o(@k1 —ax) — —aq. Ya;, cvg. m2 :
a® = a%(l—%a, +..)% = a2, —ad ~ Fai'! ps a = —1 donne pr somm. a,' ~ % puis a?-5. Q4
Sy = lnaNH —lnao — —00. Y dvg.In “2:L = In(1— 7an +o(a,)) ~—35a,.>. a, dvg.

Ex29" 20{41‘%]'“22022 %%ls'%g{grégég ARt l%%feﬁm%rﬁ%" r%{@% pourn € N, u, ; = sin(u,). ¢

1) Etablir la convergence de cette suite et déterminer sa limite.

2) En considérant u,,, ; —u,,, montrez que Y u2 converge.

%) (Question absente en 2024 du fait de la durée de 10mn) En considérant In(u,, . ; ) —In(u,, ), montrez la série
S u? diverge. & [2018 : pas le résultat] .

Matteo Dussault 2024 | RMS 132-1161 130-1344 127-1294 | BEOS 7073 | Odlt 25-202 serie_u(n+1)=sin(un).RMS127142.tex

1+5 concours
Qlu, ; <wu,et0<u, 1 <1\ cvgvers /. sinl =/ < £ =0.Q2 série Zunﬂ u,, cvg ssi suite u,, cvg. ok. et
Uy 1 Uy, —%u?’ Q3 série > In(u,,, ;)—In(u,, ) cvgssisuiteInwu,, cvg.:nonetln(“ ”“)—ln(l 1/6u24-o(u2) ~ —1/6u?.

. a 1 —
Note: u,, ~ Y= (par up | —ug — 5 avec a = —2 et moyenne de Césaro).

E@@ﬁPqnfﬁb@‘)ﬁZ (séries a terme récurrent) ¥

1) Etudiez la convergence et calculez la somme éventuelle de la série de terme général u,, définie par u, =1
et, pour toutn € N,u,, ; =In(e*» —u,,).
2) Etudiez la convergence et calculez la somme éventuelle de la série de terme général «,, définie par v, € R
et, pour toutn eN, v, ; =e"» —1
RMS 133-714 serie_a_terme_recurrent.RMS133714.tex
Qlz= f(z)dce® =e® —xdcax=0psentl =e¥n —u, dc S, =e"0 —e"n+1—e—1.Q2v,,1 >v,.sivg>0,v,  +oo,
sivg <0,v, /" 0etv? | =vd(1—%v, +..)psv, ~ 2.

IMT PSI 2013 (suite récurrente ) § w, +u? )
Ex?1 - 1271292  Soientu, €]0,1]et, pourn >0, u, ;= % Montrer que la série ) _ u,, converge.

RMS 127-1292 suite_recurrente.RMS1271292.tex
U, — 0 ml(me): % — . m2:accfinis |f/(z)| < k < lapcr. Cor. Pc-Psi 06-17

AUTRES




Sila série 5" u,, converge absolument, cad " |u,,| converge, alors la série 3" u,, converge.
S |un| diverge, on ne peut rien dire a priori. Réciproque fausse : exemple, la série harmonique alternée

$ (=~

Sila suite u,,—~0, la série > u,, diverge.

Produit de Cauchy : Soient 2 séries ) u,, et Ev alors la série « produit de cauchy » des 2 séries ) u,, et

> w,, est définie par la série Y w,, avec w,, E UV _f = E Uy Vg = E u,v,

p+q=n
Siles 2 séries > _u,, et > v, sont absolument convergentes, alors la série produit de Cauchy converge absolu-
+o00 +00 +00
ment et sa somme est le produit des sommes, cad : E w,, = E U, X E v,
n=0 n=0 n=0

Ex%2 #y Soit(u, ), décroissante tq la série () u,,) cvg. Etablir u,, = o(%). Indication : Majorez nu.,, en util.
N\
Ex33 ¥z, Soit > u,, une série a termes positifs convergente. Montrez que les séries > nu,, et » | R, sont
de méme nature. Comparez leur somme, le cas échéant.
Ex%4 Soit une suite (u,,) a termes strictements positifs tq ) _ u,, diverge.

1) Etablir que Z Z—” diverge. (On pourra raisonner par l'absurde et utilser le logarithme)

Sn dg

2) % Etablir que Z converge ssia > 1. (On utilisera Z— = Sa
n

n Sn—l

Ex 7 ? Soitz tq|z| < 1.Montrez, en utilisant un produit de Cauchy'de deux séries que (> _(n+1)z™) converge
1

t 1)z
e Z n+ ( P
Ex%6 &
n
1
1) Onpose 4, = E sink. Etablir |A,,| < ————
P | si 1/ 2l
sink = 1 1 A
2) Utilisez la tn tion dAbel’ sur 5, = S *2" cad montrez S, = Af——>—"
) Utilisez la transformation el”>sur S, 2% cad montrez Z & (k P -
%) En déduire la convergence de la série Z sinn
4 ) Montrez que la série Z T e converge pas absolument. (On pourra utiliser | sinn| > sin®n).
Ex37 *#; Etudiezl 1
X #> Etudiez la série complexe Z T

Ex%8 #, Sommation des relations de comparaison
On consideére une série a termes réels ) | u,, et une autre a termes positifs > " v,,.
1) On suppose ZU convergente. Montrez
+00 +00 +00
:>Zuk— (ka> :>Zuk—0<zvk) uannﬁzuszvk
2) On suppose ZU dlverggntne Montrez e e

ﬁzu,ﬁ (Z k) ézuko(z k) unwnﬁgukwgvk

k=0 k=0




