Ex 1

1 a—
V42T,

11 suffit de remarquer que 201" vaut 2 ou % selon la parité. Par suite u, = 0 et le critere de majoration-minoration d'une

série positive amene la divergence de la série par la minoration :

1 1 1

Up = — > ~—
Va+200"n T /n+2n 2n

[ (ch\/myZ:un ]

Onremarque u, = 0 (car cosh x = 1) et on utilise I'équivalent usuel cosh x ~ %ex . Onrappelle que l'équivalent d'une puis-
sance fixe est la puissance de I'équivalent (ou autrement dit, on peut « mettre» un équivalent a I'intérieur d’'une puissance
fixe):
-2 1 -2
Up = (chvlnn) ~ (E exp ( lnn)) =4 exp(-2VInn)=v,

On applique le critere « n% v, » qui prouve la divergence (a < 1 et lim = +00) :

ntv, = exp(lnn—Z\/H)

Wn
Par croissances comparées, w, ~ Inn — +oco et composition de limites avec I'exponentielle lim n' v,, = e*® = +o0 Le critére

d’équivalent s’applique par positivité, on en déduit la divergence de Y u,

Remarque: Attention! a ne pas mettre I'équivalent al'intérieur de 'exponentielle. On w’a pasexp (Inn—2v1Inn) ~ exp (Inn)

(qui est égal a n par ailleurs).

m\a a
> (—) —arctan’ n = u,
n=0

De l'inégalité arctan x < %, il vient immédiatement u, = 0, puis :

i 5 (3] -anean ()] 2 (31" (5~ (o)) < 3)"- (5~ 23 vol) )

e e T e 4 R B B )

=(z)“(1_1+2_“ 1_2a@-D LM(L))N(Z)“ 2al_ 27 L

2a-1 p

¢ (1) On utilise I'identité arctan x + arctan% = % pour x =0
*(2) Dldearctanen 0 car % —0

*(3) Dlde(1+u)%en0a3termescar u=—

BN

%+o(#)—»0

Dul’équivalence du terme = 0 de cette série au terme général de la série harmonique divergente . % il vient }_ u, diverge.
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arctann . arctann
up, = arccos|\/ ———— —arcsin|/ ———
/2 T

On utilise la formule arctann + arctan% = 7, valable pour n > 0 et qui permet % — 0. Il vient :

arctann ——arctan— 11 1 1 21 21 1
v/ =y E—t =y |--2 +o(—) —y/> 1———+——+o( )
n 3 nd nt 2 xn 3w nd nt

1 11 1 1 1 1 1 1 1
V5 1_____2_2+0(_2) AN N ) 0(_2)
2 T n 21’ n n V2 Vemm 2v2m2 n n
Ensuite il faut « composer » avec les dls de arccos et arcsin, mais on n’est pas « en» 0, mais « en» f Ici, mettre en facteur « le

plus fort» sert a rien. Le plus simple est sans doute de chercher les dls en —=. Comme on n’est pas en 0, la méthode usuelle

f
est d’effectuer le changement de variable u = x — \%2 — 0 et on procede par dérivation, pour x — \sz :

1 1 1 1
— (1—2\/§u—2u2)
—_——

V1-x2 \/1—(u+\[)2 \/ V2 u-u? \/; -0
—\/_(1——( 2V2u - Zu) (—2\/§u—2u2) +o(u2))=\/§+2u+4\/§u2+0(u2)

-1/2

(arcsm(x))

On applique le théoreme de primitivation du dl sans oublier le « ferme constant » qui est ici arcsin(%) =2

b3 4v2 b4 1 12 4v2 1,3 143
arcsinx = = + V2u+ u® + —\/_u3+0(u3) =— +\/§(x— —) +(x— —) + i (x——) +0((x— —) )

4 3 4 V2 V2 3 V2 V2

J’en profite pour rappeler qu'un dl en x = a s’exprime en fonction des (x — a)¥. Pour arccos, on trouve :
1 w 1 1\2 4V2 143 13
six — — arccosx=——V2[x——|-(x—-—=| - == [x-—]| +o|[x-—
v 1 V2l ) -5 ) el 5

En fait, il n’y a pas besoin de calculer si on se rappelle que arccos’ = —arcsin’ et par suite arccos”) = —arcsin” et le théoréme

de Taylor ' -Young? : Si une fonction est n fois dérivable en a, alors le dl d’ordre n en a est :

fl/( )

(n)
@)’ +-+ fn( )(x a"+o(x—a)"

f)=fl@+fx)x-a+

(x—
Dong, si vous avez bien suivi, on change juste les signes, constante exclus. Terminons le dl a1'ordre 2 :
( 1 1 1 1 N ( 1 )) ( 1 1 1 1 N ( 1 ))
U, =arccos| —-——— - - — — arcsin| —— — - - —— — 4+ 0| —
" V2 V2mono 2y2p2 n* o \n? V2 V2mn 222 n? \n?

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 1
V- ) m ae A E rme  ) )el)
o tol)

On conclut par u, ~ %% Ceci prouve que la série est a termes posotofs, tout au moins a partir d'un certain rang, le critere

d’équivalent s’applique donc : le terme général de la série Y u, étant équivalent auterme général de la série harmonique

divergente, la série Y u,, diverge.

1. Brook Taylor : mathématicien anglais (1685-1731).Son nom est resté attaché au développement en série entiére.
2. William Henry Young : mathématicien anglais (1863-1942). Contributions en analyse.
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=Y

p, In*k
y
On utilise la comparaison série-intégrale pour déterminer un équivalent de a,. On
pose f(x) = In2(x) qui est croissante sur chacun des 2 intervalles [k — 1, k] et [k, k +
1], pour k = 2. Par suite :
hP ) {---- f
k k k+1 k+1
f In? x dx sf In® kdx =ln2k=f In® kdx sf In® xdx
k-1 k-1 k k /
n n k n n k+1 n+1
f Inxdx=) [ In*xdc< ) In®k< ) f In® xdx :f In® xdx
1 k=2Jk-1 k=2 k=2Jk 2

k-1 k k+1 X
Reste a calculer une primitive de In? x. On suppose connu que xInx — x est une primitive de Inx (par une ipp). On pose

u’:lvzlnzxuzxv’zzh‘Txpuis
1
flnzxdx =xln2x—fx22dx =xln2x—2(xlnx—x)
X

Si on revient a notre encadrement, on arrive a :

n 1 n+1
nln®n-2nlnn+2n-2= lnzxdxsu—sf In®xdx = (n+ DIn’(n+ 1) -2+ DIn(n+ D +2(n+1)-2In?2+4Iln2—4
1 n 2

On a immédiatement, a gauche, nln? n—2nInn+2n-2~ nln®n.
Cherchons un équivalent de, a droite, w, = (n+1)In>(n+1) —2(n+ 1)In(n+ 1) + 2(n+1) - 2In?2 + 4In2 - 4 ~ nln® n. On
peut tout de suite écrire w, ~ (n+1)In?(n + 1) car les autres quantités sont négligeables en +oo (par le rapport tend vers0,

croissances comparées). Ensuite

2 2 Y 2
(n+DIn’(n+1) = (n+1) (ln[n(1+%))) =(n+1) (lnn+ln(1+%)) = (n+1) (Inn+o(nn) ~nn’n

(1) In(1+i)~Lcarl —oetd=o(nn)

— On reconnait une série de
nln“n

Bertrand, mais ce n’est pas au programme. On peut néanmoins savoir qu’elle converge. Malheureusement, le critére n%u,,

Le théoreme d’encadrement des équivalents nous améne alors ML ~ nln? n. Il suit u, ~
n

tres utile, ne fonctionne pas sur cet exemple (il ne fonctionne pas pour une puissance de n égale en dessous a 1). Il faudrait

refaire une comparaison série-intégrale, mais cette fois-ci on peut épargner les détails. Si on a bien compris son mécanisme

(qui est le méme car la fonction est monotone), on calcule la primitive de ﬁ qui est % (je vous laisse y réfléchir). On

arrive ensuite a un encadrement, mais on ne prend que la majoration :

il<fn+ldx‘1 1 _1
= kIn’k " Jo»  xIn?x In2 Inn~ In2

On a prouvé que les sommes partielles de la série étaient majorées. Comme la série est positive, ceci prouve sa convergence.

Ex 2 Soient ) u, et ) v, deux séries réelles positives convergentes. Montrez }_ /u; U, converge.

1
On rappelle I'inégalité a retenir ab < > (a® + b?) : elle provient du développement de (a— b)?> = 0. On 'applique icia a = /iy,
et b=,/v,.llvient alors:

1 1 1
Os\/unvnsé(\/un2+ vnz)séu,ﬁivn
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Du critere de majoration des séries = 0, comme les séries ) u, et }_ v, convergent, il suit que la série }_ \/u, v, converge.

IMT PSI 2022 (équivalent somme) #

2n
Ex?  Trouvezunéquivalentde ) —— en utilisant
k=n+1
(i) une comparaison série-intégrale (ii) les sommes de Riemann

k+1 dx 1 ko dx
La fonction x — \% est décroissante d’ol1 'encadrement : f — < — < ——, la 2¢ seulement pour k = 2. Puis, on
. EOVEVE VR

somme ces inégalitésde n+1a2n:

2n
YN TN

2n+1 dx 2n k+1 dx 2n 1 2n k
2(\/2n+1—\/n+1)=f “ f - L f ax _
k L -1vVx Jn Vx

n+l ﬁ k=n+1 \/; k=n+1 VK k=n+1

Ona2(v2n-+n)=

2(v/2—-1)y/n et on effectue un petit dl pour obtenir un équivalent de la quantité de gauche :

BT <A )il 2) ) k)l ot )

2n
1
:2((\/5—1)\/E+o(ﬁ))~2(\/§—1)\/ﬁ
2n 1
Par le théoréme encadrement des équivalents, on conclut Z — ~~2(V2-1Vn
k=n+1
%1 122"\/5,93,1"—1\/5 1i1 1\/_1i1 1
—_— = —_— = — —_——_—— = n — J—
ket Vi VI Zga Vi k=1 Vk+n n =1 ’Z<+1 2n =1 %+1 v2n

)

n
3)
"’;\/ﬁsn—\/%f’b\/zfol dx :ﬁ[Z\/x+1];=(2\/§—2)\/ﬁ

* (1) Changementd’indices k — k+n

*(2) On reconnait une somme de Riemann dans la quantité du type S, = 1 Z el f ( ) (ou Z ) Attention! Y" k=0

n'est pas correct car un des « rectangles d’approche déborde » de I'aire concernée, ou de l'intervalle [0,1] si vous pré-

férez (faites un dessin). Ici f(x) = ﬁ, fonction qui est bien continue sur [0,1]. Le théoréme s'applique : S, —

1 _de _
b=
*(3) Comme#0,S, — Iameéne S, ~ I. D’autre part =o(y/n)
1
Ex4 Etablir la convergence et calculez la somme de Z —_—
n?+3n+2

1

On a immédiatement que u, = Traniz 2 Du critere d’équivalence d'une série positive a une série de Riemann *
n’+3n+ n

convergente, Y. # avec a =2 > 1, il vient que la série }_ u, est convergente. Ensuite, on fait une décomposition en éléments

1 a b -1 1
simples (je ne mets pas les détails) : = + = +
243n+2 n+2 n+l n+2 n+l
On calcule ensuite la somme par téléscopage :

+00 1 N -1 1 N+1 -1 N -1 1
> L i Y e Y I
=y n?+3n+2 N—+oojgn+2 n+l N—tooiZn+l /= NH+ooN+2 1



Mines-Ponts PSI 2021 (somme et convergence d'une série) § #
Ex 6 Soit, pour n €N, u, = vn+avn+1+bvn+ 2. Déterminez les couples (a, b) pour lesquels la série de terme général

u, converge. Déterminez alors sa somme.

On effectue un développement du terme général u,, de la série, en utilisant le dl de v'1 + x lorsque x — 0 :

orS

Uup,=vn+avn+1l+bvn+2=vn+ a\/

[N (TPTIRE RS UEL) AT I NWES))
— —_—
01/ n?) O(1/n?)
(1+a+b)\/_+( a+b) \/lﬁ +(_%a—%b)%+0(#)

e Sil+a+b#0, u,~{1+a+b)y/n+0. Lasérie) u, diverge grossierement.

1 1
e Sil+ta+b=0et %a+ b#0, u, ~ (5 a+ b) ? Du critére d’équivalent d'une série de signe constant (signe de %a+ b),
n
a une série de Riemann? divergente, il vient que la série Y u,, est divergente.
1 1 1 1
eSil+a+b=0et %a+b=0 (qui se résoud en a = -2, b =1), Il vient u, ~ (——a——b) ouméme u, = 0|——=|.
8 2 3/2 nd2
Des criteres usuels sur les séries positives, on en tire que }_ u; converge.
1)

+00 +00 N N N N
Youp=) vn+vn+l1-2vn+27=" lim ) vn-2vVn+1+vVn+2= lim ) Vvn-2) Vn+1+) Vn+2
n=0 n=0 N—+o0 ;5 N—+o0 ;5 n=0 n=0

)

N N+1 N+2
=" lim Y vn-2) Vn+) vn= lim VO+V1-2vV2+-2VN+1+VN+1+VN+2
N—+00 ;5 n=1 n=2 N—+oo

1 2 11 12 1 3
= lim 1-2v2+VN 1+ —=+4/1+—= lim 1-2v2+VN 1———+1+——+ — -—2v2
Neoo va VTN N) N vz ( 2N o T )) 2 v2

~~

1

N—+o0 2
* (1) Attention!ane pas couper la somme infinie en 3 car les 3 sommes divergent, il faut d’abord passer par la limite

pour avoir des sommes finies

*(2) Onré-indice pour télescoper les 3 sommes.

CCP PC 2005
Ex 7 Soit ) > U, une série convergente a termes strictement positifs.

Vu
Etablir que les séries Z Y2 et Z e Vi convergent.
n

n=1

On utilise I'inégalité usuelle ab < %az + %bz qui provient du développement de (a— b)? = 0. Ici, a = /i, et b= %

VUn - 11

1
S-Upt+-—
n "2 " 2n2

0=

Lasérie ) u, converge par hypothése et la série ) # aussi, par critére de Riemann. Par sommation et le critére de majoration

d’une série positive, 1a série demandée converge.

C’est un peu plus compliqué de trouver un majorant de la deuxieme expression. En fait si on fait un dessin, on s’apercoit que

e~ % < x. Il reste a le démontrer. Comme x = 0, cette inégalité équivaut a %e‘” * < 1. On conclut : par croissance comparée

hmo e /¥ = 0 et donc, par propriété de limite, cette quantité est inférieure a 1, pour x assez proche de 0. Comme Y. uj,
2 qis . N 1 . -1/ uy,

converge, on en déduit u, — 0 puis, donc, a partir d'un certain rang 0 < e < uy.

Le critere de majoration d'une série positive nous améne la convergence de Y e~1/4»



Mines-Ponts PC 2015 | Centrale PC 2008 (série de terme sous forme de snomme) x* 24

Ex 9 Soit @ > 0. Nature de la série de terme général u,, = —?
E 8 kg’lk“+(n—k)“

i 1 1 i 1 @D s @ fl dx

Uy = _— = ~

n = k*+(n-k* no = (%)a+(1_k)a noe-1 5" nel Jo x*+(1-x)2

*(1) La fonction f:x — m est continue sur [0, 1] , le dénominateur ne s’y annulant pas. Par suite la
X -X

somme de Riemann S,, = % Yo f (%) converge vers l'intégrale fol flx)dx.

* (2) il faut vérifier que cette intégrale (qui sera alors 'équivalent en vertu de limS,, = ¢ # 0 < S, ~ ¢) n'est pas

nulle. Cela provient du fait que la fonction est continue et > 0 sur I'intervalle, donc son intégrale aussi.

On en déduit alors que la série Y u, converge ssi @ > 2.

IMT PSI 2021 | Centrale PSI 2015 (nature d'une série) ¥ 29
Ex10 Nature de la série de terme général sin (n(l + \/5)")?

Ind. pas dans Oral originel : on pourra d’abord étudier la série }_sin (n(\/§ -

1) On constate que 0 < v2 -1 < 1, par conséquent (v2—1)" — 0 puis u, = sin(7(v2-1)"") ~ n(v2 - 1)". Du critére
d’équivalent d’'une série positive A une série géométrique convergente (car sa raison vérifie |2 — 1| < 1), il résulte que la

série ) u, converge.

2) Premiere remarque : ici les termes ne sont pas nécessairement positifs et la série n’est pas alternée donc il n’y a pas
beaucoup de critéres du cours qui « marchent»... On peut avoir alors I'idée usuelle de regarder la suite des sommes partielles
S, = ZZ:O sin(m(1 + \/Q)k) mais on sera vite bloqué. En fait, toute I'idée est dans le ... et dans 'utilisation de la question
précédente et de la formule du binéme de Newton * :
" [n _k =k ®on\ . _x =k n k
AV2-D)"+1(V2+ )" =1 Y | |DF1 V2 e Y [ 1RV2 =2 Y V2
R - =0 \k i=o \k k pair \k
Ay By = = P

—_—
N

k étant pair, V2" est entier et par suite N est entier, soit A; + B, = 27 N. 1l suit donc que sin B, = —sin A,,. Comme la série

Y A, converge d’apres la question précédente, il suit que la série ) B, converge aussi.

1
Ex11 % Nature de ) " (a€R), p,, étant le nombre de chiffres de I'écriture décimale de n.
n

On commence par constater que pour 1 < n <9, le nombre de chiffres dans I'écriture décimale est p, = 1, pour 10 < n < 99,
cest p,, = 2, pour 100 < 1 < 999, c'est p,, = 3. Plus généralement pour 10* < n <101 -1, p, = k+ 1. En passant au In /

donc conserve I'inégalité :

1 I
kIn10<Inn<In(10"1 - 1)< (k+1)In10 = —t —1<k< — = k~ 0
In10 In10 In10

4. Isaac Newton : anglais (1643-1727). Partage avec Leibniz la découverte du calcul infinitésimal. Connu pour la formule du binéme et la méthode

éponyme d’approximation des zéros d'une fonction.



1 In10
pnn® Innn?
On reconnait une série de Bertrand ° (Je ne refais pas la démo ici) : on a donc que la série Y u,, converge ssi a > 1.

1
Je vous passe les détails pour la preuve de I'équivalent (1 = o(Inn)). On en déduit p,, = k+1 ~ % puis u,, =
n

Ex12

¢ C’est bien une série alternée car nlnn =0

* |uyl= ﬁ — 0 immeédiatement.
e Onsaitque n / etlnn /. Par multiplication de termes positifs, nlnn / aussi, puis |u,| \

La série }_ u, vérifiant le CSSA, elle converge.

1
Javnrenr

Cette série n'est pas alternée, malgré le (—1)", elle est positive, on se contente donc d’appliquer le critére d’équivalent :

up ~ +. La série diverge donc.

sin(nvn?+a?) = uy, ]

Il n'est pas évident que cette série soit alternée, ni d’ailleurs que |u,| \,. On effectue donc un petit développement :

[6)) P 2 2
= sin ey [1+ 25) = sinfen{1+ 5% 4 0( ) )) =sinfan+ L+ o( )
u, = sin|zn\/1+—| = sin|nrn|{l+-— +o0(— =sin(rn+——+o0(—
" n? 2 n? (n3) 2 n (nz)
3) 2 @ 2 2
—_~ no. (@ 1 —~— W7 a 1 nta 1
= (-1 s1n(——+0 — ) ="(-1 (——+o — ): -1)"'——+o0o|l—
1) 2 n (nz) -1) 2 n (nz) 1) 2 n (nz)

Un Wn

* (1) Onmetle «plus fort» en facteur pour ramener a un dl usuel en 0.

*(2) Commeu= Z—z — 0, on utilisele dlen 0 de 1+ u = (1+u)'/2. Je rappelle que pour une série on développe jusqu’a
un petit-o absolument convergent, mais ceci doit étre a la fin. Donc en cours, on développe un peu plus ou un peu
moins ... Ici a cause du 7 initial, on développe jusqu’a un 0(#)

*(3) Onasin(u+m)=-sinuetsin(u+ nmr) = (—1)" sin u. Idem pour cos u

*(4) ATlintérieur du sin, la quantité — 0, on effectue un petit dl en 0 jusqu’a un o( #), dong, ici, un seul terme.

* Lasérie ) v, converge, par application immédiate du CSSA.
» Lasérie ) w, converge par le critere petit-0 d'une série positive convergente : série de Riemann avec a=2> 1.

Par somme de 2 séries convergentes, la série ) u, converge.

5. Joseph Bertrand : mathématicien frangais (1822-1900).



=n" _
Inn+ (1"

n

On peut « comprendre / supposer » que il est peu probable que |u,| \,, cadInn+(-1)" / par conséquent on ne pourra sans

doute pas utiliser le CSSA. On effectue un donc développement de u,, :
1) n n n ) n n
-1 -1 -1 1 -1 1 1
~ (-1 _ (-1 (1 + (-1 ) -~ ~ (1) 1- (-1 N ol )
Inn(1+ G Inn Inn Inn Inn  In?n  Inn
(-n" 1 (-n" 1
= + +o(——)

Inn  In?n In®n

Up

In®n

* (1) On metle « plus fort» en facteur, cad ici In n, pour avoir du 1+ — 0.
*(2) Comme u= ﬁ — 0, on utiliseledlen0de (1+u)~! = ﬁ Je rappelle que pour les séries, on sait a quel ordre

effectuer le dl : jusque a un petit-o d'une série absolument convergente (ou positive convergente), si c’est possible ...

Maintenant, il faut comprendre que 1'on y arrivera jamais par cette méthode. En effet, on aura toujours des o(ﬁ) etla
série ). ﬁ est toujours divergente. .. On va ici utiliser la méthode des équivalents successifs. Suivez bien le raisonnement :
on se sert du développement asymptotique précédent (ce n’est pas un dl), ce n’est donc pas du temps perdu.

"

Inn
pas en déduire que la série }_ u,, converge! Le critere d’équivalent ne s’applique pas ici.

eOna u, ~

= v, (par le da). La série ) v, est immédiatement convergente par le CSSA. mais attention on ne peut

1

* En reprenant le da, on a I'équivalent u, — v, ~ “n = wy,. Or la série ) w, diverge (on peut reconnaitre une série
n“n

de Bertrand mais ce n'est pas au programme). Pour le prouver, le plus simple est le critere n%u,. On prend a = 1, puis

limn'w, = lim # = +o0. On termine en remarquant que ici le critere d’équivalent s’applique, puisque w, est positive. La

série ) u, — v, = t, diverge donc et comme u, = t,, + v, (diverge + converge), la série }_ u,, diverge.

Navale PSI 2021 (convergence série alternée) § g5 1"
— )2
vnn+1) )

Ex17% Nature de la série de terme général In (1 +

On effectue un dl de u;,. Je rappelle qu’il est en général préférable de développer de I'intérieur vers 'extérieur, cad on ne
commence pas par développer le In, et que I'objectif est que le dl final comporte un 0( 7) avec a > 1 (c’est souvent a = 2,

=§s’ilyades vn,..):

(1 o ) (1 V"1 L) S i EU 1L )

Vnn+1) n(l+3)12 n 2n
- (=17 1
=ln(1+ ) —%4-0(?))
(3)
-7 1(=1") 1y 1/=1D" 1(-1") 132 (D" (=1") 12
S o) sl o) el - o)
) L o LR I
n 2n? n?
Un Wn tn

¢ (1) On met en facteur le « plus fort » dans la racine, soit n?, pour avoirdu 1+ — 0

¢ (2) Commeu= % — 0, on faitundlen 0de (1+u)~!/2. Comme on a remarqué le % en facteur, on I'effectue seulement

1

alaprécision -, car on l'aura a la précision iz (regardez la ligne d’aprés si vous ne comprenez pas bien)

*(3) Comme u= (_rll) (2312) + 0(—) — 0, on utilisele dl en 0 a'ordre 2 de In(1 + u)
°(4) Le 0(( D (27112) + 0( )) est unb petit-o du « plus fort », soit - oz

8



* Lasérie ) v, converge par le CSSA (immédiat).

1

* Lasérie ) w, converge absolument, donc converge, car |wn| =57

série de Riemann convergente.
* Lasérie ) t,, converge par le critére petit-o car . # est une série convergente positive.

Par sommation de 3 séries convergentes, la série }_ 1, converge.

Petites Mines PSI 2013 (autour de séries alternées) ¥ &5
Ex14 Pour n € N*, onnote s, = Y.7_, (—DFVEket t, = sy + Speq.

1) Nature de Y (t;+1 — tn)-
2) En déduire que (¢,) converge vers une limite £ < 0 puis que s, ~ (—1)" ‘/TE

% ) Nature de la série ) é ?

1) Oncalcule t,41 — 1y = Spi2—Sp = (D" 2Vn+2+ ()" Wn+1=(-D"(Vn+2-Vn+1).
Comme vn+2—+vn+1 =0, cest donc une série alternée. Pour prouver la convergence le premier réflexe est d’essayer le

CSSA et, notamment, de regarder si elle (sa valeur absolue) décroit. On choisit la méthode de la dérivation :

d 1 1 vn+l—-vn+2
—|Vn+2-vn+l|= - = <0
dn( ) 2vVn+2 2vn+l 2vn+2vn+1

Reste a prouver — 0. Un petit dl suffira :

o' warz- v =0 (Va2 - va(ie =) ) s conva((teg 2 v - (1 52w o) )~ i

2vn

—0

2) On aura remarqué le télescopage des termes : S, = Zzzl (tx+1 — tx) = ty+1 — f1. Comme Q1 a établi la convergence de
la série Y. (f,+1 — t), cela entraine (équivaut) la convergence de la suites des somme partielles S;,. On en déduit que la suite
+00

(tn) converge etvers £ = Y (fx41— fx) + 11.Ona f; = -2+ v2<0.
k=1

Quant a la somme infinie de la série alternée ) t,,.1 — t,;, comme elle vérifie le CSSA, le cours nous apprend qu’elle est du
signe du premier terme, soit f, — t; = —v/3 + /2 < 0. Je vous rappelle qu'on a méme un encadrement plus précis, si besoin

est, par les sommes partielles (d’'indice) paires et impaires.

On a donc démontré t;, = s,4+1 + 5, — £ soit encore, comme sp,41 = S, + (-1 1V +1, que 2s,+ -)"'Wn+1—flce qui
s'écrit encore 2s,, + (—=1)""'vn+1 = ¢+ 0(1) puis 2s, = (-1)*vn+ 1 + o(y/n). Finalement 2s,, ~ (-1)*vn+1 ~ (=1)*/n. On

a bien le résultat de I’énoncé.

Remarques

e Jerappelle le résultat général, utilisé plus haut, que je ne redémontre pas ici, la série )" u, — u,_; converge ssi la suite
(uy) converge. Il sert surtout dans le sens droite-gauche, pour prouver qu'une suite converge, car il n'y a pas beaucoup
de critéres de convergence pour le suites (a votre programme, il n'y a guere que « croissant majoré » ou « décroissant
minoré»).

« Comme cela sert a la question d’apres, je reprends 2s,, + (-1)""'v/n+1 = ¢ + o(1) en le développant :

1 1 1
25n+ (D" n+1 =25, + (D" V(1 + =) =25, + ()" Va(1+ oo o(=)) =25, + (-1D""'Vn+o0Q1)
n n n

Il suit le développement de s, a deux termes 2s, = (-1)"v/n+ £ + o(1)

2(=n"
%) llyaun petit piege ici, des questions précédentes on déduit — ~ D
Sn Vn

tement par le CSSA mais on ne peut pas en déduire la convergence de la série ) é car le critére d’équivalent ne s’applique

= wy, et cette derniere série converge immeédia-

9



pas ici : les termes ne sont pas positifs. On va chercher I'équivalent de i — wy, en se servant de la remarque plus haut :

w =
Sn " Sn VN Sn VN

1 B \/ﬁ_z(_l)nsn B (_1)n+l (_1)n+l P __2[

_1n+l 25,) ~
(0" Vi 2s) = O~ —

La série harmonique }_ _TN diverge mais ici le critére d’équivalent s’applique par la positivité. On en déduit que la série de
terme général x,, = SL — wy, diverge. Comme si = X, + wy, somme d'une série convergente et d'une série divergente, la série
n n

Y i diverge.

TPE PSI 2016 (série alternée) § #5

-n 2
Ex12 Que dire de la nature d’une série de terme général v, = % o O(T/B)?
n n n
1)
=Dt 2 1
=1t s T olaE)

—— =~
(7 wy tn
* Lasérie ) u, converge par le CSSA (immédiat).
* Lasérie de Riemann ) w, diverge car % <1
¢ On ne peut rien dire sur la série ) ,, car c’est le petit-o d'une série divergente.
Il faut procéder autrement par une autre méthode, on utilise les « équivalents successifs» :
e On a v, ~ u, mais on ne peut pas conclure a la convergence de ) v, car les termes ne sont pas positifes : le critére
d’équivalent ne s’applique pas.
e Ona v, — uy, ~ wy. Ici, par contre, le critére d’équivalent s’applique car le terme est positif. On en déduit que la série
Y vy —uy diverge. Via y, = v, — u, puis v, = u, + y,, la série Y v, diverge par sommation de la série convergente Y u,,

et de la série divergente )_ y;,.

Mines-Ponts PSI 2021 (série fraction rationnelle complexe) X P(n)
n

Ex16 Soient P, Q € C[X] tels que Q ne s’annule pas sur N. Etudiez la convergence de la série Z(—l)" m
n

On pose P(X) = ZZ:O aka avec ap # 0, soitdegP = p et Q(X) = ZZ:O kak avec aq # 0, soit deg Q = g. On peut commencer

par remarquer :

lapl 1

P(n) — 1 A
~ oo 7w = O(5z). La série converge absolument, donc converge.

Q(n)

* Si g < p, le terme général ne tend pas vers 0, la série diverge donc. IL est plus correct de le démontrer proprement car

e Sig=p+2,alors ’(—1)"

les coefficients sont complexes. On a u;, — 0 ssi |u,| — 0 et |u,| ~ l‘Z—Z:n”’q. On est ici dans R*, plus de souci, la
limite est immédiate et vaut ou +oo (Attention ! pas de limite co dans C) ou l‘Z—Z:.
Reste a étudier g = p + 1. On effectue un petit développement :
a,nP + 0(nP=1) a,+03) 1 1 1\-1  a, (-1)" 1
ty = (-1)" = P (g 001+ 00) =T o
bpy1nPH +0(nP) bpy1n+0Q1) byi1n n n bpr1 n n

—_ n . , . P _ n . A N
Lasérie ). % converge immédiatement par le CSSA et donc la série o). % aussi, pour a € C. De méme, critére grand-0,
la série converge, méme dans C, (c’est la convergence absolue car u; = O(#) ssiluyl<M # dans un voisinage de I'infini).

Par sommation, la série ) u,, converge.

Mines-Ponts PSI 2021 €% -2019 (nature série numérique) #£5
. 1 sinh(1/n)
Ex17  Soitu,= (cosh(—) - 1) .
n
1) Déterminez, si elle existe, la limite de u,, lorsque n — +o0, notée ¢.
2 ) Déterminez la nature de la série }_(u, — £).

%) Etudiez la convergence de la série ¥.(-1)"(u, — ¢). [Question absente en 2019]
10




1)
Up = exp( sinh(l) ln(cosh[l) - 1) )
n n
——
vp—0 wy,—In(0)=—o00

Forme indéterminée : on cherhche un équivalent simple de « chacun» :

L] l}n ~ %

e Méthode 1 (standard) : on fait un petitdl :

1 1 1 1
wy, = ln(ﬁ + O(ﬁ)) = ln(ﬁ(l + 0(1))) = ln(ﬁ) +In(1+0(1)) =-2Inn-In2+o0(1) ~—2Inn

Méthode 2 (efficace) :
1 1 L . 1
cosh —- 1~ 522 l—» 0, on compose avec In (limite programme) : w,, ~In (ﬁ) ~-2lnn
—2Ilnn

— 0 et par composition de limites avec exp, u, — e° = 1

Finalement v, w, ~

Remarque : Attention! a ne pas mettre 'équivalent dans exp! (on ne peut composer les équivalents)

2)
1 1 11 11 1
Uy = exp(smh ln cosh(n) 1) ) = exp( (ﬁ + O(F) ) ln(ﬁﬁ ST +0(?) ) )
11 11 1
:exp( —2 ln(z n2(1+ﬁm+0(m)))
1 11 1
= ( +o—2 (—21nn—1n2+1n(1+En—+o(n2)))
1 11 1
_exp(( +o(?))( 2lnn- 1n2+E—+o(n2))
Attention! a bien écrire dans I'ordre de négligeabilité. Attention! au petit-o

(—21nn+—ln2+ (lnn))

=ex o(—-
P n n?
. 3 Inn . 1
Attention! on ne peut pas développer plus que —- donc éviter de mettre du—;
n n

—2lnn -In2y 1/-2lnn -In2,2 Inn
=1+ + = + +0o(—5

( n n ) 2( n n ) ( n? )

—2lnn  -In2 _In’n Inn Inn
=1+ + +2— 21n2— +0(—)

n n n n
—2lnn . Inn o e . . ;
Onau,—-1~ . La série Z —— diverge (par comparaison série-intégrale je ne le retraite pas ici car déja dans d’autres
n

endroits dans le cours)) et par critere d’équivalent, comme u,, — 1 de signe constant, la série }_(u, — 1) diverge.

Ex19
1/n ﬁ r
fo V1+x2 g

L'avantage des séries-intégrales positives est, assez souvent, le critére de majoration-minoration d'une série positive permet

de conclure. Inutile de chercher a calculer I'intégrale, en g(ﬂléral elle ne se calcule pas. On cherche plus précisément a



majorer (ouminorer) par une intégrale qui se calcule (cad la fonction-intégrande se primitive). Le probleme est de « deviner »
sila série converge ou diverge pour majorer ou minorer, sinon il faudra essayer les deux. On a clairement u,, = 0 et on conclut

alaconvergence de Y u, par:

. flln JE fl/n Vx o x32ym 2 1 (série de Ri 3 1
< U, = — < -_— = [— = = — serie de Riemann convergente — >
"l Virez b Y1 U32lo T3 pd2 8 2

(n+1)m
f e Visintdt = Uy
n

/4

Il n’est pas immédiatement visible que cette série est alternée mais en considérant le signe de sinus qui est, je vous rappelle
du signe de (—1)" sur l'intervalle [ n7, (n+ 1) ], on le comprend. On va montrer que cette série vérifie le CSSA :

¢ La série est bien alternée : on effectue la changement de variables u =t —nr du = dt :
T T
U, :f e VUM T sin(u+ nn)du = (—1)”[ e VU sin(u) du
0 0

et la positivité de la fonction-intégrande amene la positivité de I'intégrale.

* La suite u, — 0 (je le rappelle équivalent a

up| — 0). On utilise \/x = \/ax sur 'intervalle [0, a] qui est un résultat

de convexité : x — /x est concave et y = v/a x est la corde de [0, a] (faites un dessin) :

T b/ _1 T 1 1
|14 sf e~ VNt qy sf e Vinihmu g, [—e* (D | —(1_67 <n+1mn) _——— 0
0 0 Vin+Dn 0 Vin+Drn' ——r—) Vnm

Lutilisation de la convexité permet d’intégrer / primitiver (simplement par une fonction usuelle) la fonction exponen-
tielle, ce qui est impossible avec la racine dans I’exponentielle.

* La suite |u,| décroit. Par croissance de 'intégrale, il suffit de démontrer la décroissance (par rapport a n) de la
fonction-intégrande sur [0,7] : Vu+nn < Vu+n+r = u+nasinu<vu+n+)rsinu

parce que le sinus est positif sur [0,7 ]

Remarque : On peut démontrer plus facilement u,, — 0, sans la minoration de convexité, par le théoreme de convergence

dominée de Lebesgue qui est trés utile et trés important mais, aujourd’hui, on ne I'a pas encore vu en cours. Bientét...

CCP PC (série de terme intégral) @
1

Ex 20 Pour tout 7 € N, on pose an:f t"V1-t2dt.
0

1) Montrer (a,) décroissante. Calculez g en utilisant le changement de variables ¢ = sin u. On donne a; = %
n+1

2) Montrer que VneN, a2 = ﬂan. En déduire que a; ~ a,+1-
n

% ) Montrer que la suite de terme général (n + 1)(n + 2)(n + 3) a,an+1 est constante. En déduire un équivalent de a,,. Quelle

est la nature de la série de terme général a,, ?

omme 0 <7 < 1, on a immediatemen = < uls, par positivite, 0 < - = - et nalement, par
1) C 0<t<l immédiat t0 < ¢t" < " puis, par positivité, 0 < t*v1 - 12 < t"*1v/1 - 12 et final tp

croissance de l'intégration, 0 < a, < ap+1.

/2 /2 /2

1 sin(Qu) wuinl2 7w
—(cos(2u)+1)du=[_+_ _T
2 4 2 1o 4

1
ao:f V1-1t2dtr = \/l—sinzucosudu:f
0 0 0

cos® udu :f
0

12



n+1

1
2) Oneffectue uneippavecv=t"" ' =tV1-2 vV =(n+ Dt" u= —31- )32, u et v sont bien C' sur [0,1] :

1 1 1 pn+1 1
Anes :f L1 — )12 g = [ L tz)s/z] N f 11— 1232 g
0 3 0 3 Jo

n+1 ! n+l 1 1 n+l
= ft”(l—tz)(l—tz)mdtz—(f t"(l—tz)mdt—f r"+2(1—t2)“2dt)= (@ — Ant2)
3 Jo 3 0 0 3

On obtient ensuite 3a,+1 = (n+1)an+1 — (n+ 1) a,+2 puis le résultat demandé.

11 faut penser a utiliser la décroissance de a, pour trouver I'équivalent demandé :

n+1
an+2=0p+1=ap = an = Aap+1 = an
n+4
Comme Zi}l ap ~ a,, = ay,, le théoreme d’encadrement nous donne bien a;, ~ a,+1

%) Pour clarifier la démonstration, posons u, = (n+1)(n+2)(n+3)a,a,+1. On vérifie :
n+1
Upr1=(n+2)(n+3)(n+4d)aps1ans2 = (n+2)(n+3)(n+4)dn+1mdn =Up

On en déduit u;, = ug = 6apa; = % puis (n+1)(n+2)(n+3)axan+ = % et en utilisant la question précédente :

(n+1)(n+2)(n+3)az~z = a2~Z ! - = 61n~i
L) "o2m+)(n+2)(n+3) 2n8 V2 n3/2

Le critere d’équivalent a la série de Riemann positive ) # convergente car % > 1 amene la convergence de la série }_ a,.

Centrale PSI 2016 (série de terme intégral a indéterminée) ¥ &1 g5 4
t

1+

Un
Ex 22 Soient (u,,) une suite réelle a termes positifs et (v,,) la suite définie par v, = f
0
1) Montrer que (u,) converge vers 0 si et seulement si (v,,) converge vers 0.
2 ) Montrer que les séries de termes généraux u, et v, sont de méme nature.

% ) Le résultat de la question précédente reste-t-il valable si (u,) est a valeurs dans ] — 1, +oo[?

1) D’apres le théoreme fondamental de 'analyse, comme f: t — # est continuesur [ = | —1,+o00[, F: x — [; f(0)dt

est continue sur I, donc si u;, — 0, limv,, =lim F(u,) = F(lim u,) = F(0) =

On suppose v, — 0. F est dérivable sur I et F'(x) = f(¢) > 0. On en déduit F strictement monotone et continue sur I, donc
F bijective de I sur f(I) = | lim_; Flim,o F[ 30. F~! est continue (et méme C! d’ailleurs puisque F' = f # 0 d’apres le

cours) et F~1(0) = 0. Comme plus haut, on en déduit u,, = F! (vp) — Fl0)=0

Un

2) Comme u, =0, vy = J; 1+t3_

fou” 1d¢ < uy,. Donc par critere de majoration d’'une série positive (v, = 0), si la série

Y u, converge, la série )_ v, converge.

Si la série ¥ u, converge, la suite u,, — 0 donc est bornée (par M). Par suite on a v, = f”" 1+M* = ﬁ u,. La série Y u,

convergence par critere de majoration d'une série positive.

%) Si u, avaleurs dans ] —1,+00 [ , 1la 2¢ partie de la Q2 fonctionne encore mais sans doute pas la 1* partie. En tous cas, la

démonstration proposée n’est plus valide.

Si Y u, converge, u, — 0 donc est bornée, et ses termes sont a valeurs dans [m,M] < | —=1,+oco[, avec m < 0 si up

prend des valeurs négatives. Si u, = 0, pour 0 < 7 < up, 17 3/13 < f(p) = ce qui donne un encadrement de v, par uy :

1+0’

< v, < u,, comme vu en Q2, mais si u, <0, pour u, <t <0, 1+0 < f(n =

HMs Un = avec —1 < m < 0 qui amene

1+m3

I’encadrement, comme les bornes sont « a l'envers», 1 U, < v, < u, et pour appliquer le critére de majoration d’'une série
3
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positive, il faut écrire :
1

u,=z0= v, <u, Up<0= —-v,<-
1+m3

Un

Il faudrait donc, pour appliquer le critere de majoration, avoir une série qui converge pour les termes positifs et qui converge
. 2. P2 —_ n . 2

pour les termes négatifs. Lexemple de la série alternée usuelle convergente ) % montre qu’on n’a pas toujours ce résultat :

divergent. Un contre-exemple devrait donc venir d'une série alternée.

les séries Y ﬁ et) — 2n1+1

F étant la primitive qui s’annule en 0, et sachant qu’on peut primitiver un dl, c’est du cours, a l'intérieur de I'intégrale on a

- 3 4 1.4 5\ Qi ; _ 1,4 5
m 1- 1>+ 0(t*) ce qui amene F(x) = O+x—zx"+olx ). Si ) u, converge, u, — 0, puis v, = Up — 3Up + 0(uy). Peut-on
trouver u, tq la série ) v, diverge? La série de terme général u,, = C 11,)4 convient. Je vous laisse réfléchir a la preuve usuelle

(cvg + dvg + cvg).

Mines-Ponts PSI 2022 (série intégrale) ¥ &
Ex23%

X
1) Montrez que la fonction F: x — f (7|sin t| — 2) dt est bornée sur R™.

+o0 r|sin | —
2 ) Déterminez la nature de la série de terme general = dt

1) Le probléme est la valeur absolue : on peut se rappeler que sin ¢ est du signe de (—1)¥ sur [km,(k+1)m] et remarquer :

(k+1D)m (k+1)m
f (nlsintl—Z)dt:f w(-DFsinr—2)dr =
kn kn

(k+1)
n(—l)k(—cost)—Zt]kHﬂzn(—l) (-DF-(=D**Y)-27=0
T

Puis pour ny entier tel que n,m < x < (ny + 1)7 (cad ny = L%J) :

nx 1 pk+)m X X
‘F(x)| f f+f f|: (nlsintl—2)dt|sn(n+2)
km NyT nxm
1 1
2) Uneipp avec u =mlsint|-2 v= p u=F(t) v':—? amene, en se rappelant via Q1 F(nn) =0
+00 grlsint F(p)q+ oo F(t oo F(t T(w+2
f | | | H (£) y+o0 f (2)dt]: f (2)dt’s (2 2)
nm nm t nmn t - n

Le critere de majoration d’une série positive permet de conclure a la convergence absolue donc la convergence.

CCINP PSI 2022-2019 (série alternée avec terme intégral) #
Ex24  Onpose I, = [ *tan” (1) dr.

1) 5/2:calculezlim ;. 3/2: on admetlim,, =0
2) Calculez I, + I,Hz [2019 : (on fera le changement de variables u = tan t)] .

‘oo (__ )n
%) En déduire Z
n—O

Ind faire apparaitre un télescopage.

4 ) Montrez queia série de terme général ) (—1)" I, converge et calculez sa somme.

1) On commence par remarquer que l'intégrale existe puisque f;,(#) = tan” (¢) est continue sur I = |0, T | fermé.

¢ Etude de la convergence simple de la suite de fonctions (f,,) sur 1 :

0 si0=st<%
. —+00 4
On remarque, pour 0 < £ < %, 0<tant <1 puis: tan"(z) ner

b=

ir==
1 sit=7
Convergence simple sur I vers la fonction continue par morceaux f

* Hypothése de Domination sur | :

Vtel, VnelN,

f(0] = tan" (0] <1=¢(
On a déjaremarqué que 0 <tant<1lpour0<t<7%

¢ est intégrable sur I :la fonction constante-1 est contfizfue sur le segment borné I = [0, 7 |



/4
Par application du théoréme de convergence dominée de Lebesgue® lim I,, = f=0
0

2) On utilise le changement de variables u=tant C' de [0,% ] sur [0,1] ona du = (1+tan®£)ds

/4 /4 1 1
I+ Lo =f tan” ¢ + tan"? ¢t d¢ :f tan” t(1 + tan? 1) dt :f udu =
0 0 0 n+1
%) Lasérie converge immédiatement par le CSSA puis :
-i—io (_l)n +00 % N
= (_1)n(12n +Irpep) = lim (—l)nIZn + (—1)n12n+2
n=o2n+1 ;5 N—+00 ;5 n=0
N N+1 . N n/4 P
= lim "L, + D" L,= lim (-DVI + Iy = I =f 1dt = —
N~+oo,,;0( ) Iop nZ:i( ) 2n N_>+oo( ) hyy1+1p=1o A 2

Remarque :11y a une autre méthode a bien connaitre (mais qui ne convient pas ici a cause du en déduire) qui est le passage
+00 (_ 1) n
alalimite en 1 dans le DSE usuel du cours arctan x = Z -yt

vraie, a priori, sur | —1,1
= 2n+1 » 4 priot, =11

4) On montre d’abord rapidement la convergence de la série alternée }_,(—1)"I,, parle CSSA:
* Série alternée car I, = 0 car tan”(¢) 20 pour 0 < ¢ < 7.
e lim 7, = 0dapres Q1.

e [, \\ par croissance de l'intégrale puisque tan™*1(¢) < tan” () puisque 0 < tan(f) < 1.

Ensuite on pose S = Z;‘z’% (=1)"I,, puis on al'idée de sommer avec Y. (=1)" 4> a cause de Q2 :

M oo Lyn @

+oo +00
S+ ) (D"Inz= ) (“D"Un+1In2) = ) 2
n=0 n=0 =0 n+1
3 +00 +o0 @ "
=S+ Z (—l)n_zln:8+ Z (—l)nln = ZS—(IO—II):ZS_Z+f tan tdr
n=2 n=2 0

5)
b4 /4 T | T 1
=28—Z+[—ln|cost|]o :ZS—Z—ln(—) = In2 = | S==+-In2

NG 8 4

¢ (1) On applique Q2

*(2) Somme « classique», qui n’est pas stricto-sensu du cours mais presque, que j’ai déja redémontré ailleurs et que
je ne reproduis pas ici.

*(3) Onreprend au début et on réindice

*(4) Ilen manque 2 dansla somme.

*(5) Onreprend le calcul de la 1% ligne

Mines-Ponts PSI 2022 (série intégrale) X 25
Ex 26 Soit, pour €N, u, = [7'*cos” tsin(nr) dr

1) 5/2:Montrez que (u,) converge. 3/2:0n admetlimu, =0
2) Montrez que, pour tout n €N, Uy — Uy = ﬁ — Ups1

% ) Quelle est la nature de la série ) u;, ? Donnez un équivalent de la somme partielle de cette série.

1) On utilise le théoréme de convergence dominée de Lebesgue :

* Etude de la convergence simple de la suite de fonctions (f;,) sur [0,7] :

6. Henri-Léon Lebesgue : mathématicien francais (1875-1941). Reconnu pour sa théorie de l'intégration initiée dans sa thése de 1902 « Intégrale, lon-

gueur, aire».

15



0 si0=<st<Z
, i —+00 2
Pour0<t<7%,0<cost<1puis f,(t) = cos” tsin(n?) Lo,

b=rw®

0 sit=7 carsin(nz)=0

Convergence simple sur [0, | vers la fonction continue par morceaux f

* Hypothése de Domination sur 0,7 ] :

T
Vte[O,E],VneN,

fnm| <1=¢0)

¢ est intégrable sur [0,% | comme fonction continue sur un segment.

Le théoreme s’applique lim u,, = [ 2 f=0

2)

/2 /2
Ups1 — Up =f cos™ ! ¢sin((n+ 1) 1) — cos™ ¢sin(nt) dt =f cos” t(cos(8) sin((n+ 1)) —sin(nt)) dt
0 0

1)
=

@
~ [ _

/2 /2
/ cos" tsintcos((n+ 1)) dt "=
0

n+l nf2 n+1 .
?cos tcos((n+1)t)]0 — cos tsin((n+1)¢)dt
0

1
n+1

—Un+1

* (1) On applique cosasinb—sin(b— a) =cosbsina

*(2) Ippavecu =cos"tsint v=cos((n+1)t) u= —ﬁ cos™lt v =—(n+1)sin((n+1)1)

1

%) Lasuite (u,) converge, donc la série }_ u,+1 — 1, converge et d’apres Q2, la série ), o

— uy4+1 converge. Comme la série

1

harmonique .

diverge, nécessairement la série }_ u,,; diverge. En sommant I’égalité de Q2, il suit :
n

n n 1 n
Y U1 — Uk =Uns1—Up= ) 1 Y Upir
k=0 k=0 K+ k=0

En notant H, = ¥}, % et se rappelant H, ~ Inn (par une comparaison série-intégrale), en notant S, usuellement les
sommes partielles de la série Y uy, il vient S;4+1 = Hy41 — Up+1 + Uo = Hp41 +0(Inn) ~Inn.

a

TPE PSI 2019 (série racine d’'équation) ¥ &5
Ex 27

1) Pour n = 1, montrez que I'équation x” + nx = 1 posséde une unique solution positive, que I'on note u,.
2) Lasuite (u,) converge t-elle?
% ) Déterminez un équivalent simple de u,,.

1
4) Déterminez la nature de la série Z n! (——uy).
n

1) Onpose f,(x) = x" + nx — 1. f, est dérivable sur R et f,,(x) = nx""! + n. On est obligé de distinguer 2 cas selon la parité

de n car le signe de x”*~! + 1 change selon.

n impair n pair
X —00 0 Un 1 +00 X —00 -1 0 uUn 1 +00
frx) + fh(x) - 0 + + +
+00 +00 +00
n—"_ n—
fa(x) -0 fa(x) \ 0
/ /
—00 -n




Pour 7 pair et n impair on fait le méme raisonnement : f, est continue et strictement croissante de R* sur [ —1,+oo[, elley
induit une bijection : il existe donc une seule racine notée u, sur R*. Comme f,,(0) = —1 et f,(1) = n, il résulte du théoréme

des valeurs intermédiaires que 0 < u, < 1.

2) On doit trouver plus de choses sur u,. Comment faire? malheureusement, il n'y a pas une seule réponse, il faut analy-
ser... Des fois on peut essayer de démontrer u,, monotone en considérant le signe de f,+;(u;) : si par exemple, on trouve
fn+1(uy) = 0, on en déduit f5,11(u,) = fre1(Un+1) et de la croissance de fj+1, on en déduirait u, = u,4;. Mais cette mé-
thode ne marche pas bien ici. Une autre idée est d’affiner le théoréeme des valeurs intermédiaire : on essaye f,(1/2) =
(1/2)" + n/2 — 1. Comme (1/2)" + n/2 -1 — 400 on en déduit a partir d'un certain rang (apcr) que f;(1/2) = 0 et le tvi
donne alors 0 < u,, < % On revient alors a f;,(u,) = uj} + nu, — 1 = 0. Lencadrement précédent amene 0 < u); < (%)” donc
u? — 0 puis nu, —1 — 0, puis nu,, — 1 qui ameéne a u, ~ %, donc u,, — 0.

%) Puisque uy, ~ %, la série }_ u,, diverge par critére d’équivalent d'une série positive.

1

4) On écrit usuellement u, = 3 + yn, avec y, = o(%), ¥n <0 et on injecte dans I’équation pour trouver un équivalent de u,.

1 1 1 1
(yn+ Z)n +n(yn+ Z) =1 = -ny,=exp (nln(yn—i- Z)) = exp(nlnz +nin(l+ nyn))

IMT PSI 2019 | Mines-Ponts PSI 2013 (série a terme défini par récurrence) #
Ex 28 On s’intéresse a la suite définie par ayp >0 et a,y1 =1 —e %,

1) Etudiez la convergence de cette suite.
2) Déterminer la nature de la série de terme général (—1)"ay,.

%) Déterminez la nature de la série de terme général a.

4 ) % 2013 : Etudiez la série de terme général In ( ”";1

z ) En déduire la nature de la série }_ a,, .

La suite est définie par une récurrence ce qui rend plus difficile I'étude de la série.

1)

On se rappelle le théoréme de base sur les suites récurrentes

X —00 0 +00
an+1 = f(ay) :si f est continue, alors les limites éventuelles ¢
i . . g'(x) + 0 -
de la suite (a;,) vérifient f(¢) = ¢ (d’ailleurs méme +oc0).
0
Dans cet exercice, f(x) = 1— e *. On pose g(x) = f(x) —x =
g(x) / \

—e™*—x+1 et on cherche ses racines par une étude des varia-

. —0o0 —00
tions. g est dérivable surRet g'(x) =e * -1

g(x) = f(x) — x = 0 ayant donc comme seule solution 0, la suite (a,) ne peut converger que vers 0 (tant mieux pour I'étude
de la série...). Mais elle pourrait aussi diverger... Les criteres de convergence de suite , il n'y en a pas beaucoup a votre

programme : croissant majoré ou décroissant minoré. On écrit :
an+1—an = flap) —an=glap) <0

La suite (a;) est décroissante. Montrons par récurrence que a, = 0. Elle sera donc minorée, donc convergera, donc conver-
gera vers la seule limite possible qui est 0 comme on vient de le voir.
* 2(0) : ap=0.Ok.

* Supposons 2 (n) vrai, soit a, =0, alors e~ <1 d’'oll uy+1 = f(an) =0. 2(n+1) vraie.

2) Par la question Q1, décroissance de |a,| = a; vers 0, et le critere CSSA, la série alternée ) (—1)"a, est immédiatement

convergente.
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%) Comme a, — 0, un petit développement asymptotique amene :
_ —ay _ Ly 2 15
apr1=1-e —an—gan+o(an):(an+1—an)~—§an

Or, la série ) (a,+1 — a,) converge ssi la suite (a,) converge (résultat a retenir, c’est du cours). Ici, la suite (a,) converge et

vers 0. Par suite, critere d’équivalent d'une série de signe constant, la série Y a’ converge.

4)

n n
Sp=), ln(@)zln(n @):ln(@)—»—oo

k=0 ag k=0 Ak ao

La série de terme général In ( Gl ) diverge donc. En reprenant le développement vu plus haut :

an

an+1| 1 1
ln(a—n) —ln(l— Ea"+ o(an)) ~ _Ea"

Du critere d’équivalent appliqué a une série de signe constant, il résulte que la série ) a, diverge.
Remarques

* En fait, il est possible d’avoir un équivalent d'une suite récurrente : il y a une méthode qui « marche» assez bien qui

ay+---+ap

utilise la moyenne de Césaro, que je suppose ici connue : si a, — ¢, — ¢.Laméthode est de chercher a tel que

as,, —ay; — ¢ #0 (ce n'est pas toujours possible)

an

- 1, 2
an+1=1-e :an—Ean+0(an)

1 a a a
=aj,, =aj (1 —5an+t o(an)) =ay (1 — 5 an+ o(an)) =ay - Eaﬁ“ +o(a?™h

-1 1

1
—3 On applique la moyenne de Césaro :

On prend donc @ = -1 quidonne a,,,; — a,,
n-1¢,-1 _ -1 -1_ -1 -1
Yiola, 1 —ay)  a, —a 1 a, 1 1 1 2
= — - = —n~—-carq, =o(a,) = | ap~ —
n n 2 n 2 n

. . 2
¢ Pour avoir un 2¢ terme du développement de a,, en général, on procéde comme suit : on pose a, = — + y, avec
n

1
¥n = 0(—), on injecte et on se « débrouille» ...
n

+ =1-ex (——— )
n+1 In+1 P n Yn
2 2 2

—1——+0—):—+ ——(——+ ) +o(—

“(1-— o)) ==+ yu=3( ==+ ) +o(=)

-2 -4 2 4 1

—Zrols)=m+g+o(5) =y~ n=— =5 +o(-3)
CCP PSI 2022-2021-2018-2016 | TPE PC 2019 (série a terme récurrent) @5
Ex 29 On s’intéresse a la suite définie par ug € ]0,71/2[ et, pour n €N, U, = sin(uy,).

1) Etablir la convergence de cette suite et déterminer sa limite.
2) En considérant u,; — u,, montrez que ). ufl converge.

% ) En considérant In(u,+1) — In(u,), montrez la série ) uf, diverge.

1) Jerappelle un théoréme de base sur les suites récurrentes : toute limite éventuelle ¢ de la suite récurrente u,. = f(uy)
vérifie £ = f(¢) (en supposant f continue ce qui est toujours le cas dans la pratique). Attention ! a aussi prouver que la suite

converge! Pour une étude de série, on a en général f(0) =0 (\i%us voyez pourquoi?)



Pour résoudre sinx = x, on étudie g(x) = sinx—x: g'(x) = cosx — 1 < 0. g décroit strictement et est continue de R sur R, elle
induit donc une bijection : 0 est « atteint » une et une seule fois. On constate que c’est en 0 : g(0) = 0. Conclusion : la seule

limite possible de la suite (u,) est 0. Reste a prouver qu’elle converge.

Pour prouver la convergence, on commence en général par s’orienter vers 'étude de la monotonie. On sait, inégalité de
convexité usuelle, |sin x| < |x| mais la valeur absolue « géne» un peu. Par contre, pour x = 0,sinx < x. On démontre donc,
par récurrence immédiate, u, = 0 et méme d’ailleurs 0 < u, < 1 (je ne le fais pas ici). Il en suit u,4+; = sinu, < u, dot la

décroissance et par la minoration (par 0) la convergence.

1 u3, dl usuel en 0. On se rappelle le résultat important qu'une suite (v,)

2) Comme up — 0, Up+1 — Up = SiNUR— Uy ~ §

converge ssi la série }_ v,.; — v, converge, ce qui a le grand avantage de permettre d’utiliser tous les critéres de séries pour

prouver qu’'une suite converge (ol on a peu de critéres).
Comme u;°’1 = 0, on peut appliquer le critere d’équivalent sur les séries positives: 1a série }_ uf, converge ssilasérie ) v, —uy,

converge ssi la suite (1) converge, ce qui est le cas.

%) On utilise le dl de sinu,, car u;, — 0:

sinu 1 1
") =1n(1—€ufl+o(ui)) ~—gui

lnun+1—lnun=ln(ul:+1) =ln( ”
n n

Un raisonnement analogue a plus haut nous donne que la série Y. 12 diverge puisque la suite In 1, — In0 = —co diverge. Je

vous laisse le reproduire.

Remarque :Pour les éléves ambitieu, il peut étre utile de savoir qu'il est possible, dans certains cas, de trouver un équivalent

d’'une suite récurrente. C’est le cas ici. La méthode est la suivante et utilise la moyenne de Césaro que je vous rappelle (ce

up+-+up

n’est pas au programme) : si la suite u, — ¢ € R, alors la moyenne — / aussi.

On prend une inconnue a € R qu’on choisira ultérieurement, puis :

1 1 a a
ul —upy=(un- Eui +od)) - ul = uZ((l - Eufl +o(u?))” - 1) =ul(- Eufl +o(u?)) ~ —Euzﬂ

a_1

On choisit donc a = -2 pour que la suife uj,, | — uy converge (et alors vers —¢ = 3). Le théoréme de Césaro nous amene alors

que la suite :
L& 5 o W w1 5, n n+l V3
=Y ups —ut = ——— - = Uy~ ~ = up~-—=
n iz n n 3 3 3 vn

Cet équivalent nous donne alors rapidement la réponse aux questions 2 et 3 (je vous laisse y réfléchir).

1
Ex%2 Soit (uy), décroissante tq la série (3 u,) cvg. Etablir u, = o(;). Indication : Majorez nuy,, en utilisant \,

La série ) u, convergeant, on en déduit que la suite (1,,) converge vers 0. Comme par hypothése cette suite est décroissante,

et qu'une suite décroit vers sa limite, on en déduit que u; = 0. On nous demande de majorer nuy,, :

1) 2 L
~ = ~ =
nuyp= Up+---+Up = Upsl T U2+ F U = Z ur =R,
[ —

k=n+1
n termes 19



¢ (1) Résulte de la décroissance de u;,
* (2) Résulte de la positivité des termes et de la convergence de la série )" u,

Un _

Apres avoir remarqué que u, = o( ) équivaut a 7

nu, — 0, On va démontrer que les sous-suites paires et impaires

convergent vers 0. Le reste d’'une série convergente tendant vers 0 (cours), par encadrement :

0<2nuy, < 2R, et 0<@2n+Duspt1 =21 Upps1+ Uzps1 < 21 Upy + Un+
~—~ —— ~——

—0 —0 —0

Ex%7% ‘*’ Soit )" u, une série a termes positifs convergente. Montrez que les séries }_ nu, et }_ R, sont de méme

nature. Comparez leur somme, le cas échéant.

On rappelle, cas particulier dans les séries un peu plus difficiles, qu'une série a termes positifs converge ssi ses sommes

partielles sont majorées. Comparons donc les sommes partielles des 2 séries . R, et} nu, :

n n +00 (1) n m-1
YR=Y Y un =Y Y um+ Z Zum— Zmum+ Z (n+Dupy = Z M+ (n+ 1Ry
k=0 k=0 m=k+1 m=1 k=0 m=n+1 k=0 m=n+1
Pour comprendre l'interversion de (1), regardez le dessin!
k/\
nt------—-———---—--—--- -0 o L
n-1¢---------------2“-90 00 © o-=-==-=-=-=--
P - o o o 0-=-=====-
4 4
’ ’
4 ’
7 4 e m e e om oo
4 4
4 4
// ’,
2 , [ o ° o O=======-
1 L o G -=-======= o o o O=======-
0 o o o 0O——0——0 o o >
0 1 2 3 n n+ln+2n+3 m

Supposons la série ¥ R,, convergente.

Donc la somme partielle Y.}’ Ry est majorée (par M). De I'égalité plus haut et de la positivité de (n+ 1) Ry, il résulte que les

n n
sommes partielles de Y nu, sont majorées: Y mu, < Y Rp <M donclasérie Y nu, converge.
m=1 k=0

Supposons la série ¥ nu; converge.
Donc ses sommes partielles sont majorées (par M’). Egalement, le reste de cette série converge vers 0, on réalise ensuite
I'encadrement :

+00 +00 +o00o
Y kugz ) (n+Dug=(n+1) Y ur=m+DR, =0

k=n+1 k=n+1 k=n+1
On en conclut que la suite nR,, — 0 donc est bornée (par N'). En reprenant la formule plus haut, on peut majorer les
sommes partielles de la série }_ R,

n n
Y Re=) mum+n+DR, <M +N
k=0 m=1

De la positivité de R;, on en déduit la convergence de la sérieé§ R,.



Ex7%6

. . . " sink n-1 1 1 A,
1) Utilisez la transformation d’Abel” sur S, = ) ——, cad montrez S,, = Z Ay ==at=
k=1 k= n

L . sinn
2) En déduire la convergence de la série ) | ——.
n

. sinn . . .
% ) Montrez que la série Z —— ne converge pas absolument. (On pourra utiliser |sin n| = sin® n).
n

g Niels Henrik Abel : norvégien (1802-1829). Travaux sur équations algébriques, fonctions elliptiques et intégrales.

1) On calcule la somme Ay (x) = Zl’::l sin(kx) :

n n " n i (1) . 1—einx
A=Y sintkn = Y. Sm(e) = sm( Y %)= g (Z (€)%) = om (e — )
k=1 k=1 k=1 l-e
inx/2(,—inx/2 inx/2
_ %m(eix e : (e . —g )): %m(ei(”“)’dz —21s1n(nx/2))
elx/Z(e—tx/Z _ ezx/Z)

—2isin(x/2)
—_——
réel
,.(/ZL sin(nx/2) ( l-(nﬂ)x,z) B sin(nx/2) sin((n+1)x/2)

= —— Qmje =

sin(x/2)

sin(x/2)

(1) Laformule surlasomme des termes d'une suite géométrique s’applique pour la raison e’* # 1 (cad pour x # 2kn

sinon on aurait la somme égale a n et de partie imaginaire nulle). De toute facon, ici e’* vaut e’ = 3

*(2) Im(az)=almz, lorsque a est réel. Pour étre plus élégant, I'application Im : C — R qui a z associe Im z est (une
forme) linéaire sur le R-ev C... (on dit R-linéaire par opposition a C-linéaire). Par contre, cette application Im n’est

évidemment pas C-linéaire (en considérant C comme C-ev)

1 1
On en déduit immédiatement | A, (x)| < —————— et en particulier [A;| < —————
| sin(x/2)| |sin(1/2)]
2)
Effectuons la transformation d’Abel” sur Y7 _, % :
o)) 1
Losink o & A Akl o Ak & Akl & A T A
=) = LT L LTl 1
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=0 £+
nloo 1 A, Ay =1 1 A
R R | e I
=1 k +1 n 1 & k k+1 n

¢ (1) Laformule estimmédiate mais ne convient pas pour n =1 car Ag n'existe pas. On convient alors Ay =0...

. . " gsin(kx)
Remarque : Le lecteur constatera que cette « transformation » marche aussi pour S, (x) = Z Tk
k=1

%) La série). SiM converge ssi la suite de ses sommes partielles (S,) converge (définition!). En se servant de la question

précédente, comme |

= —I 1| — 0, La série ¥ S21 S converge ssi la suite ZZ:I Ak( T +1) converge. Or cette suite est

elle-méme la somme partielle de la série Y ,,~1 A, (ﬁ e ) qui converge si elle converge absolument :

1 14 1 1 1, 1 1 1 1
Ay (= =

— < —— = ~ —_—
n n+1)|_|sin1/2|(n n+1) |sinl/2| n(n+1) |sinl/2| n?

On applique le critére de majoration et d’équivalence d'une série positive pour conclure

7. Niels Henrik Abel : norvégien (1802-1829). Travaux sur équations algébriques, fonctions elliptiques et intégrales.
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. . .. sin(nx)
Remarque : Le lecteur constatera que ce raisonnement « marche» aussi pour la série Z _—

n

4) Montrons que la série % ne converge pas absolument en utilisant x% < x| pour |x|<1:
Isinn| sin?

2 -

n n 2

n_l

( 1 cos(2n)

- e

n n

La conclusion résulte d'une formule de trigonométrie sin?(x) = %(1 —c0s(2x)), de la minoration d'une série positive par une

série divergente car somme de la série ) % harmonique divergente et

Ex%7 Etudiez la série complexe )
1+2"

Attention! Série complexe...
e Silz|<1,|1+2"<1+|z|" <2.llvient |w,| = %, le terme général ne pouvant converger vers 0, la série diverge.

1 1
< ——— ~ ——. Tous les critéres sont ici dans R* et la série géométrique

I EEL

Y # est convergente. La série complexe ) w, est absolument convergente, donc convergente.

¢ Silzl>1, (142" = )1—|z|” . d’ott |w),

Ex 38 Sommartion des relations de comparaison On considére une série a termes réels Y u;,, et une autre a
termes positifs ) vy,.

1) On suppose ) v, convergente. Montrez

+00 +00 +00 +00 +00 +00
Up=0(wn) = Y w=0|Y vk| upn=0wy) = Y wr=0|> vk| uUn~va= Y up~y vk
k=n k=n k=n k=n k=n k=n

2) On suppose Y v, divergente. Montrez

n n n n n n
un=O(vn)=>Zuk=O(ka) unzo(vn)mz:uk:o(ka) Un~Up = Y Up~ Y Uk
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

Soient )" uy,,) v, deux séries a termes positifs.

+00 +00
On suppose up, = 0(Vy) et ¥ v, convergente (donc ¥ u,). Montrons Rpsi(w) = ) ug= o( Y v = o(RnH (v))

. k=n+1 k=n+1
Soit € > 0.
un = o(vy), donc il existe Ny € N tel que pour n = Ny, |uy| = u, < €lv,l = €vy,.

Par sommation, il vient V p = n = N, ZZ:nH Ui < EZzan Vg

+00 +o00o
Par passage a la limite conservant I'inégalité, lorsque p — +oc0, pour 1 = Ny, Z Up <€ Z Vg
k=n+1 k=n+1

On suppose u, = 0(vy) et ) uy, divergente (donc )} v,). Montrons S,(u) = i U =0 ( i vk) = O(Sn(V))
Soit € > 0. =t !
un = o(vy), donc il existe Ny € N tel que pour n = Ny, |uyl = u, < €/2|v,| =€/2v,.
Lasérie ) v, estdivergente, donc ). ZZO vy — +oo (carla série est a termes positifs) , en particulier on a 211:’20 u/ ZZ:O Vi —

0. Il existe donc Nj € N tel que pour n = Ny, Zgio Uup<el2yy vk

22



Par sommation, pour n = max(Ny, N), il vient

n n

Zuk—Zuk+ Z uk<—ka+ Z —l/k Z k+§ Z Vi < Eka
k=Ny+1 =0 k= N0+1 k=Np+1 k=0
W—’ S—— ~—
car n=N; car k=N V=0

On suppose uy, ~ vy et ). vy convergente (donc ) u,). Montrons Ry (u) = Z uy ~ Z vk = Rp+1(V)
k=n+1 k=n+1

Up ~ vy, donc u, — v, = o(vy,). Par application du premier résultat, il vient Zk n+1(un Zk S U Zk iV

0(X1 ., vn), d'olile résultat.

Applications

» Comme premiére application, on peut donner une troisieme méthode pour valider le résultat classique Hy, = ¥ _, % ~

Inn. En effet u, =In(n+1)—In(n) =In(Z2) =In(1+ 1) ~ 1 = v, Ces séries étant divergentes, on utilise le résultat
précédent et, par sommation :
n 1 n
=Y =~ Y (Inte+D-In(b) =In(n+1)~In1=In(z+1) ~Inn
m koo

n
1
Rappel : On a plus précisément Z = In(n) +7y + o(1) o1 y = 0.577 est la constante d’Euler ®-Mascheroni *
k=1
— ZZ—O U
¢ Autre démonstration de la moyenne de Cesaro 10 cad si u;, — ¢ €R, alors la moyenne T —
n

Pour ¢ #0, u, ~ ¢ et (donc) la série }_ u, diverge. Par sommation, on obtient le résultat puisque :

Xn: u Xn: I=(n+1)¢ — Lo l
o~ = Zk=0 "*
k=0 k=0 n+1

8. Leonhard Euler : suisse (1707-1783). Le plus grand mathématicien du XVIII¢siecle.
9. Lorenzo Mascheroni : italien (1750-1800). Connu pour la construction a la régle et au compas.
10. Ernesto Cesaro : mathématicien italien (1859-1906) 23
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