
Classe de PSI

Feuille

d’Exercices 3

Séries numériques

Série donnée par terme simple positif

Critère d’Equivalent : Soit (un) une suite positive.
On suppose un ∼ vn . Alors la série

∑
un converge si et seulement si la série

∑
vn converge.

Note : ce critère ne « marche pas » pour les séries alternées.

Critère d’Alembert : Soit (un) une suite telle que la limite de la suite existe : lim
∣∣∣un+1

un

∣∣∣= ℓ ∈ [
0,+∞]

.

• Si ℓ> 1, la série
∑

un diverge grossièrement.
• Si ℓ< 1, la série

∑
un converge absolument.

• Si ℓ= 1. On ne peut rien dire (par cette méthode) quant à la nature de la série.

Critère na un : Soit
∑

un , une série réelle.
• S’il existe a > 1 tel que la suite naun −→ 0, alors la série

∑
un converge.

• S’il existe a ≤ 1 tel que la suite naun −→+∞, alors la série
∑

un diverge.
Note : Dans les 2 autres cas :a > 1 et limnaun =±∞, ainsi que a ≤ 1 et limnaun = 0, on ne peut rien dire à priori.
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Ex 2 �� Soient
∑

un et
∑

vn deux séries réelles positives convergentes. Montrez
∑p

un vn converge.

IMT PSI 2022 (équivalent somme) �
Ex 3 Trouvez un équivalent de

2n∑
k=n+1

1p
k

en utilisant

(i) une comparaison série-intégrale (ii) les sommes de Riemann

Ex 4 �� Etablir la convergence et calculez la somme de
∑ 1

n2 +3n +2

IMT PSI 2022 (nature série) �
Ex 5 Nature de

∑
n≥2 un où un = arctan

(n +1

n −1

)
− π

4
.

Mines-Ponts PSI 2021 (somme et convergence d’une série) � �
Ex 6 Soit, pour n ∈ N, un = p

n + a
p

n +1+b
p

n +2. Déterminez les couples (a,b) pour lesquels la série de

terme général un converge. Déterminez alors sa somme.

CCP PC 2005
Ex 7 Soit

∑
n≥0 un une série convergente à termes strictement positifs.

Etablir que les séries
∑

n≥1

p
un

n
et

∑
e−1/un convergent.
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Mines-Ponts PSI 2022 (Comparaison séries indéterminées positives) H
Ex 8 Soient (un) une suite dans R+∗ . On pose, pour n ∈N∗, vn = un

u1 +·· ·+un
. Comparez les natures des séries∑

un et
∑

vn .

Mines-Ponts PC 2015 | Centrale PC 2008 (série de terme sous forme de somme) H �
Ex 9 Soit α> 0. Nature de la série de terme général un =

n∑
k=1

1

kα+ (n −k)α
?

[
2008 : α= 2

]
.

IMT PSI 2021 | Centrale PSI 2015 (nature d’une série) H �
Ex 10 Nature de la série de terme général sin

(
π(1+

p
2)n

)
?

Ind. pas dans Oral originel : on pourra d’abord étudier la série
∑

sin
(
π(

p
2−1)n

)
Ex 11 H� Nature de

∑ 1

pnna (a ∈R), pn étant le nombre de chiffres de l’écriture décimale de n.

Série donnée par terme de signe alterné

CSSA (Critère Spécial des Séries alternées) : Soit
∑

(−1)nun , une série alternée telle que
• La suite un décroît
• La suite a une limite nulle : limun = 0, ce qui équivaut à lim un = 0

Alors la série
∑

(−1)nun converge. De plus, le reste de la série vérifie : Rn =
∣∣∣ +∞∑

k=n+1
(−1)k uk

∣∣∣ ≤ un+1

Ex 12 Etudiez la nature des séries de terme général suivant :
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√
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�
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Navale PSI 2021 (convergence série alternée) � �
Ex 13 Nature de la série de terme général ln

(
1+ (−1)n

p
n(n +1)

)
?

Petites Mines PSI 2013 (autour de séries alternées) H �
Ex 14 Pour n ∈N∗, on note sn = ∑n

k=1 (−1)k
p

k et tn = sn + sn+1.

1 ) Nature de
∑

(tn+1 − tn).

2 ) En déduire que (tn) converge vers une limite ℓ< 0 puis que sn ∼ (−1)n
p

n
2 .

3 ) Nature de la série
∑ 1

sn
?

TPE PSI 2016 (série alternée) � �
Ex 15 Que dire de la nature d’une série de terme général vn = (−1)n

n1/3
+ 2

n2/3
+o(

1

n2/3
) ?

Mines-Ponts PSI 2021 (série fraction rationnelle complexe) H
Ex 16 Soient P,Q ∈C[X ] tels que Q ne s’annule pas sur N. Etudiez la convergence de la série

∑
(−1)n P (n)

Q(n)

Mines-Ponts PSI 2021þ -2019 (nature série numérique) �
Ex 17 Soit un =

(
cosh

( 1

n

)−1
)sinh(1/n)

.

1 ) Déterminez, si elle existe, la limite de un lorsque n →+∞, notée ℓ.

2 ) Déterminez la nature de la série
∑

(un −ℓ).

3 ) Etudiez la convergence de la série
∑

(−1)n(un −ℓ).
[
Question absente en 2019

]
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Mines-Ponts PSI 2023 (Permutation série harmonique) H
Ex 18 On admet Hn =

n∑
k=1

1

k
= lnn +γ+o(1). On définit aussi pour k ∈N∗,uk = (−1)k−1

k
1 ) Justifiez la convergence de

∑+∞
k=1 uk et calculez sa somme.

2 ) On définit une bijection de N∗ dans N∗ de la manière suivante :

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 . . .

σ(k) 1 3 2 5 7 4 9 11 6 13 15 . . .
Déterminez σ(k) pour tout k ∈N∗.

3 ) Calculez
∑+∞

k=1 uσ(k)

Série donnée par terme intégral

Critère de Majoration / Minoration : Soit (un) une suite positive.
• On suppose il existe une série

∑
vn convergente tq un ≤ vn . Alors la série

∑
un converge

• On suppose il existe une série
∑

wn positive et divergente tq un ≥ wn . Alors la série
∑

un diverge
Note : Dans les 2 cas « plus petit que diverge » et « plus grand que converge », on ne peut rien dire.

Ex 19 Etudiez la nature des séries suivantes de terme général :∫ +∞

n

dx

x3 −x2 �
∫ 1/n

0

p
x

3
p

1+x2
dx �

∫ (n+1)π

nπ
e−

p
t sin t dt

∫ n+1

n

cos(πx)

1+x
dx

∫ 1

0

xn

1+x +·· ·+xn dx

CCP PC (série de terme intégral) �
Ex 20 Pour tout n ∈N, on pose an =

∫ 1

0
t n

√
1− t 2 dt .

1 ) Montrer (an) décroissante. Calculez a0 en utilisant le changement de variables t = sinu. On donne a1 = 1
3

2 ) Montrer que ∀n ∈N, an+2 = n +1

n +4
an . En déduire que an ∼ an+1.

3 ) Montrer que la suite de terme général (n +1)(n +2)(n +3)an an+1 est constante. En déduire un équivalent de

an . Quelle est la nature de la série de terme général an ?

Ex 21 On pose un =
∫ 1

0

xn

1+x
dx pour tout n ∈N.

1 ) Déterminer la limite de (un). Étudier la monotonie de (un).

2 ) Donner une relation entre un+1 et un . En déduire un équivalent de un .

3 ) Nature de la série de terme général un ? Nature de la série de terme général (−1)nun ?

Centrale PSI 2016 (série de terme intégral à indéterminée) H� �
Ex 22 Soient (un) une suite réelle à termes positifs et (vn) la suite définie par vn =

∫ un

0

dt

1+ t 3 .

1 ) Montrer que (un) converge vers 0 si et seulement si (vn) converge vers 0.

2 ) Montrer que les séries de termes généraux un et vn sont de même nature.

3 ) Le résultat de la question précédente reste-t-il valable si (un) est à valeurs dans ]−1,+∞[ ?

Mines-Ponts PSI 2022 (série intégrale) H �
Ex 23

1 ) Montrez que la fonction F : x −→
∫ x

0
(π|sin t |−2)dt est bornée sur R+ .

2 ) Déterminez la nature de la série de terme général
∫ +∞

nπ

π|sin t |−2

t
dt

CCINP PSI 2022-2019 (série alternée avec terme intégral) �
Ex 24 On pose In = ∫ π/4

0 tann(t )dt .

1 ) 5/2 : calculez lim In . 3/2 : on admet lim In = 0

2 ) Calculez In + In+2
[
2019 : (on fera le changement de variables u = tan t )

]
.

3 ) En déduire
+∞∑
n=0

(−1)n

2n +1
Ind : faire apparaître un télescopage.

4 ) Montrez que la série de terme général
∑

(−1)n In converge et calculez sa somme.
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Mines-Ponts PC (série intégrale avec indéterminée) H
Ex 25 Soit f continue sur [0,1], à valeurs dans R et un =

∫ 1

0
f (x)xn dx

1 ) Montrez que si
∑

un converge, alors f (1) = 0.

2 ) 5/2 : Ici f de classe C 1 . Montrez que
∑

un converge ssi f (1) = 0. Exprimez la somme avec une intégrale

Mines-Ponts PSI 2022 (série intégrale) H �
Ex 26 Soit, pour n ∈N, un = ∫ π/2

0 cosn t sin(nt )dt

1 ) 5/2 : Montrez que (un) converge. 3/2 : On admet limun = 0

2 ) Montrez que, pour tout n ∈N, un+1 −un = 1
n+1 −un+1

3 ) Quelle est la nature de la série
∑

un ? Donnez un équivalent de la somme partielle de cette série.

Série donnée par terme récurrent ou racine d’équation

Si f est continue, la limite (« éventuelle ») d’une suite récurrente un+1 = f (un) vérifie ℓ= f (ℓ).
Quand on étudie une série à terme récurrent, on a en général f (0) = 0, et même, souvent, c’est la seule solution.

Si f est croissante sur un intervalle I et que les termes de un sont dans cet intervalle (à partir d’un certain rang
N ), alors (un) est monotone (à partir du rang N ).

TPE PSI 2019 (série racine d’équation) H �
Ex 27

1 ) Pour n ≥ 1, montrez que l’équation xn +nx = 1 possède une unique solution positive, que l’on note un .

2 ) La suite (un) converge t-elle ?

3 ) Déterminez un équivalent simple de un .

4 ) Déterminez la nature de la série
∑

n! (
1

n
−un).

IMT PSI 2019 | Mines-Ponts PSI 2013 (série à terme défini par récurrence) �
Ex 28 On s’intéresse à la suite définie par a0 > 0 et an+1 = 1−e−an .

1 ) Etudiez la convergence de cette suite.

2 ) Déterminer la nature de la série de terme général (−1)n an .

3 ) Déterminez la nature de la série de terme général a2
n .

4 ) H 2013 : Etudiez la série de terme général ln
(

an+1
an

)
. En déduire la nature de la série

∑
an .

CCP PSI 2022-2021-2018-2016 | TPE PC 2019 (série à terme récurrent) �
Ex 29 On s’intéresse à la suite définie par u0 ∈

]
0,π/2

[
et, pour n ∈N, un+1 = sin(un).

1 ) Etablir la convergence de cette suite et déterminer sa limite.

2 ) En considérant un+1 −un , montrez que
∑

u3
n converge.

3 ) En considérant ln(un+1)− ln(un), montrez la série
∑

u2
n diverge.

Mines-Ponts PSI 2022 (séries à terme récurrent) H
Ex 30

1 ) Etudiez la convergence et calculez la somme éventuelle de la série de terme général un définie par u0 = 1 et,

pour tout n ∈N,un+1 = ln(eun −un).

2 ) Etudiez la convergence et calculez la somme éventuelle de la série de terme général un définie par v0 ∈ R et,

pour tout n ∈N, vn+1 = evn −1

IMT PSI 2013 (suite récurrente ) �
Ex 31 Soient u0 ∈ ]0,1[ et, pour n Ê 0, un+1 =

un +u2
n

2
. Montrer que la série

∑
un converge.

Autres

Si la série
∑

un converge absolument, cad
∑

un converge, alors la série
∑

un converge.
si

∑
un diverge, on ne peut rien dire à priori. Réciproque fausse : exemple, la série harmonique alternée

∑ (−1)n

n
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Si la suite un ̸−→ 0, la série
∑

un diverge.

Produit de Cauchy : Soient 2 séries
∑

un et
∑

vn , alors la série « produit de cauchy » des 2 séries
∑

un et
∑

vn

est définie par la série
∑

wn avec wn =
n∑

k=0
uk vn−k =

n∑
k=0

un−k vk = ∑
p+q=n

up vq

Si les 2 séries
∑

un et
∑

vn sont absolument convergentes, alors la série produit de Cauchy converge absolument

et sa somme est le produit des sommes, cad :
+∞∑
n=0

wn =
+∞∑
n=0

un ×
+∞∑
n=0

vn

Ex 32 � Soit (un), décroissante tq la série (
∑

un) cvg. Etablir un = o(
1

n
). Indication : Majorez nu2n en utilisant

↘

Ex 33 H� Soit
∑

un une série à termes positifs convergente. Montrez que les séries
∑

nun et
∑

Rn sont de

même nature. Comparez leur somme, le cas échéant.

Ex 34 Soit une suite (un) à termes strictements positifs tq
∑

un diverge.

1 ) Etablir que
∑ un

Sn
diverge. (On pourra raisonner par l’absurde et utilser le logarithme)

2 ) H Etablir que
∑ un

Sa
n

converge ssi a > 1. (On utilisera
un

Sa
n
=

∫ Sn

Sn−1

d x

Sa
n

Ex 35 Soit x tq |x| < 1. Montrez, en utilisant un produit de Cauchy 1de deux séries que (
∑

(n+1)xn) converge et
+∞∑
n=0

(n +1)xn = 1

(1−x)2

Ex 36 �
1 ) On pose An =

n∑
k=1

sink. Etablir |An | ≤ 1

|sin1/2| .

2 ) Utilisez la transformation d’Abel 2 sur Sn =
n∑

k=1

sink

k
, cad montrez Sn =

n−1∑
k=1

Ak

(
1

k
− 1

k +1

)
+ An

n
.

3 ) En déduire la convergence de la série
∑ sinn

n
.

4 ) Montrez que la série
∑ sinn

n
ne converge pas absolument. (On pourra utiliser |sinn| ≥ sin2 n).

Ex 37 H� Etudiez la série complexe
∑ 1

1+ zn

Ex 38 � Sommation des relations de comparaison

On considère une série à termes réels
∑

un et une autre à termes positifs
∑

vn .

1 ) On suppose
∑

vn convergente. Montrez

un =O(vn) =⇒
+∞∑
k=n

uk =O

(+∞∑
k=n

vk

)
un = o(vn) =⇒

+∞∑
k=n

uk = o

(+∞∑
k=n

vk

)
un ∼ vn =⇒

+∞∑
k=n

uk ∼
+∞∑
k=n

vk

2 ) On suppose
∑

vn divergente. Montrez

un =O(vn) =⇒
n∑

k=0
uk =O

(
n∑

k=0
vk

)
un = o(vn) =⇒

n∑
k=0

uk = o

(
n∑

k=0
vk

)
un ∼ vn =⇒

n∑
k=0

uk ∼
n∑

k=0
vk
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