OUEIOUES Corrections Exos EOUiVAI.ENTS

Ex 1

On préte particulierement attention aux équivalents de somme car je rappelle que I'équivalent d'une somme
n'est pas (en général) la somme des équivalents. On peut toujours commencer par regarder la « valeur » ou la
limite au point en question. Si elle est non nulle, c’'est « gagné », c’est I'’équivalent. Ensuite, on peut regarder, si,
tous les termes sont négligeables par rapport a un terme de la somme. Si oui, c'est « gagné » puisque f+o,(f) ~,
f. Sinon, on effectue un développement de la somme en utilisant les dls usuels en 0 et]’équivalent est le premier

terme, a condition, bien sir, que vous ayez correctement ordonné le développement. Si vous ne savez pas /

devinez pas a quel ordre effectuer le dl, vous prenez 2 termes, c’est statistiquement une bonne « moyenne ».

[ Qz+2—vVz2+4x+1~y 7 ]

Ici, la valeur / limiteen O est 1 donc | z+2— Va2 +4z+1~( 1
a

[ @z+2—vVz2+4z+1~ 7

Ici, 1a limite est +0o—oo indéterminé. Ensuite on a v 22 +4x +1 ~, Va2 = |z| =  qui n'est pas négligeable

par rapport a x + 2 (ou le contraire). On cherche donc a développer.
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le dl usuel en 0, on met alors facteur le « plus fort » en +o0, soit z2.

*(2) Icilaquantitéu= 1+ -1 —0,onutiliseledlen0a2 termes v1+u=1+ Ju+o(u)

*(3) Attention! on ne peut pas utiliser le terme en — car c’estun o( ).

*(4) Malheureusement, cette quantité ne va pas permettre de trouver I'équivalent car, soustraite au z+2

originel, on a 0! On revient au dl a 2 termes et on utilise 3 termes /1 +u =1+ fu— gu* 4 o(u?)
Ontermineparm—l—Q—\/:EQ—|—4a:+1:§l—|—o<%> ~ 31

2x 1+°°2x




sin(5z) —sin(3z)

Ici, la valeur en 0 est 0, donc inexploitable pour I'équivalent. On effectue un petit dl a 2 termes.
1 1 49
sin(5z) —sin(3z) = (5z — 6(51‘)3 +o(x3)) — (32— 6(33})3 +o(x3)) =2z — §$3 +o(z3) ~g 27

On s’apercoit que le dl a un teme suffisait. Le voyez-vous? le terme en x> ne sert pas ...
sin(bx) —sin(3x) 2x 2
25/3 0 573 | T0 273

L'équivalent d'un rapport est le rapport des équivalents

[ O[22 +1—2[~ 7 ]

—1
On effectue le changement de variablesu =z —1 2750

Vg2 +z—2=](u+1)2+ (u+1)z—2| = /[u2 4+ 3u|| ~y_o V3 V]ul=V3 ]z —1]

(4] (g)g—(arctanac)2 ~ioo T ]

La limite en +oo0 est 0 (je rappelle lim, . arctanz = 7. On effectue un développement :
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* (1) On utilise la formule arctan(x) + arctan(—) = g (pour x > 0) car cela va permettre de développer.
x

*(2) u=1-0quandz— +oo, oneffectue un dl a 2 termes de arctan en 0 : arctanu = u — 3u® + o(u?)

*(3) Par efficacité, on ne « retient » que les 2 premiers du développement du carré

[ @{’/:U3+1—\/:c2+1~+00 ? }

Onav/z?+1~, x~, . vVa?+ 1. Aucundes 2 termes n'est négligeable par rapport a l'autre : On effectue donc

un petit développement.
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* (1) On ne peut utiliser directement un dl des racines en 0 car elles sont de la forme 1+ — +o00. On met
donc en facteur « le plus fort » dans chacune des 2 racines

*(2) Ici,u=;,-%5 —0.Onutilise un dl a2 termes (14 u)* =1+ au+o(u) poura= % eta=

N[




On ramene et on utilise le dl de In(1 + x) = 2+ o(x) en 0 en mettant en facteur le « plus fort »

In(z+2%) =In(z (1+2)) =In(z) +In(1+ z ) =In(z) +z+o(z) ~, In(z)

—0

—1
Oln<$ >~+OO ?
r+1
Méthode 1 :

On effectue un dl en oo de la quantité a I'intérieur du In en mettant en facteur le « plus fort »

() () - )

-~

—0
1 1 1 2 1 =2
=In (1= ) (1=~ +0())) =In (1= = +0(>) ) | ~ye —
n((1- (1= +o(;))) =M (1-2+0(2) ) | ~im —
Méthode 2 :
r—1 T T—+00 . . N Lo
Onremarqueﬁw 400 — =1 ———— 1. On applique alors Inu ~; u— 1 (si on connait cet équivalent... :
x x
m(az—l) z—1 1 —2 —2
z+1/) T z4+1 T z+1 g
[ gsinh(\/%) 7 J
1—cosz ™+
On utilise les dls usuels sinhu = u+o(u) et cos : cos(z) — 1 = —12% + o(2?), ceux-ci en 0.
sinh(y/z)  /z+o(y/x) Voo 2
l—cosz  1—cosz O+ 1/222 | z3/2

[ © "% —sin"x ~, ? ]
+

On rameéne d’abord al'exponentielle du log

2SI0T _GinT g exp (sina:lnx) —exp (a;ln sina:)

=exp ( sinxlnx) X (1—exp <xlnsinx—sinxlnx> )

0
~ozlnz —0

Dlsdes 2 sinz en 0 al'ordre 3
1 1
~g €0 X (1 —exp (:c In(z— gaz?’ +o(z3)) — (x— 6‘763 +o(:c3))ln:c> )
On met le « plus fort » en facteur dans le log pour pouvoir utiliser In(1 + ) avec u — 0
1 1
~o 1—exp (m In (l‘(l — 8562 +0(a:2))) —zlnx+ éx?’ Inz +o(x® lnx))
1 1
~o 1—exp (w (Inz + In(1—=22+0(2?)) ) —zInz+ —2*Inz +o(z® lnx))
6 6

=u—0

1 1
~o 1—exp (mlnx+x(— 6x2 +o(z?)) —xlnz+ 61:3 Inz + o(z3 ln:c)>



On ne « retient » que les 2 premiers du développement dans l'ordre de négligeabilité décroissante

1
~y 1—exp <6m3 Inz+o(z3Inx) )

=u—:0
On peut appliquer I'équivalent usuel en 0 (issu du dl) 1 —e* ~; u

1 3 3 1 3
~0—<6x Inz +o(x lnx)) ~o, ~g% Inz

O tan(z) ~, )y 7 ]

T3
On effectue le changement de variables v = x — 5 —— 0 et on utilise les dls (équivalents) usuels de sin et cos

sinz  sin(u+ %) cosu 1 1
tan(.%') = = ™ ~u=0
cosz  cos(u+7%)

—sinu —u —(:c—%)

[ @e V¥l 7 ]

On utilise le dl de (1 +u)"/? en 0 et e?V) ~ €° = 1 (C’est « la valeur »)

exp(—@) :exp< —z(1— ! )1/2):exp< —:v(l—lxi—l—o(i)))

$2
e ( + 11 + <1>) e ( + (1)> —x ,o(1) -z
= €X — X —— T O0(— = €X —TTo =e (& ~ e
p 2 p 400

L(55) =exp (—xlnx) = exp (—lnx> = exp (—(1+%)7llnx>

T
:exp(—(l—l‘f‘(?(%))lnx) :eXp<_lnx_ln?x+O<lni>>

T

Remarque : Comme on le voit / comprend dans les 2 derniers dls, pour avoir un équivalent de e/, il faut faire
un développement de fjusqu'a un o(1) (et donc en général prendre un équivalent de f et le mettre « dans »

I'exponentielle e/ donne un résultat faux).

® arccos(l—x) ~y 7

La « valeur » de 'expression en 0 est 0, on, ne peut donc l'utiliser comme un équivalent. Une idée est de travailler
avec laréciproque quiest cos: parledlen0, onsaitcosu—1~,_,, —%uQ. On peut « remplacer » v par n'importe

quelle quantité qui tend vers 0 (mais Attention oi elle tend vers 0). On prend arccos(1 — x) qui tend vers 0 en



1
—x = cos (arccos(1 —:c)) —1~=3 arccos?(1—xz) = | arccos(l—z)~g V2 Vz
Tr—

On peut passer a la racine carrée « sur » des équivalents, rappelé en cours (sous réserve de > 0).

Remarque : On retrouve que arccos #'est pas dérivable en 1. Je vous laisse y réfléchir...

1 xT
® —(1 —) ~ 7
e —l—m -

o (1 11+ (1)> 1 g (11+ (1)) <1+<11+ <1))+ <1l+ (1)
= — eX _—— —_ = —_ X _— —_ = —_ _— —_ _— —_
€ P 2x O:U e-e p2x 0:1: e 2x Ox 0233 O:U
—,_/
=u—0

el+ (1) el
= —— — o\ — ~J _——

2x x teo 9

CCP PC 2011 (suite décroissante et équivalent) £ ]
Ex 2 Soit (u,,) une suite réelle décroissante telle que w,, +u,, | ~ — Montrer que u,, tend vers zéro. Trouver

un équivalent de u,,.

La suite (u,, ) est décroissante donc admet une limite notée . (dans R, infini possible). La condition u,, +u,, ,; ~

1 amene méme limite, soit 2¢ = 0.
La décroissance de u,, et 'hypothese permettent d’écrire :

1
—~u, +u < u,tu, < u, U, g~ —
n n n+1 n n n n—1 n—1

Comme

1 . T .
~ —, le théoreme d’encadrement d’équivalents permet de conclure 2u,, ~ — puis| u,, ~ —
n n

TPE PSI 2007 | CCP PC 2009 (étud, i
| (étude suite sommg) @& (2)! ) 1/n

Ex4 Déterminer la limite de u,, = - ;ln (1 + ﬁ) . En déduire la limite de v,, = <W

Attention! u,, n'est pas une somme (partielle) de série, car il y a « du» n a intérieur du sigma. Il faut plutot penser
a une somme de Riemann : on constate u,, = %ZZZ L f(%) avec f(z) =In(1+ ). Comme f est continue sur

[0,1] :

—~
o
~

n—-+0oo

1
u 4>/ In(1+z)de
0

1

n

1 1 1 —
[a:ln(l—i—x)} —/ vdr :an—/ etl-lde
0 o 1+ 0 1+x

1
1
:1n2—/ 1— dlenZ—[x—ln(l—l-:c)] = 2In2-1
b 1+

*(1) Oneffectueuneippavecu’ =1 v=In(l+z) u=2z v =17
5

)



Attention! Les sommes de Riemann sontavec > " ouy "~ mals pas 3,

v, = <(2n>!>1/n = exp <l In (2n)!> = exp (% (In((2n)!)—Inn! —nlnn)) (— exp

(Zlnkz Zlnk nlnn>

/—\
SRS

nlnn n  nln®
1, & @ 1 &k 1N, n+k E‘L
=exp (5( Z lnk—nlnn)) = exp <E Z ln(g)):exp (ﬁZln(TD = exp (un> — exp(2In2—1) =
k=n+1 k=n+1 k=1

*(1) In(ab)=Ina+Inbet(2n)! =[[;" k
*(2) nlnn=Inn+Inn-+--+Inn (n fois)

*(3) On utilise la continuité de l'exponentielle (précisément en la valeur de 2In2—1) et u,, — 2In2—1

Centrale PSI 2009 (critéres de d’Alembert et Cauchy) ¥ &5
U,
Ex 7 Soient (u,, ), € (R5)N et x € R, On suppose que —* — z.
U,

1) Montrer que si x < 1 alors u,, tend vers zéro et que six > 1 ‘alors u,, tend vers +o0.

2) Frudier v, = {/u,,.

1) Soitz < 1. Onvamontrer limu,, =0soit | Ye>0 || 3N, eN telquepourn> N, |u,|<e

. s ‘sz T . A . 2 Ui g
On choisit x < y < 1. Alors, par propriét limite, & partird'un certain rang (noté N, ), on a <y (on peut

prendre ¢ = y — z dans la défipition de la limite). Suit, par positivité de u,,

yu, <yru, | <--<yrNitly

Soite >0 fixé.

Commelim,,_, _y"" uy, =0, il vient qu'il existe un rang N, tq pour n > N, y"_NlJ“lu,\f1 <e

On pose N, =max(N,,N,) | Alorspourn> N, 0<u,_ ; <¢,cequiprouvelimu, =0

Démo analogue pour = > 1 entraine limu,, = +00. Laissé au lecteur a titre d’exercice.

2) Onvadémontrerlim y/u,, =x «parles»c.Onalv, —z|<e ssi t—e<wv, <z+e¢

Soitc >0 fixé.

A partir d'un certain rang /N, on a par hypothese "5—:1 <z +e.
Comme plus haut, on arrive (par positivité) a u,, < (x +¢)" ™M uy, puis {/u, < (z+ g)l=MN/n (up, )i/
n—-+00

Comme (x4 ¢)N1/7 (y N, J1/" ——— (2 +¢) x 1, a partir d’un certain rang N,, cette quantité est inférieure

a (z+¢)+e = x + 2¢. Par un raisonnement analogue, on arrive a 3/u,, > x + 2¢, pour n > Nj.

On pose N, =max(N;,N,, N3)

Alors pour n > N, x —2e < p/u,, < x+ 2¢, ce qui nest rien d’autre que lim /u,, = .

Remarque : Comme on travaille avec des € quelconques, arriver a la fin a < 2¢ ou < € ou ag, o constante indé-

pendante de n, alors le résultat reste vrai pour la limite.

CCP PC 2005 (suite produit) &>

n 1/n
Ex7  Déterminer lalimite de P, = - (H (n+ k)) .
k=1

6



En général quand on a une suite-produit a étudier c’est une bonne idée de passer au In qui la « transforme » en
somme. Ensuite on peut faire appel aux séries (pas de n dans la somme) ou aux sommes de Riemann (homogéne

en k etn dans la somme) ou ...

n 1/n n n
1 1 1 k
InP, = lna +In <| | (n—l—k)) =—Ilnn+ - 1;:1 In(n+k)=—Inn+ - kgﬂ In(n(1+ E»

k=1
1 & k 1 & 1 & k 1 & k
=—Inn+— Inn+In(l4+—)=—Inn+— Inn+— In(1+—-)=- In(1+—)

) ! @
—_— In(l1+z)dr =2In2—1

n—-+0oo 0
*(1) Onreconnait une somme de Riemann %22:1 f(£) avec f(z) =In(1+ ). Comme f est continue
sur [0, 1], 1a limite est I'intégrale (cours Sup).

*(2) Lecalcul de cette intégrale est déja effectué a l'exo 5 sur cette feuille (on fait une ipp).

On termine avec la continuité de I'exponentielle (pour appliquer limexp = exp lim)

4
P,=exp(InP,) e, exp(2In2—1) =e?n2e71 = -
e

Centrale PSI 2022 (développement asymptotique d'une réciproque en Uinfini) ¥ #3
Ex10

1) Montrez f : y — y° +y réalise une bijection de R™* sur R™ . Soient v la réciproque de fetu: x — (v(z))>.

2 ) Montrez que u(z) = x + o(z) quand z — +oo0.

3 ) Montrez Ja,b € R tq u(z) = 2 + ax'/® + bz =3/5 + o(x3/%) en +o0. En déduire dév. asymptotique de v en
+00.

1) Comme f/(y) =5y*+1>1>0surR"™, fest continue et strictement croissante donc réalise une bijection
de ]0,+oo | sur f(]0,400[) = | lim, f,lim  f[ =]0,+oc0].
On note v la réciproque, on a donc (v(z))® +v(z) = z etv(z® + 2) = .

2) Onaf(y) ~ y®.Comme y = v(x) — +00 ena = +00, on peut remplacer dans I'équivalence et on obtient
Yy—-+00

I'équivalent en a, soit f(v(x)) =x ~ v(zx)
T—+00

® = u(x). Ceci est strictement équivalent a u(z) = x + o(z).
%) Pour trouver le 2° terme du DA de u(x), 'idée usuelle est de poser u(z) = x+ 2z de le réinjecter dans1’équation
et de se « débrouiller » pour trouver un équivalent de z. on a z = o(z), quand x — 400 : tout se passe dans un

voisinage de +c0. Je ne le repréciserais pas a chaque fois.

Onaz—v(z) = v(x)° ce qui s'écrit z — u(x)'/® = u(z) puis z — (v + 2)'/° = 2 + 2. Comme x + z ~, _ z, par

1/5

passage a la puissance, il vient z ~_ __ —x*/°.

+oo
Usuellement, on écrit u(z) = x —2/° + z, avec z = o(z'/%) qu'on réinjecte :
t—(z—2VP )P =g—g'P42 = 1:1/5(1—x’4/5+o(x’4/5)>1/5 =z/5 ¢

Comme z~*/5 — 0, on peut utiliser le petitdl en 0 (1 +u)'/® = 1+ Lu+ o(u). Ceci amene

3:1/5(1—193’4/5—1—0(96*4/5):z1/5—z = z ~ lx’3/5
5 7 :r—>+oo5



Finalement u(z)z — 21/ + t273/% 4 o(273/%)

CCP PSI 2007 (détermination llzmzte Iogctzgﬂlgsuelle) yo»)
n

Ex11 Calculer lim
r—+00 Inz

On passe a I'exponentielle du log :

(W)zlm =exp (:Jclnx ln( n(+1) ) =exp (:plnx ln(W) =exp (xlnx ln(W
—exp (wtn (14 20ED) 2 oy (pan (LT (DY)
(g exp (aclnx <1n<11n—;“1”) +0(x111m>>> (E:) exp (m (ln(l—i— i) —I—o(i)))

() r—+00

= exp (o (2ol 1)) =exp(1+0(1)) T el =

*(1) Comme, lorsque x — +o00, = —> 0, on en déduit (H ) N~ too % = xlnx Comme cette quantité

tend vers 0, on peut utiliser le petitdla 1 termeen 0 :In(1+u) = u+ o(u) avec u = In(l+2)

Inx

*(2) Jerappellesiu(z)~,v(z),alorso,(u(z))=o,(v(x)). Ici, comme déja vu, InL+ ) L

Inz  +o0 zlnw
*(3) Onmultiplie par Inz et on utilise o( f(x)g(z)) = f(x) o(g(z)) = g(x) o(f(z)) = f(g)g(x) o(1)

*(4) Lorsque z — +00, L — 0, donc on utilise encore une fois le dl en 0 de In(1 +u) = u+ o(u)

Mines-Ponts PC 2014 (détermination limite fonction usuelle) ¥ &5
Ex1%  Déterminer lalimite en +-0o de f: - z(*+D/@ _ go/(@=1),

g@b/z _ go/(@=1) — exp (%Hlnx) —exp (%1&%) (”li) exp (%Hlnx> (1 —exp (( R x11> ln:c)

z—1
=exp (xl—l lnm> (1—exp (x@gl_l)lnx)
jL r+1 Inz 1 Inz 1 Inz
S exp< . lnx> 2(—2) :exp<<1+;>lnx)m:xexp (;1113:)@
,_(,j; Inz Inz z-+o0c

~  ——

zx—+oo | — I x—+oo T

(1) Lorsqu'on a une expression du type e/(®) — e9(*) il peut étre une bonne idée de mettre en facteur

I'un des deux, surtout si f — g — 0 car alors e/ (*) (1 — @)~ /(@)) ~ /(@) (f(2) — g(z))

*(2) Equivalentusuel e“ —1 ~ u caru = ( 1 Inz — 0 en +oco.

*(3) Commeu_lm—>0 e ~q 1.

-)
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