
Classe de PSI

Feuille

d'Exercices 2

Etude Locale - Equivalents

Propriétés des Equivalents : Toutes les fonctions sont définies dans un voisinage de 𝑎, voire uniquement à
droite (ou à gauche), ou privé de 𝑎. Dans certains cas on doit y supposer la fonction ≠ 0 ou même > 0.
• Négligeabilité : si 𝑔(𝑥) = o

𝑥→𝑎
(𝑓(𝑥)), alors on «néglige » dans la somme : 𝑓(𝑥)+𝑔(𝑥) ∼

𝑥→𝑎
𝑓(𝑥)

mais pas dans un produit : 𝑓(𝑥)×𝑔(𝑥) ∼
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) est, en général, faux .
• Produit, Puissance, Rapport : si 𝑓(𝑥) ∼

𝑥→𝑎
ℎ(𝑥) et 𝑔(𝑥) ∼

𝑥→𝑎
𝑘(𝑥), alors

√𝑓(𝑥) ∼
𝑥→𝑎

√ℎ(𝑥), (𝑓(𝑥))𝛼 ∼
𝑥→𝑎

(ℎ(𝑥))𝛼, 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) ∼
𝑥→𝑎

ℎ(𝑥)𝑘(𝑥), 𝑓(𝑥)
𝑔(𝑥)

∼
𝑥→𝑎

ℎ(𝑥)
𝑘(𝑥)

mais on ne peut pas sommer des équivalents : 𝑓(𝑥)+𝑔(𝑥) ∼
𝑥→𝑎

ℎ(𝑥)+𝑘(𝑥) est, en général, faux .
• Composition à droite : si 𝑓(𝑥) ∼

𝑥→a
ℎ(𝑥) et lim

𝑥→b
𝑢(𝑥) = a, alors 𝑓(𝑢(𝑥)) ∼

𝑥→b
ℎ(𝑢(𝑥)) (Attention! en 𝑏).

mais on ne peut pas composer à gauche 𝑓(𝑥) ∼
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥) ⟹ 𝑢(𝑓(𝑥)) ∼
𝑥→𝑎

𝑢(𝑔(𝑥)) est, en général, faux .
• Encadrement : si 𝑔(𝑥) ≤ 𝑓(𝑥) ≤ ℎ(𝑥) et 𝑔(𝑥) ∼

𝑥→𝑎
𝑢(𝑥) et ℎ(𝑥) ∼

𝑥→𝑎
𝑢(𝑥), alors 𝑓(𝑥) ∼

𝑥→𝑎
𝑢(𝑥).

Formule de Stirling : 𝑛! ∼
𝑛→+∞

√
2𝜋𝑛 (𝑛

𝑒
)

𝑛

Donnezun équivalent (simple) des quantités suivantes aupoint indiqué : certains nécessitent aucun calcul (cela
résulte immédiatement du cours), d’autres un petit calcul, d’autres sont plus difficiles :

2𝑥3 −7𝑥2 −𝑥 ∼+∞ 2𝑥3 −7𝑥2 −𝑥 ∼0 2𝑥3 −7𝑥2 −𝑥 ∼1

√|𝑥2 +𝑥−2| ∼−∞ √|𝑥2 +𝑥−2| ∼0 Ê √|𝑥2 +𝑥−2| ∼1

𝑥+1
𝑥2(𝑥+1)4 ∼0

𝑥+1
𝑥2(𝑥+1)4 ∼+∞ 𝑥2𝑒−𝑥2 ∼0

𝑒𝑥 −1
sin2(𝑥)

∼0
𝑒𝑥 −1
sin2(𝑥)

∼+∞
𝑒𝑥 +1
tan(𝑥)

∼0

cosh𝑥 ∼+∞ sinh𝑥 ∼+∞ sinh𝑥 ∼0

¬ 𝑥+2−√𝑥2 +4𝑥+1 ∼0 ­ 𝑥+2−√𝑥2 +4𝑥+1 ∼+∞ ®
sin(5𝑥)− sin(3𝑥)

𝑥5/3 ∼0

arctan( 1
𝑥

) ∼0 arctan𝑥 ∼+∞ arctan𝑥 ∼0

arctan(𝑥−1
𝑥2 ) ∼+∞ arctan(𝑥2 −1

𝑥
) ∼+∞ arctan( 𝑥2

𝑥−1
) ∼0

𝑥+ ln(𝑥) ∼0+
𝑥+ ln(𝑥) ∼+∞

1
𝑥

+ ln( 1
𝑥

) ∼0+

𝑒𝑥 +𝑥2𝑒−𝑥 ∼0 𝑒𝑥 +𝑥2𝑒−𝑥 ∼+∞ 𝑒𝑥 +𝑥2𝑒−𝑥 ∼−∞

Í (𝜋
2

)
2

−(arctan𝑥)2 ∼+∞
ln2 𝑥√

𝑥
∼+∞ arctan( 1

𝑥2 ) ∼+∞

𝑥 ln(𝑥)+ ln2(𝑥) ∼0+
𝑥 ln(𝑥)+ ln2(𝑥) ∼+∞ 𝑥 ln(𝑥)+ ln2(𝑥) ∼1

1√
1−𝑥2

∼0
1√

𝑥2 −1
∼1

𝑥√
𝑥2 −1

∼+∞

ln(𝑥) ∼0 ln(𝑥) ∼+∞ ln(𝑥) ∼1

ln
√

𝑡√
𝑡− sin 𝑡

∼+∞
ln𝑥

𝑥+𝑒−𝑥 ∼+∞ Î
3√𝑥3 +1−√𝑥2 +1 ∼+∞

1



Ï ln(𝑥+𝑥2) ∼0+
ln(𝑥+𝑥2) ∼+∞ ln(𝑥)+ ln(𝑥2) ∼+∞

Ð ln(𝑥−1
𝑥+1

) ∼+∞ ln(𝑥+2
𝑥+1

) ∼0 ln( 𝑥
𝑥+1

) ∼0

ln𝑥√
1−𝑥

∼0
ln𝑥√
1−𝑥

∼1−
Ñ
sinh(

√
𝑥)

1−cos𝑥
∼0+

Ò 𝑥sin𝑥 − sin𝑥 𝑥 ∼0+

sin(sin𝑥)
sin𝑥− sinh𝑥

∼0 Ó tan(𝑥) ∼𝜋/2−

1
3
√

𝑥−𝑥2
∼0 À 𝑒𝑥+2+ 1

𝑥 ∼0 𝑒𝑥+2+ 1
𝑥 ∼+∞

Á cosh(
√
ln𝑥) ∼+∞ Â 𝑒−

√
𝑥2−1 ∼+∞ Ã 𝑥

( −𝑥
𝑥+1 )

∼+∞

Ä arccos(1−𝑥) ∼0 arccos(1−𝑥) ∼1 Å 𝑒−(1+ 1
𝑥

)
𝑥

∼+∞

Développements Limités usuels en 0 :
1

1−𝑥
= 1+𝑥+𝑥2 +⋯+𝑥𝑛 +𝑜(𝑥𝑛) =

𝑛
∑
𝑘=0

𝑥𝑘 +𝑜(𝑥𝑛)

1
1+𝑥

= 1−𝑥+𝑥2 +⋯+(−1)𝑛𝑥𝑛 +𝑜(𝑥𝑛) =
𝑛

∑
𝑘=0

(−1)𝑘𝑥𝑘 +𝑜(𝑥𝑛)

𝑒𝑥 = 1+ 𝑥
1!

+ 𝑥2

2!
+⋯+ 𝑥𝑛

𝑛!
+𝑜(𝑥𝑛) =

𝑛
∑
𝑘=0

𝑥𝑘

𝑘!
+𝑜(𝑥𝑛)

cosh𝑥 = 1+ 𝑥2

2!
+ 𝑥4

4!
+⋯+ 𝑥2𝑛

(2𝑛)!
+𝑜(𝑥2𝑛) =

𝑛
∑
𝑘=0

𝑥2𝑘

(2𝑘)!
+𝑜(𝑥2𝑛)

cos𝑥 = 1− 𝑥2

2!
+ 𝑥4

4!
+⋯+ (−1)𝑛𝑥2𝑛

(2𝑛)!
+𝑜(𝑥2𝑛) =

𝑛
∑
𝑘=0

(−1)𝑘𝑥2𝑘

(2𝑘)!
+𝑜(𝑥2𝑛)

sinh𝑥 = 𝑥+ 𝑥3

3!
+ 𝑥5

5!
+⋯+ 𝑥2𝑛+1

(2𝑛+1)!
+𝑜(𝑥2𝑛) =

𝑛
∑
𝑘=0

𝑥2𝑘+1

(2𝑘 +1)!
+𝑜(𝑥2𝑛)

sin𝑥 = 𝑥− 𝑥3

3!
+ 𝑥5

5!
+⋯+ (−1)𝑛𝑥2𝑛+1

(2𝑛+1)!
+𝑜(𝑥2𝑛+1) =

𝑛
∑
𝑘=0

(−1)𝑘𝑥2𝑘+1

(2𝑘 +1)!
+𝑜(𝑥2𝑛+1)

ln(1+𝑥) = 𝑥− 𝑥2

2
+ 𝑥3

3
+⋯+ (−1)𝑛+1𝑥𝑛

𝑛
+𝑜(𝑥𝑛) =

𝑛
∑
𝑘=1

(−1)𝑘+1𝑥𝑘

𝑘
+𝑜(𝑥𝑛)

− ln(1−𝑥) = 𝑥+ 𝑥2

2
+ 𝑥3

3
+⋯+ 𝑥𝑛

𝑛
+𝑜(𝑥𝑛) =

𝑛
∑
𝑘=1

𝑥𝑘

𝑘
+𝑜(𝑥𝑛)

(1+𝑥)
𝛼

= 1+𝛼𝑥+ 𝛼(𝛼−1)
2×1

𝑥2 +⋯+ 𝛼…(𝛼−𝑛+1)
𝑛!

𝑥𝑛 +𝑜(𝑥𝑛) =
𝑛

∑
𝑘=0

𝛼(𝛼−1)…(𝛼−𝑘 +1)
𝑘!

𝑥𝑘 +𝑜(𝑥𝑛)

arctan𝑥 = 𝑥− 𝑥3

3
+ 𝑥5

5
+⋯+ (−1)𝑛𝑥2𝑛+1

2𝑛+1
+𝑜(𝑥2𝑛+1) =

𝑛
∑
𝑘=0

(−1)𝑘𝑥2𝑘+1

2𝑘 +1
+𝑜(𝑥2𝑛+1)

tan𝑥 = 𝑥+ 1
3

𝑥3 +𝑜(𝑥3)

Equivalents et Limites de Suites

Centrale PSI 2009 (suite-produit) H
Ex 1 Déterminer la limite de la suite de terme général 𝑢𝑛 = 1

𝑛
(

𝑛
∏
𝑘=1

(3𝑘 −1))
1/𝑛

CCP PC 2011 (suite décroissante et équivalent)�
Ex 2 Soit (𝑢𝑛) une suite réelle décroissante telle que 𝑢𝑛 +𝑢𝑛+1 ∼ 1

𝑛
. Montrer que 𝑢𝑛 tend vers zéro. Trouver

un équivalent de 𝑢𝑛.

(étude suite de coefficients binomiaux)
Ex 3 On considère la suite réelle (𝑢𝑛) définie par 𝑢0 = 1,𝑢1 = 2 et ∀𝑛 ∈N, 𝑢𝑛+2 =

𝑢𝑛𝑢𝑛+1
5𝑢𝑛 −6𝑢𝑛+1

. Calculez 𝑢𝑛

en fonction de 𝑛 puis déterminez sa limite.
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TPE PSI 2007 | CCP PC 2009 (étude suite somme)�
Ex 4 Déterminer la limite de 𝑢𝑛 = 1

𝑛

𝑛
∑
𝑘=1

ln(1+ 𝑘
𝑛

). En déduire la limite de 𝑣𝑛 = ((2𝑛)!
𝑛!𝑛𝑛 )

1/𝑛
.

Centrale PSI 2009 (critères de d’Alembert et Cauchy) H�
Ex 5 Soient (𝑢𝑛)𝑛∈N ∈ (R∗

+)N et 𝑥 ∈ R+. On suppose que
𝑢𝑛+1
𝑢𝑛

→ 𝑥.

1 ) Montrer que si 𝑥 < 1 alors 𝑢𝑛 tend vers zéro et que si 𝑥 > 1 alors 𝑢𝑛 tend vers +∞.
2 ) Étudier 𝑣𝑛 = 𝑛

√𝑢𝑛.

Mines-Ponts PSi 2016 | Mines-Ponts PC 2014 (étude asymptotique suite) �
Ex 6 Limite de la suite de terme général 𝑢𝑛 = ( 𝑛!

𝑛𝑛 )1/𝑛 ?

CCP PC 2005 (suite produit)�
Ex 7 Déterminer la limite de 𝑃𝑛 = 1

𝑛
(

𝑛
∏
𝑘=1

(𝑛+𝑘))
1/𝑛

.

Telecom Sud Paris PC 2009 (étude suite somme)
Ex 8 Déterminer la limite de 𝑆𝑛 =

𝑛
∑
𝑘=1

sin( 𝑘
𝑛

)sin( 𝑘
𝑛2 ).

Equivalents, Limites, Dls / DAs de Fonctions

IMT PSI 2022 | CCP PSI 2013 (développement limité d’une réciproque)
Ex 9 Soit 𝑓 ∶ 𝑥 → 𝑥+ ln(1+𝑥).
1 ) Montrez 𝑓 est bijection de son ensemble de déf. sur un intervalle à préciser. On note 𝑔 la réciproque.
2 ) Calculez 𝑔(0) et 𝑔′(0).
3 ) Montrez que 𝑔 admet un dl à tout ordre en 0. [2016 :Montrez que 𝑔 est de classe 𝐶∞.]
4 ) Montrez que 𝑔 admet un développement limité d’ordre 3 en 0 et le calculer.

Centrale PSI 2022 (développement asymptotique d’une réciproque en+∞) H�
Ex 10

1 ) Montrez 𝑓 ∶ 𝑦 ⟶ 𝑦5 +𝑦 réalise une bijection de R+∗ sur R+∗ . Soient 𝑣 la réciproque de 𝑓 et 𝑢 ∶ 𝑥 ⟶ (𝑣(𝑥))5.
2 ) Montrez que 𝑢(𝑥) = 𝑥+𝑜(𝑥) quand 𝑥 ⟶ +∞.
3 ) Montrez ∃𝑎,𝑏 ∈ R tq 𝑢(𝑥) = 𝑥 + 𝑎𝑥1/5 + 𝑏𝑥−3/5 + 𝑜(𝑥−3/5) en +∞. En déduire dév. asymptotique de 𝑣 en

+∞.

CCP PSI 2007 (détermination limite fonction usuelle)�
Ex 11 Calculer lim

𝑥→+∞
( ln(𝑥+1)

ln𝑥
)

𝑥 ln𝑥
.

Mines-Ponts PSI 2013 (développement limité) �
Ex 12 En trouvant deux manières de faire le développement limité de (𝑒𝑥 −1)𝑛, montrez que :

∀𝑚 ≤ 𝑛,
𝑛

∑
𝑘=0

(−1)𝑛−𝑘(𝑛
𝑘

)𝑘𝑚 = 𝛿𝑚,𝑛𝑛!.

Mines-Ponts PC 2014 (détermination limite fonction usuelle) H
Ex 13 Déterminer la limite en 0+ de 𝑓∶ 𝑥 ↦ (1+𝑥)(ln𝑥)/𝑥 −𝑥

𝑥(𝑥𝑥 −1)
.

Petites Mines PC 2009 (détermination limite fonction usuelle)
Ex 14 Déterminer la limite de (3𝑥 −3×2𝑥 −𝑣)tan(𝜋𝑥/6) quand 𝑥 tend vers 3.

Mines-Ponts PC 2014 (détermination limite fonction usuelle) H�
Ex 15 Déterminer la limite en +∞ de 𝑓∶ 𝑥 ↦ 𝑥(𝑥+1)/𝑥 −𝑥𝑥/(𝑥−1).
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