Queloues Correcrions AlGgebre Linéaire

Ex1 On considére I'ensemble H des polynomes de la forme a X3 + (b — 2a) X? — 2bX + 3a. (a,b réels).

Montrez que c’est un plan. (muni des lois usuelles). Précisez une base.

Il est clair que H est un sous-ensemble de R[X], qui est un R-ev usuel. Par conséquent, pour démontrer H R-ev,

il faut et il suffit de démontrer sous-ev de R[X]

Méthode 1 générale (plus générale mais moins efficace dans cet exo) :
*Onabien O € Hen prenanta =b=0.

* Soient «, 5 € R deux scalaires et P,;, P,,,, deux polynémes de H. Montrons aP,, + 5P,/ € H :

QP+ BPy = a(aX® + (b—20) X2~ 20X +3a) + B(a' X3 + (' —20) X2 — 20/ X + 30"

= (aa+Ba’) X3+ ((ab—i—ﬁb/) —2(aa+ﬁa/))X2 —2(ab+pb" )X +3(aa+ Sa’)
= AX?*4+(B—2A)X?—2BX +3A =

On aposé A =aa+ fa’ et B= ab+ b’ quisont bien réels. OK : on reconnait bien la « forme » d’'un élément de

H.

Méthode 2 (plus efficace dans cet exo) :

On remarque :

Py =aX3+(b—20)X? ~ 20X +3a=a(X?~2X2+3) +b(X? =2X ) =aQ+ AR

Q(X) R(X)
Comme a,b parcourent tout R, on en déduit que H est 'ensemble de toutes les combinaisons linéaires de la

famille (Q, R). Par conséquent (cours), c’'est un espace vectoriel, les sous-espace vectoriel engendré par cette

famille. On note H = Vect(Q,R) =< @, R > et on en déduit dim H < 2.

Pour démontrer que H est un plan, cad de dimension 2, on commence par chercher une base (il peut y a d’autres
méthodes selon les exos). On reprend le « fil » de la méthode 2 (d’ot1 son « efficacité ») : on a en fait démontré que
(Q, R) est génératricede H, et méme dim H < 2. Reste a regarder si la famille est libre : comme deg() + degR,
la famille est libre, donc base de H, donc dim H = Card (Q, R) = 2.

Remarques

* Attention au raisonnement! E = Vect(u,v) ne donne pas dimension 2 mais dim F < 2. Pensez au cas
u = v qui donne dimension 1 (et méme dimension 0 si © = 0). Rappelons que Vect (u,v) est 'ensemble

des combinaisons linéaires au + Sv.



* Plus généralement, £/ = Vect(uy,...,u,) améne dim &2 < p. Pour en savoir un peu plus, il faut regarder si

la famille est libre ou liée et plus précisément le rang de la famille des (z,),;., : dim E = 1g(7;)1<;<-

 Une famille de polynomes de degrés tous distincts est libre (cours). On dit aussi une famille « échelonnée

en degrés »

Ex 2

1) Montrez que I'ensemble des matrices de )7, (R) de trace nulle est un sevde M, (R)

2 ) En donner une base pour n = 3.

1) D’apres le cours, on sait que I'application tr : M € M, (R) — tr (M) est une forme linéaire (forme signifie
a valeurs dans K). Par conséquent son noyau, qui est I'ensemble des matrices de trace nulle, est un hyperplan.

C’est un donc un sev de dimension dim M, (R) —1 =n?—1

2) Onremarque que 'ensemble H des matrices de trace nulle d’ordre 3 (sev de dimension 3% — 1 = 8) peut

b
s’écrire sous la forme completement générale (3 Z j‘ ) . On écrit alors :
g —a—e

a b be 1 0 0 010 0 01 0 00 0 0 O
d e f |=al0 0 0 /|+b|0 0 O|+c|O O Of+d|1 0 O]+e]O 1 0
g h —a—e 00 —1 0 00 0 00 0 00 0 0 —1

0 00 0 00 0 00

+f{0 0 1|[+g9]l0 O O|+h]O O O

0 0 O 1 0 0 01 0
=a(Ey; — Ey3) +0E 5 + B3 +dEy; +e(Eyy — Esz) + fEyg +gFg +hEsy

Je vous laisse réfléchir au fait que ceci permettrait aussi (2° méthode donc) de démontrer que c’est un sev par
un Vect, par contre, on obtiendrait seulement dim < n? — 1 = 8. J’ai utilisé la base canonique (E; 1<ij<n d€
M, (R) que vous devez connaitre : E;; est la matrice constituée uniquement de 0 sauf un seul 1 en position

(i,7) : intersection de la ligne ¢ et colonne ;.

Onadonc démontré que H = Vect ((Ey; —Es3), E19, E15, Eyy, (Egy—FE33), Eoq, Eqq, Es, ). Ceci prouve que cette
famille est génératrice de H (rappel F est un sev engendré par la famille & est exactement la méme chose que

la famille & est génératrice de F, c’est juste un autre vocabulaire). Comme elle est aussi de cardinal 8 égal a la

dimension de H, c’est est une base.

Remarque : Sivous aviez utilisé la deuxieme méthode, qui ne vous donne pas la dimension (seulement dim H <
8 si vous avez bien suivi), vous auriez été contraint de démontrer que cette famille était libre, d'ot1 une méthode
plus longue. Il est donc important, pour l'efficacité, de savoir repérer les noyaux des formes linéaires qui vous

donnent en plus la dimension. Le noyau d'une applicatié)n linéaire quelconque (qui n'est pas une forme) ne vous



donne pas immédiatement la dimension : on a, par le théoréme du rang, dim Ker f = n — rg f et il faut calculer

ensuite le rang... Pour terminer, en fait, le rang d’'une forme linéaire non nulle est toujours 1.

Ex %
abcd
1) Montrez’ensemble F'des matrices circulantes M, ., défini par M, ., = Ccl Z Z Z estunsevde M, (R).
bcda
2) On pose J = My, . Calculez J* et en déduire que F est stable par x.
1) On écrit
10 00 0100 0010 0 001
0100 0010 0 001 1 000
Mabcd:a +b +c +d
0010 0 001 1 00 0 0100
0001 10 00 0100 0010
I, J K L

Comme a,b, c,d sont quelconques, 'ensemble de tous les M, ., est 'ensemble de toutes les combinaisons li-
néaires de la famille £ (1, J, K, L). Cest un donc un sevde M ,(R) de dimension < 4 (rappelons dim M ,(R) =
16)

Remarques

* Onadonc F' = Vect(&) & est génératrice de I et est méme libre (cela se comprend mais il faudrait le

démontrer, c’en est donc une base. Les I, J, K, L sont elles-méme des matrices circulantes.
« Il serait bien de voir (de savoir) (avant la question 2...) que K = J%2 et L = J3...

* Vous voyez pourquoi on les appelle matrice circulantes? Par contre, Attention! , ces méthodes ne fonc-

tionnent pas lorsque les coefficients « circulent a l'envers » (vous voyez ce que cela veut dire?)

2) Oncalcule:

0010 0001
0001 1000

J? = =K J= =L Ji=1I
1000 0100
0100 0010

donc F = Vect ((J*)yj<3). Comme les matrices J* sont égales cycliquement (cycle de longueur 4), on peut

méme écrire ' = Vect ((J*),.,) (par contre, cette famille ne sera pas une base, vous suivez?).

Un ensemble F'est stable par X, ssi pour tous M, N dans F; alors M x N est aussi dans F. On utilise qu'un élément

ne peut s'exprimer qu'en fonction de J. On prend M = %@bcd et N = Ma'b’c’d’ et on se rappelle le cycle d’ordre



4 sur les puissances de .J : par exemple J2 = .J7,J? = J'0 etméme J ' = J3 =J" =J 7 ...

MN = (al,+bJ+cJ?+dJ3 (@' I,+b T+ J2+d' J3) = ad I, +ab' J +ac’ J? +ad' J? +ba’ J +bb’ J2 +be’ J> + bd’ J*
= (aa’ +bd’ +db" +cc' )+ (ab' +a'b+cd +d')J+ (..)J* +(...)J?

Je n'ai pas mis les détails du calcul ni terminé (je vous laisse le faire). On a bien M N € F, comme combinaison

linéaire de puissances de J.

Remarque : En fait si on écrit F' = Vect((J*),), il 0’y a rien & démontrer, on a nécessairement F stable par

produit! Vous suivez? Alors, c’est tres bien.

Ex4 Pourn > 2, et (E): M+ M" =2(tr M)I,,,avec M € M, (R). Montrez que 'ensemble des solutions

de E (muni des opérations usuelles) est un sous-espace de ), (R) et déterminez sa dimension.

Méthode 1 (plus générale) : Sol(E) est un sous-espace vectoriel de M, (R) :
* SOl(E)20carO+ 0" =0=2(trO)I=0[ =0
e Soient a, 3 € Ret M, N €Sol(E). Onadonc M +M" =2(tr M)I,, et N+ NT =2(tr N)I,,. 1l s'ensuit
(aM +BN)+("aM +BN)=a(M+M")+3(N +N")=atr M1, + St NI, = tr(aM +3N)I,,
doit aM + BN € Sol(E)

Méthode 2 : Considérons ¢: M € M, (R) — M+ M" —2tr M1I,,. ¢ est clairement linéaire (la transposition et la
trace sont linéaires d’apres le cours), et d’autre part, il est immédiat que Sol(E)= Ker ¢. Il s’ensuit que Sol(E) est

unsevde M, (R).

Pour la dimension, c’est un peu plus compliqué... On peut commencer par remarquer que les matrices antisy-
métriques conviennent (eh oui, il faut le voir tout seul, mais a I'oral vous serez aidé, si vous ne I'avez pas vu...).Si
M e A,(R), M' = —M, et donc M + M" = 0, et d’autre part, on sait que la diagonale de M est nulle d’'out

2tr(M)I,, = 0. Pour la dimension, on peut déja dire dimSol(E)> dim A,,(R) = %

On «regarde » alors les matrices symétriques : Si M € §,,(R), M + M" = 2M. 1l vient alors, que Si M €Sol(E),
alors 2M =2tr(M)1,,, soit M = «al,, (Bien comprendre cette « technique ».
Réciproquement, si M = ol,,, alors M €Sol(E) < al, +al', =2tr(al,)l, < 2al, =2nal, < n=1.

(On « comprend » 'hypothése n > 2...). Aucune matrice symétrique ne convient (sauf O).

Pour terminer, il faut se rappeler la somme directe (c’est du cours) S, (R) & A, (R) = M, (R).Pour M € M, (R)

quelconque, on écrit M = A+ S, avec ST = Set AT = —A.

M+M' =2t M1, < (A+5)+(A+5) =2tr(A+9)], <= A+ A" + 5+ 5" =2(tr A+ trS)I,

— 25 =2uS], < S =0 vuplus haut
4



(n—1)

Il s’ensuit que seules les matrices antisymétriques sont solutions d'ot1 Sol(E)= A, (R), ou dimSol(E)= r 5

Mines-Ponts PSI 2021-2019-2018 (ev engendré par matrices nilpotentes) ¥
Ex 2

Soient n > 2, # 'ensemble des matrices de trace nulle de M ,,(C) et V celui des matrices nilpotentes.
1) Les ensembles 7 et V sont-ils des sous-espaces vectoriels de M, (R) ?
2) Montrez que I'espace engendré par NV est inclus dans 77 .

% ) Cette inclusion est-elle une égalité?

1) Lensemble des matrices de trace nulle est un hyperplan de 3, (C) comme noyau de la forme linéaire non
nulle tr. Les matrices nilpotentes complexes d’ordre n ne forment pas un sev puisque cet ensemble n'est pas
stable par + : par exemple les 2 matrices de la base canonique E,,, et E,;, visiblement nilpotentes d’indice 2,
ont une somme M non nilpotente puisque pour tout entier p, M?PE, = E, avec E,, premier vecteur de la base

canonique de M, ;(C) (je vous laisse y réfléchir)

2) Jerappelle que les matrices nilpotentes ont une seule valeur propre 0, de multiplicité n (Je ne le redémontre
pas ici). On en déduit que leur trace, somme de toutes les valeurs propres complexes, est toujours nulle. (C’est
plus délicat a démontrer pour un 3/2 qui n'a pas ce résultat). Comme N C H et que / est un sev, on en déduit
Vect (V'), sev engendré par V est inclus dans . Attention! , on n 'en déduit pas 1'égalité. Le sev engendré

pourrait étre plus petit. C’est la question suivante...

%) On peut démontrer I'égalité par plusieurs méthodes : ou montrer que toute matrice de trace nulle peut
s’écrire comme combinaison linéaire de matrices nilpotentes, o montrer qu'’il existe une famille libre de ma-
trices nilpotentes de cardinal > dim /{ : on aura alors égalité par un raisonnement de dimension. On choisit la

2°.

On dispose déja des n? —n matrices nilpotentes de la base canonique de M, (C) :les E j pour i # j qui vérifient
toutes Ef] = (. Reste a en trouver n — 1 indépendantes de celles-ci : on consideére, pour i # 1, les M, = E;; +
E,;,—E;; —E;, :larestriction de 'endomorphisme canoniquement associé a Vect(e,,e;)a pour matrice ( ~1).
On a donc aussi M? = 0. On termine par la liberté : si une combinaison linéaire est nulle A = Zl 4 a; B+

2#1 B;M; = 0. La coordonnée de A sur E;

i aveci # jeti,j# 1, esta,; doa' a;; =0. Celle sur E,

; i aveci # 1,

est 3;, soit 3; = 0. Celle sur £, (rp. sur E;;) est ay; + 5; =0 (rp. o;; — 5; =0), dod' ov;; = v;; = 0. Reste 5; =0

que l'on obtient par la coordonnée sur F; (je vous laisse y réfléchir).

Remarque : En utilisant les matrices ci-dessus, les E;; avec i #+ j et les M;, qui sont nilpotentes d’indice 2, le

lecteur pourra essayer de montrer par lui-méme que toute matrice de trace nulle s’écrit comme combinaison



linéaire de ces matrices, d'oa’ la preuve par la 1" méthode. Par exemple, pourn =3:

a b c
d e f = fEy3+hEg—eMy+(at+e)Mz+(e+d)Ey +(—e+b)Ejp+(a+et+c)Ejy+(—a—e+g)Eyy
g h —a—e

Ex 6

1) Soit EunK-evet f € £(E).Montrez A;={ g€ £(E) / fog=0} estun K-espace vectoriel.

2) Précisez sa dimension.

1) Ondémontre A;sevde £(E).On suppose E de dimension n
Méthode 1 (plus simple) :
¢ A;> 0, l'application nulle, car immédiatement f o0 =0.
* Soienta, $2 scalaires delK, et g,g" € A. Il faut montrer ag+j3g" € A;, cad il faut montrer fo(ag+3g") =

0. Une propriété de la loi - due au fait que f est linéaire permet d’écrire :

folag+pg)=a(feg)+B(fog’)=a0+H0=0
Méthode 2 (un peu plus élégante) : On considére l'application ¢ : g € £(E) — go f. Cette application est
linéaire (due a la linéarité de f,c’est trés similaire a plus haut, je ne le démontre pas ici), et on remarque A; =

Ker¢. C'est donc unsevde £(F).

Remarque: Attention! fo(g+h) = fog+ fohne « marche que» parce que festlinéaire (par exemple: sin(lnxz+x)
nest pas égal a sinlnx +sinzx!. Par contre,'autre sens (g+ h)o f = go f + ho f « marche » tout le temps! Eh oui,

c’est compliqué les maths. Rien de nouveau, vous avez vu cela en Sup, je ne fais que vous le rappeler.

2) Laméthode 2 nous donne sa dimension par le théoréme durang: dim A, = dim £(E) —1g¢ = n?—rg¢sans

la donner : c’est théorique! Il faut calculer ce rang ce qui n'est pas simple... On va prendre une aute méthode.

On se rappelle une propriété élémentaire du cours, a bien retenir car utile,

feg=0<+= ImgC Kerf‘.Ceciva

nous permettre de calculer la dimension : I'idée est de « construire » un isomorphisme de 'ensemble de foutes
les applications g linéaires telles que leur image soit contenue dans le noyau de f (cet ensemble est A ;!) vers un

autre ev dont la dimension est, elle, connue. Essayez de comprendre ce qui suit, ce n’est pas si dur en fait.

Le noyau de fest fixé, c’est un ev que 'on va noter F' = Ker f pour simplifier. Soit g une application de £(F) telle
que son image soit contenue dans F. Alors on lui associe ¢’ linéaire de F dans F qui est telle que ¢’ (x) = g(x)
(on le peut uniquement par ce que son image est dans F, je vous laisse y réfléchir). Onnote ¢y : g € A, — g¢'.
Elle est évidemment linéaire (c'est « quasiment » I'identité) et elle est de I'ev A, C L(E) = L(E,F) dansl'ev

L(E,F).



Montrons que v est bijective : il y a bien une dizaine de méthodes que nous réviserons en cours. Ici, le plus simple
est sans doute d’expliciter la réciproque qui est simple, si vous avez bien suivi. C'est I'application qui a h linéaire
de E dans Fassocie 'application linéaire de I’ dans F « égale» a h! Ce n’est pas, mathématiquement strictement
égal a h, car 'ensemble d’arrivée est I/, mais a part cela ,c’est « la méme ». Comme 1) est un isomorphisme on

conclut par I'égalité de dimensions : dim A ; = dim £( E, F) = dim E x dim F = n x dim Ker f.

Mines-Ponts PSI 2022 (sev de matrices) Y &1
Ex7  SoientneN*,A,Be M, (R).Montrez { M € M, (R), AMB=0}estunsevde M, (R). Dimension?

Notons F'cet ensemble immédiatement sev comme noyau de 'application linéaire M/ — AM B.Sir = rg B, on

sait B= PJ,Q ! avec P,(Q inversibles et J, = Diag(1,...,1,0,...,0). Ensuite :

AMB:O<:>AMPJTQ*1:O<:>4HPP—1MPJT,:0<:>A’M’JT:O
A/ M/

I 0 XY X 0 X
J,. = M = M'J. = puis A’M’'J. =0« A’ =0etY,Tquelconques

0 0 Z T Z 0 Z
Onpose 1’ = rg A’ = rg A car Pinversible. Considérons ¢: (X Z )" M, . (R) — A (X2Z)' e M, .(R).¢est
linéaire et si onnoteles colonnes Cy, ..., C,, elle estisomorphe a® : (Cy,...,C,) € (M, ;(R))" — (A'Cy,...,A'C,) €
(M, 1(R))".Comme C; € M, {(R) — A’C; estderangr’, 1 estde rang 7’ puis, par le théoreme du rang, son

noyau est de dimension nr —r7’. De méme pour Ker¢. CommeY € M,,_,. .(R) etT € M,,_, . .(R), il suit

dimF =nr—rr'+r(n—r)+(n—r)2=n?—r’'"= n®>—1gA1gB

Ex 8 Soit E'un K-ev de dim. finie n et Vun sous-ev de E de dimension p. On pose Ly, ={ue £L(E) /V D
Imu }.
1) Montrez que Ly, est un ev de dim. finie

2) ¥ Donnez sa dimension.

L={ue £(E)/V D Imu} estunsevde £(F) puisque, clairement!’application nulle O appartienta L (ImO =
{0} c V)etsia,feKetu,v€ L,alors au+ v € L: Soitz € Im (au+ fv), donc z = au(y) + fv(y), avecy € E.
Par hypothese, u(y) € Imu C Vetwv(y) € Imv C V, et Vétant stable par + et ., il vient z € V. On a démontré

Im (au+Bv) C V.

Lensemble des endomorphismes de V est « exactement » (en fait, a un isomorphisme canonique pres : voir re-
marque) 'ensemble des morphismes de E dans V ( Imu C V) et donc est de dimension £(E,V) = dimE x

dimV = np.

Remarque : Comme mathématiquement, une aplication de F dans FE a valeurs dans V' n'est pas « exactement »
une application de E dans V, on prend I'isomorphisme suivant (immédiat a démontrer), qui conserve donc les

dimensions ¢): L — £(E,V) quia f: E — FE associe ]?: E — Vdéfini par f(z) = f(z)!



Ex 9
1) Montrezque F={ P eR,[X]| / P(1) =0} estun R-ev.
2) Etablir les familles suivantes sont des bases de F': (X*(X — 1))0<i<n_1, (X—1)")

soit une base de F.
m

1<i<n

% ) Montrez il existe p, m entiers tels que ((X —1)(X —2)") e

psts

4) Montrez directement que (X' (X — 1))O< ., estgénératrice de F.
SI1Sn—

1) Ilfallait voir un noyau d'une forme linéaire... Considérons I'application linéaire ¢ : P € R,,[X] — P(1) (jene
démontre pas lalinéarité immédiate («P+5Q)(1) = aP(1)+SQ(1)). C'est une forme linéaire car a valeurs dans
R et non nulle car il existe évidemment des polyndmes tels que P(1) # 0! F' = Ker ¢ donc c’est un hyperplan

soit un R-ev de dimension dimR,, [ X]—1=(n+1)—1=n.

2) Comme on connait la dimension de F, la méthode la plus simple pour démontrer base est de démontrer
libre et de cardinal égal a la dimension. Ne pas oublier de démontrer que les vecteurs sont bien dans le sous-ev

en question! On pose P, = X*(X —1),pour0<i<n—1let & = (P,

2) ) pour rédiger efficacement.
0<i<n—1

» P, € Fcar clairement P;(1) =0.
» & est libre puisque constituée de polynémes de degrés distincts. En effet deg P, =i+ 1.
e Cardé =Card0;n—1 =n=dimF

& est donc une base de F. Méthode similaire pour I'autre famille.

3 ) Cette question est un peu différente : les polynomes Q; = (X —1)*(X —2)"~* sont tous de méme degré n.
Attention! Ils peuvent former une famille libre quand méme! Par contre, c’est un peu plus dur a démontrer. On
peut aussi, si on maitrise bien cette notion, démontrer que la famille est génératrice de F'ala place de la liberté.

Ce qui rajoute (un peu) de difficulté, c’est qu'il y a des parameétres a trouver en plus.

On peut commencer par remarquer que @), € F'ssi @, (1) = 0 qui se traduit par i > 1. Par conséquent, p > 1 est
une condition nécessaire. On peut en profiter pour remarquer aussi que n—: > 0 est nécessaire pour que ce soit

un polyndme, soit m < n. Montrons la liberté en consdérant une combinaison linéaire nulle :
Oép<X — ]_)p(X_ 2)71*]3 + ap+1(X — 1)p+1 (X— 2)n7p71 4t am(X— 1>m<X_ 2>n7m =0

Il faut maintenant une idée (ou plusieurs) pour prouver que les coefficients sont nuls. On divise par (X —1)? :

on arrive a
o, (X =2)"P o, (X=X =2)" P et (X—1)mP(X—2)""™ =0

En prenant la valeur en 1, on arrive a a,(—1)""? = 0 soit o, = 0 qu'on réinjecte. On divise alors par (X —1)P*!



et on arrive alors a :

La valeur en 1 donne a nouveau o, ; = 0. Il n'y a plus qu’a répéter cette idée : on arrivera alors a la derniere
étapea o, (X —1)"(X —2)"™ =0 qui amenera «,,, =0.
On a donc maintenantpourp > letm <n:

*QieF

* Le famille (Q,,...,Q,,) estlibre

Par conséquent, c’est une base ssi elle est de cardinal n ce qui nécessite p =1 et m = n.

4) Puisqu’'on a déja montré que la famille est une base, on a donc démontré qu’elle est bien génératrice de F'mais
cest indirect!. Montrer directement signifie de montrer qu’elle engendre, que son vect est bien F'ou autrement
dit que tout polynome de F's’écrit (directement) comme combinaison linéaire des P;. Il faut réfléchir un peu.

Montrer qu'une famille engendre (directement) un sev est une question assez délicate en général.

Lidée est celle-ci: si P € F, deg P < n et P(1) = 0 donc, cours sur les polyndmes, on peut écrire X —1 / P(X)

ouencore P(X)= (X —1)Q(X) avec deg@ < n— 1. Ensuite :

P=(X—1)Q(X) = (X—1) (ag+a, X+, , X")
=y (X - 1) —|—a1X<X— 1) e, XM (X - 1)

— aOPO +a1P1 +"’+an_1Pn_1

Ex10 On se place dans le R-ev des fonctions numériques réelles. Etablir que la famille

(x — coshz,x — e”, 2 — sinhx) est liée.

On se place dans £ = ¥ (R, R). La famille (x — coshx,z — e”,2 — sinhz) est liée car :

VreR, e =1 coshz+1 sinhz

CCP PSI 2011 (base de l'ev des matrices diagonales)
Ex12 Soit D € M, (K) une matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont distincts. Montrez que

(I,,D,D?,...,D" ') est une base de I'ensemble des matrices diagonales de M, ().

On peut déja constater 2 choses : ce sont bien des matrices diagonales et le cardinal de la famille est égal a
n, la dimension de I'ev des matrices diagonales. Il ne reste plus qu’a démontrer en 3¢ point la liberté de la fa-
mille. Posons D = Diag(a,...,a, ) avec les a; distincts par hypothése. Soit une combinaison linéaire nulle de

coefficients \; € K: A\gI,, + \yD+--+ X, ;D" 1=0



Ecrivons-le pour n = 3, pour voir plus clair :

100 a 0 0 a2z 0 0

0 01 0 0 ay 0 0 a3
Ao+ Aag+ Aqad 0 0 000
= 0 Ao +Aaq +Aqa? 0 =[({0 0 0
0 0 Ay +Ajay +Aya3 000
Ao+ Aag+ra2 = 0
On « arrive » donc au systeme 3 x 3 d'inconnues les \; (ne vous trompez pas) Ao+ Aa; + )\2a% = 0
Ao+ Aay+Xa2 = 0

Quand un systéme est un peu compliqué, ou théorique, une bonne idée est d’écrire la matrice associée.
2
1 ay aj
Icicest | 1 a, a% . On doit reconnaitre une matrice de Van der Monde!
2
1 ay a3
Vous 'avez stirement vue en Sup. Maintenant, on le reverra en cours de Spé, mais si vous la retenez maintenant

c’est toujours ¢ca de « gagné »! Une matrice de Van der Monde est une matrice du type

1 1 1 1
aq s as a,
2 2 2 2
aj as a2 .. a} | €M,(K)
n—1 -1 n—1 n—1
af ay a’ an

Les coefficients s’écrivent aé-_l pour 1 < 4,5 < n. Le résultat principal du cours de PSI a retenir eqt qu’elle est
inversible ssi les a; sont tous distincts. Vous vous rappelez 'hypotheése de I'exo? Terminons la résolution. Le
systeme s’écrit matriciellement M X = 0 et je rappelle, si la matrice est inversible, la seule solution est X =

(0,...,0) € M,, 1 (K) . Nous obtenons donc ici les \; = 0 ce qu’il fallait démontrer.

Remarque : Si les coefficients ne sont pas distincts, la famille n’est pas libre : Je vous laisse le vérifier avec cet

exemple (essayez de trouver un lien!)

100 2 0 0 4 0 0
I=l0 1 0 D=10 2 0 D*=10 4 0
00 1 00 1 00 1
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Ex1% Soientay,...,a,,bq,...,b, desréels. Montrez que la famille de vecteurs (U1, ...,U,,) de R” définie par

U,=(14+a.b;,14+ayb,,...,14+a,b,) estliée Indication : montrez quelle est contenue dans un plan.

Mathématiquement, une famille (z;) est contenue dans un plan ssi, pour tout ¢, z; € Vect (u,v), avec a priori,
(u,v) libre (sinon Le vect est une droite, mais bon, si c’est inclus dans une droite, c’est inclus dans n'importe quel
plan qui contient la droite...). Ajoutons que z; € Vect (u,v) est exactement la méme chose que x, = o;u+ S,v.

Dans cet exercice, il faut donc bien « regarder » le vecteur X; = (1+a,b;,1+ayb;,...,1+a,b,) et remarquer :

1+ayb; 1 a,
X;= : = : +0b; : =1U+b,V et c'est tout...
1+4+a,_41b; 1 a,_ 1
1+anbi 1 a,
———— ~———
U 1%

Remarque : Sivous avez tout compris, essayez de procéder de maniére identique avec X; = (sin(a; + bj)) eie
sJsn

pour 1 < i < n (c'est similaire mais un peu plus dur)

Mines-Ponts PSI 2018-2017-2016-2009 (base de polynémes) %

Ex14 Soient ay, ..., a,, des scalaires 2 a 2distincts et P € R[X] un polynéme de degré n.

Montrez que la famille (P(X + a;,))o<j<,, st une base de R, [X].

On part d'une combinaison linéaire nulle Z?: o NP (X +a;) =0avec A, réels

En dérivant jfois en 0 pour 0 < j < n, on obtient Z:,L:O \;PY)(a;) = 0.Cesystémea n+1inconnues (les \;) et n+

. Chaque colonne est le vecteur (P9 (a;)) .Orsionse

1lignes a pour matrice associée A = (PU) (a; 0<ic
SIsSN

)>O§i7j§n
rappelle que les (a;) sont les coordonnées d'un polynéme ) € R, [X] dansla base (L, ..., L, ) des polynomes
de Lagrange associée aux réels distincts a,,...,a,,, A est donc la matrice de passage de la base de Lagrange a
labase (P,P’,P”,...,P) deR,[X]. C'est bien une base car les polynémes sont de degrés échelonnés (et non

nuls car Pde degré n) et en nombre n+ 1. A est donc inversible et la solution du systeme ne peut étre alors que

la solution partout nulle.

Mines-Ponts PSI 2014 (coefficients d’une matrice comme intégrale) &1
Ex1% Soient E = €°( [0,1] ,R) et(fy,..., f,) une famille libre de F.

Montrez que pour toute matrice M € M ,,(R) = [m , il existe une famille (g;),;,, de £ telle que pour

i 1<i,j<n

1
tous 1 <i,5 <n, m;; = / fi(t)g,(t) dt. Etudiez la réciproque.
0

Posons ¢, la forme linéaire sur E définie par ¢,(g) = fo ! f;(t)g(t)dt. Nous allons montrer que l'application ) :

g€ E— (¢1(9),...,0,(g)) € R" est surjective. Le résuitlat suivra (je vous laisse y réfléchir).



On pose F' = Vect(f,,..., f,,) qui estun sev de E de dimension n. Il suffit de démontrer que 1) « restreint » a F'est
surjective. On la notera 1 aussi. Par linéarité et méme dimension n, il faut et il suffit de démontrer ¢): g € F —»
(¢1(9),-..,0,(g)) € R™ est injective.

On suppose ¢, (g) = ¢,,(9)=0.g € Fdoncs'écrit g = Z’.l a; f;. On écrit alors :

S anio oo [ wra~ [ (Sonsiaon- [ (Gnsi'

Par continuité et positivité du carré réel, la nullité de I 1ntegrale amene o f;(t) + -+, fn( ) =0 (pour tout t)

qui, par liberté des ( f;), amene tous les «; nuls, soit g(¢) = 0. Réciproque immédiate soit Kery)= {0 }.

La réciproque est vraie. Je ne le démontre pas ici, vous pouvez essayer en reprenant le fil. Lisez la remarque.

Remarque :
On montre que l'application z € E — (¢, (2),...,¢,,(x)), avec les ¢, formes linéaires quelconques sur E, est
surjective ssi la famille des ¢, est libre. Ici, on peut démontrer que la famille des ¢, dans £( E,R) définis plus

haut est libre ssi la famille des f; dans E est libre, ce n’est pas trés difficile.

Ex16 % Soit f € R® tq f(R) estinfini. On pose f™ = f x --- x f(n fois) Montrez ( f,,),,cn- €st libre.

Considérons, pour comprendre, des cas ol1 f(R) est fini. Par exemple une fonction constante k, f(R) est alors le
singleton { k }. Toutes les fonctions f™ étant des constantes, elles sont toutes colinéaires (je vous laisse y réflé-
chir). Deuxiéme exemple un peu plus compliqué, quand f prend 2 valeurs, par exemple fvaut a sur R** et b sur
R~ . Alors toutes les /™ sont dans un méme plan. Vous le voyez? je vous aide un peu : c’est le plan engendré par
les deux fonctions, celle qui vaut 1 sur R™* et 0 sur R~ et celle qui vaut 0 sur R™* et 1 sur R~ . (il faut faire 1'effort

de le comprendre).

Revenons a notre exo. Déja on applique le fait qu'une famille infinie est libre ssi toute sous-famille finie est libre
(c’est limite-cours mais on peut considérer que c’est du cours pour Mines-Centrale). Donc on prend une sous-
famille finie quelconque (™, ..., f"») mais c’est guere pratique a manier. On applique alors le résultat( qui lui
est bien du cours), qu'une sous-famille d'une famille libre est libre, donc on considere la sur-famille (f*,..., fV)
avec N = max(n,... ,np). Et pour terminer, simplifier les écritures, on va poser n = N. Donc, pour la suite, soit

n entier fixé. Montrons (f!,..., f) libre.
Soit une combinaison linéaire nulle o, f + ay f2 + -+ + a,, f* = 0. Il faut se servir de 'hypotheése f(R) est infini.

Méthode 1 : Il existe des z;, pour 1 <1i < n, telsqueles f(z,) soient distincts 2 a2 (notons que n étant quelconque,
méme fixé, on a besoin de I'hypothése d’infinitude). On obtient alors un systéme a n inconnues (les aj) etn
lignes, la i® ligne étant o, f(z;) + s (f(2;))? +-+a, (f(z;))™ = 0. Avez-vous reconnu? Le systéme est donc un
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systeme de Van der Monde! Les f(x,) étant tous distincts entre eux, la matrice de Vander monde (en les f(z;))

associée au systeme est inversible, donc la seule solution est la solution nulle, soit ¢y =--=«,, =0.

Méthode 2 : On considere le polynome P(X) = a; X + a, X2 + -+ a,, X™. ce polynome a pour racines tous les
f(z) qui sont en nombre infini, c’est donc le polynéme nul. Par conséquent ses coefficients sont nuls oy = --- =

o, =0.

Remarque : Ce n'est pas tout a fait une matrice de Van der Monde puisqu’il n’y a a pas de 1! Pour justifier pro-

prement, il faut revenir au déterminant. La (vraie) matrice de vandermonde [f(z;)’ '] \—; 1o, @ PoUr détermi-
—Z’]—n

nant (c’est du cours) H (f(x;) — f(z;)). La matrice associée a notre systeme, qui est [f(x;)]
1<i<j<n

par

1<i,j<n’
n
n-linéarité, a donc pour déterminant H flz;) x H (f(z;)— f(x;)). Onvoit donc qu'il faut en plus prendre
i=1 1<i<j<n
des f(z;) non nuls, ce qui ne pose pas de probleme avec I’hypothese. Pour ceux qui ne comprennent pas bien

cette « histoire » de déterminant (cours de révision en décembre sur la n-linéarité), je vous I'explicite pourn = 3:

a b c 1 1 1
a2 b2 c2|=abclq b c|=abc(c—a)(b—a)(c—D)
3 13 3 2 P2 2

a C a C

Ex18

Calculez noyau et image de f € £(R,[X]) donné dans la base canoniquepar M =| o 1 —1

Quand on demande le noyau et I'image d'une matrice 3 x 3, une bonne idée peut étre de calculer son déter-
minant, d'ou d’ailleurs I'importance de savoir calculer un det 3 x 3 en quelques secondes par Sarrus. On alors
immédiatement son rang. (ce qui n'est pas vrai si la taille > 4), ce qui aide toujours. En effet :

o SidetM #+ 0, M estinversible (rg M = 3), etdonc KerM = {0} et ImM =R3.

e Sidet M =0, rg M < 3,doncvaut0, 1, 2. 0 est exclus (en général) car c’est la matrice nulle! et rang 1 se voit.

Donc, on sait si c’est rang 1 ou rang 2.

Ici, on a, par Sarrus, detM =3+ 1+0—2—0—2 = 0. Comme on voit que ce n'est pas le rang 1 (C, n'est pas
colinéaire a C,), rg M = 2. Donc I'image est un plan et le noyau est une droite (théoreme du rang).
Pour le noyau d'une matrice, le « management » est toujours le méme : on cherche a partir du systéme, a écrire
toutes les variables (ici 3 : z,y, z) en fonction d’1 variable, puisque c’est une droite. Si vous avez bien assimilé la

méthode du pivot, vous pouvez 'utiliser, mais c’est souvent plus long :

x 0 —zrz—y+2z = 0 T = z
X = Y EM&I(R)EKGI'M@ MX=|0]| & Yy—z

Il
o
S

Il
N

Il
o
w
Il
w

z 0 5 r+2y—3z



On reconnait la droite dirigée (engendrée) par (1,1,1). Ker M = Vect(1,1,1).
Attention! , ce nest pas, stricto-sensu, Ker f: Ker f = Vect(le;+1e,+1e3) ol (eq, €4, €5) estlabase donnée dans
I'énoncé. Or ici, il nous parle de la base canonique de R,[X]. Onadonce; =1e, = X e; = X2 et finalement

Ker f = Vect(1+ X + X?)

Le cours nous donne Im M = Vect(C,,C,,Cy), ce qui d’ailleurs signifie aussi que (C,,Cy,C5) est génératrice
de Im M. Cette famille ne peut pas étre une base (il y en « un de trop »), une colonne est liée aux autres. Ol1 vous
trouvez la combinaison (ce n’est pas tres difficile ici) ol vous utilisez une astuce : le noyau : une combinaison
est (1,1,1). On a bien C, + C, + C5 = 0! Par conséquent Im M = Vect(C,,C,,C5) = Vect(C;,C,). La famille
(C,,C,) est donc génératrice de I'image et est de cardinal 2. C’est donc une base de Im M. Terminé.

On « revient » au morphisme f pour donner Im f qui en fait est la question posée : C; = (—1,0,1) et C, =

(—1,1,2). on utilise la base (1, X, X?), soit une base de Im fest (—1+ X2 —1+ X +2X?)

Ex19 $Onpose f: Pe L(R,[X]) — 2XP'(X)—(1-X?)P"(X)
1) Montrez f endomorphisme de R, [X].
2) Calculez le noyau de f.

1) festlinéaire car pour tous scalaires «, 5 € R et tous polynomes P, () (Attention! au 1°* égal) :

FlaP+BQ) =2X(aP(X) +BQ(X)) — (1—X?)(aP + Q(X))" (X)

=a(2XP'(X)—(1-X*)P"(X)) +B(2XQ'(X) - (1-X*)Q"(X)) = af (P) + Bf(Q)

Pour vérifier f endo-morphisme, on vérifie clairement que f(P) est bien € R, [X], cad un polynome de degré
< n.Polyndme étant immédiat, on vérifie U'inégalité sur le degré en appliquant proprement les formules sur le

degré que je vous rappelle :
deg(P x Q) =deg(P)+deg(Q)  deg(P*)) <deg(P)—k  deg(P+Q)<max(deg(P),deg(Q))

Attention! ala formule du degré de la somme, il ne faut pas oublier que les termes de plus haut degré peuvent
se télescoper (ce qui n'arrive pas pour le produit), d’'ot1 pas de égal mais un <.Attention! aussi a la dérivée!
deg(P’) = deg(P) —1 et, en généralisant, deg(P'¥) = deg(P) — k est faux : en effet la 1 formule ne marche pas
pour les polyndmes constants (je vous laisse y réfléchir) et la 2° ne marche pas pour tous les polynémes de degré

< k (parce que, en fait, deg(P*)) = —cc...). On applique ces formules a I'exo :

deg(XP'(X))=deg(X)+deg(P)<l4+n—1=n

deg((1—X?)P"(X))=deg(l—X?)+deg(P")<2+n—2=n
14



On termine, avec le degré de f(P), qui est leur somme, soit plus petit que max(n,n) = n. Ok.

2)

PeKerf< f(P)=0<+=2XP'(X)—(1-X?)P"(X)=0
Pour résoudre, il faut reconnaitre une équation différentielle. Du 2° ordre, mais en fait du 1°* ordre « déguisée ».
Donc, vous pouvez la résoudre avec le programme de Sup. On pose y = P’ qui donne 2xy — (1 —2?)y’ = 0 qui

s'integre en (c’est du cours!)

P':y:C’exp(/1 2x$2dx> :C’exp(—ln|1—x2|> :|1_Cx2|

On peut enlever la valeur absolue si on se place sur un des intervalles | —oo,—1[,] —1,1[,]1,+0c0 [ . Sur chacun

12172
1—22 1—2 14z

de ces intervalles, on obtient la primitive en décomposant en élément simples , puis

P(z) = g<—1n(1—x)+1n(1+x)> +D

Attention! a ne pas oublier la constante de primitivation! Les seules fonctions polynomiales correspondent a
C =0; Le noyau est donc I'ensemble des polynomes constants (le D) qui est un bien un ev et méme une droite

vectorielle, la droite dirigée par 1. Ker f = Vect(1) = R,[X]

Ex 20 Soit A#0€ M, (R) etptqp(M)=M—tr(M)A.
1) Montrez ¢ est automorphisme ssi tr A # 1.

2) Calculez ¢?(M).

1) Je vous démontre que c’est un morphisme (d’ev), ou une application linéaire :

Va,f€R, VYM,N e M, (R) etenappliquant la linéarité de la trace (cours) :

¢(aM+BN) = (aM +BN)—tr(aM +BN)A=aM+ BN — (atr M + StrN)A

=a(M—trMA)+B(N—trNA)=ap(M)+ Bp(N)

Il y a beaucoup de méthodes pour démontrer automorphisme (cad bijectif , une fois montré endomorphisme).
Comme ici, on a un endomorphisme de dimension finie, le plus simple et le « plus usuel » est de démontrer
Ker ¢ = {0}, ce qui équivaut a montrer ¢ injective et équivaut d’ailleurs aussi a démontrer Ker¢ C {0} (puisque

{0} C Ker¢ est évident). On démontre donc les 2 implications de tr A # 1 <= Ker¢ = {0}.

Hypothese tr A + 1.
Montrons Ker¢ = {0}. Soit M € Ker¢, donc ¢(M) = M — tr (M)A =0.On passe ala trace :

0=tr(M—tr(M)A)=tr(M)—tr(M)tr(A) = tr(M)(1—tr(A))
15



De I'hypothese, et du produit de 2 réels qui est nul, il vient tr (M) = 0 que l'on réinjecte dans M — tr (M)A =0

et qui nous donne M =0, donc Ker¢ C {0} puis, remarque plus haut, Ker¢ = {0}.

Remarque : Attention! (M) =0 — M = 0 ne démontre pas Ker¢ = {0}. C'est méme une grave erreur de

raisonnement mathématique. Cela démontre seulement Ker¢ C {0}

On le démontre par la contraposée de Ker¢ = {0} = tr(A) # 1 quiest tr(4) =1 = Ker¢p#{0}.
Hypothese tr A = 1. On doit montrer Ker¢ # {0}. L'idée est de considérer M = A # 0 € Ker ¢. On écrit :

P(A)=A—tr(A)A=A—A=0
Je vous rappelle les propriétés sur la trace :

Remarques
n

* La trace estla sommme des coefficients diagonaux d’'une matrice tr(M) = Z M,
i=1

* latrace est linéaire : tr (aM + BN ) = atr (M) + Str (N).

» tr(AB) = tr(BA). Propriété importante (qu’il faudrait savoir redémontrer : allez voir votre cours de Sup)
d’autant plus que, en général, on a AB + BA. Je vous rappelle qu'on a aussi det(AB) = det(BA).
On peut en déduire, par exemple tr (ABC) = tr (BCA) = tr (CAB). mais attention! pas = tr (BAC)
(je vous laisse y réfléchir).

* (5/2) Latrace est la somme des n valeurs propres (a condition qu'’il y en ait n, autrement dit, il vaut mieux

« raisonner » dans C.

2) On calcule ¢?(M) qui, Attention!, n'est pas le carré de ¢(M) :

P*(M)=¢(6(M))=¢( M —t(M) A )=¢(M)—1tr(M)p(A)

vecteur . vecteur
scalaire

(M—tr(M)A) —tr (M) (A—tr(A)A)= M — au(M)(2—tr(4)) A

Remarque : On peut remarquer que si tr(A) = 2, alors ¢?(M) = M, soit > = Id, ce qui donne ¢ est une sy-
métrie. Si on se rappelle que le « par rapport » d’'une symétrie (c’est du cours!) est donnné par I'ensemble des
vecteurs invariants (c’est un ev car c’est Ker (Id — f) = F(1), espace propre associé a 1 (5/2)). Alors en consi-
dérant ¢ (allez regarder), on voit immédiatement que ¢(M) = M < tr(M) =0. si tr(A) = 2, ¢ est donc la

symétrie par rapport a '’hyperplan des matrices de trace nulle.
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Ex 16bis Soit D matrice diagonale a coef diagonaux distincts et ¢ : M € M, (C) — M D — DM. Donnez

Ker ¢ et Im ¢.

Me M,(C) e Kerp <= ¢p(M)=MD—DM =0 <= MD = DM. (Le noyau de ¢ est donc 'ensemble des
matrices qui commutent avec D, qu'on appelle le commutant de D et qui est un ev, puisque c’est un noyau ...).
Cet exo ressemble un peu au précédent, sauf que c’est une matrice n x n. c’est donc plus difficile a « gérer ».

On écrit M = (M, ;) et D = (d,;) avec d,; distincts entre eux et Vi # j,d,; = 0 et on applique la formule-produit :

pourtous1<i,5<n

I

—dym; =my;(d;; —d;;)

M d J J\"jj

JJ

[MD— DML‘;‘ = Z Mgy — Z dipMy;
k=1 k=1

* on a appliqué, pour la premiére somme, d;; = 0 sauf (peut-étre) pour k = j et pour la deuxiéme, d;;, = 0, sauf
pour k£ = i. De 'hypothése, fondamentale donc, les coefficients d,; sont tous distincts, il vient, que si M D —
DM = 0, alors pour i # j, d;; —d;; # 0, donc m,; = 0, cad on vient de démontrer que M est diagonale. La ré-
ciproque étant immédiate, on a Ker¢ = D,,(C). Les éleves ambitieux peuvent retenir ce résultat : les matrices
commutant avec les matrices diagonales a coefficients diagonaux tous distincts sont toutes les matrices diago-
nales. Rappelons aussi ce résultat : les matrices commutant avec toutes les matrices, sont seulement les matrices

scalaires, cad les matrices d’homothétie, cad les al,,.

Ex22 Soient f,g € £(FE).Onrappelle f* = fo...o f.
1) Montrez Ker(go f) D Ker f. Trouvez une égalité similaire avec Im (go f). La démontrer.

2) Montrez f( Im f*) = Im f**!, f~1(Ker f¥) = Ker f**!, f(Ker f*) C Ker f*~1.

On se rappelle Im f = f(E) et Ker f = f~1(0), mais ceci sur le noyau ne sert pas trop. Par contre bien retenir :
x€ Kerf< f(x)=0 zxelmf=f(F)< JyeE,z=f(y)
En fait plus généralement (regardez bien et comparez, car celasert!) z € f(H) <= 3h € H,z = f(h). Il ya aussi
celui-1a, qui sert un peu moins, surtout pour les éleves « ambitieux » (mais qui est bien au programme) :
re fYK) <« f(x)e K  il«marchealenvers»

Je rappelle aussi les propriétés de puissance fP™7 = (fP)? = (f?)? avec p et g entiers de N. On peut prendre p et
q entiers négatifs si f est inversible (ou bijective ou isomorphisme ou ...).
1) Jerappelle que la méthode générale pour démontrer une inclusion A C B est de partir de x € A et de « se

débrouiller » pour démontrer x € B. 17



Soitx € Ker f,donc f(x) =0 puis g(f(z)) = g(0) = 0 car g linéaire, ce qui s’écrit (go f)(z) = 0, soitz € Ker(go f).

On a donc bien démontré Ker f C Ker(go f).

Les propriétés de I'image sont en général « a l'envers » de celles du noyau... Ici on va démontrer Im (go f) C Img
(regardez bien cette inclusion et comparez-la avec I'inclusion du noyau vue plus haut) :
Soit z € Im(go f) donconaxz = (go f)(y) avec y € E. Il suit que = = g( f(y) ). Si vous voulez, = = g(z) avec

z = f(y); sivous avez bien compris I'image, on en déduit z € Img.

Remarque : Ces deux propriétés peuvent étre considérées comme du cours, notamment par les éléves « ambi-

tieux ».

2) Meéthode 1 (plus élégante mais plus théorique) :

Im f5+ = L) = f(R(E)) = F(Im %) Ker fH+1 = (F1) 7 ({0)) = S ((f)71({0}) =/ (Ker /)

Méthode 2 (par les doubles inclusions, plus simple)
f(Im f*) € Im f**
Soit x € f(Im f*) donc z = f(y) avec y € Im f*, cad y = f*(2) et finalement = = f(f*(z)) = f**!(2) € Im f*+!
Im f** C f(Im f*)

Soit x € Im f¥*1 donc z = f**1(y) = f(f*(y)) = f(2) avec z = f*(y) € Im f*, donc z € f( Im f*)

f~'(Ker f¥) C Ker f**!

Soit x € f~1( Ker f*) donc f(z) € Ker f*, soit f*(f(z) =0 puis f**1(x) =0 qui ameéne x € Ker f**!

Ker f&+1 c f=1( Ker f¥)

Soit x € Ker f**! donc f**1(z) = 0= f*(f(x)) donc f(z) € Ker f* quis'écritz € f~*( Ker f*)

f(Ker f*) c Ker fF!

Soitz € f( Ker f*) doncx = f(y) avecy € Ker f* qui s’écrit f*(y) = 0 donc f*~1(f(y)) = f*1(x) = 0 qui s'écrit
x € Ker fF1

a

Mines-Ponts PSI 2023 | Centrale PSI 2012 (inversibilité d'une matrice par blocs)

A A
Ex2%  Soient A,Be M, (R) et M = . [2012: dans K]
A B

1) [2012: Exprimez le rang de M en fonction de A et B.]

2) Donnez une CNS Pour que M soit inversible; Déterminez M ! dans ce cas.

1) Jerappelle, cours, que toute matrice (carrée) de rang r est équivalente (Attention! ce n'est pas semblable)a
une matrice J, = Diag(1,...,1,0,...,0) (r 1 sur la diagonale et n —r 0), soit = P.J.Q !, avec P,(Q inversibles.
Une idée est d’ utiliser ce résultat. Une autre idée peut étre de la multiplier par 1 (ou plusieurs), a gauche (ou

a droite), matrices par blocs inversibles qui la raménent a une matrice par blocs plus simple dont on saura le

rang.
L0\ (A A\(1, I, I, 0oY(A o0 A 0
KMJ= = = =N
—1, 1,J]\4 B)\0o -I 1, I,]\A A-B 0 A-B

n n n
1



Onarg(KMJ)=rg(N)=rg(A)+ rg(A— B), car matrice diagonale par blocs et rg(K M .J) = rg(M) car J, K

inversible, c’est du cours.

Remarque : On peut redémontrer rapidement que rgD = rg (4 %) = rg(A) + 1g(C). On utilise A = P.J, Q' et
_ _1 _ _ . . . . .

C=P'J,Q" " avecr = 1g(A),p = rg(C), puis on effectue le produit par les deux matrices inversibles par blocs

qui ne changent donc pas le rang :

P10 A 0)(Q O J

T

0
o p1)\o ¢)\o 0 J,
Le rang de la derniere matrice estimmédiatement r+p = rg(A)+ rg(C') puisqu'on reconnait dans les colonnes

(comme dans les lignes), un famille libre extraite de la base canonique de R?"

2) Mestinversible ssi rg(M) = rg(A)+ 1g(A— B) = 2n, et considérant rg(A) <n,1g(A—B) <n,ssirg(A) =
1g(A— B) =n, cad ssi A et A— Binversible.

Méthode 1 : On reprend la question 1

(A7 0 o (T L) (A7 0 I, 0 AT (A-B)' (A-B)'
0 (A-B)"! o —1,)\o a-B)\1 I, (A-B)y'  —(A-B)!

Méthode 2 : On inverse le systeme par blocs associé, comme pour une matrice simple :

AX+AY = U { (A—B)Y = U-V {X = A'W—A"'BY =...terminez...
<~ <~

AX+BY =V AX+BY

I
<

Y = (A-B)"'U—-(A-B)"'v

Ex 24 Montrez ¢ endomorphisme de €°([0,1], C) puis calculez noyau et image de ¢(f)(z) = / f
0

C’est une application d’applications, il faut étre prudent. Attention! aussi, c’est un C-ev. Méme la linéarité est
plus difficile a gérer. ¢ s'applique 2 fois : ¢ est une application d’applications, ¢( f) est une application et ¢(f)(z)

est un réel. Attention! : écrire ¢(f(x)) est une « erreur » puisque vous appliquez ¢ au réel f(x).

¢ est linéaire car pour tous «, 3 € C, f et g continues sur [0,1], et pour tout = réel :

oaf+69)e) = [ “aftBg=a / it / " 9= ad(f)(x) + B(g)(x) = [ad(f) + Aé(a)](x)
0 0 0

Attention! aussi a ne pas faire de confusions en utilisant cx + 5y, qui « correspondrait » a ¢( f) linéaire.

Pour montrer ¢ endomorphisme il faut bien vérifier que ¢( f) € E, pour f € E, cad que si f est continue sur [0,1],
alors il faut vérifier x — fo * festaussi continue sur [0,1].

Je rappelle le théoreme fondamental de Uanalyse (a savoir absolument) : si f est continue sur un intervalle I,
alors la fonction x — fa * est la primitive sur I de f qui s’annule en a, elle est méme de classe C''. Sa dérivée sur [

vaut f(z). Il vientici que z — j(; * est dérivable sur I = [0, 1], donc continue, ce que 'on voulait.

19



Cherchons le noyaude ¢ :

f e Ker e ¢(f) =0 < Vm€[071],¢(f)(x)=/xf=0

0
En utilisant le théoréme plus haut, il vient par dérivation de cette derniére égalité que pour tout z de [0, 1], f(z) =

0. Réciproquement, la fonction nulle est bien élément du noyau. On a donc démontré Ker¢ ={0}.

Pour trouver 'image de ¢, on ne peut pas s’aider ici du théoréeme du rang car la dimension est infinie. Il faut
essayer de « reconnaitre » cet ev et donc on analyse les « images » ¢(f). On a déja vu que ¢(f)(z) = j{;w festla
primitive de f sur [0,1] qui s‘annule en 0 et est de classe C'*. Or on sait que les fonctions réelles C'! sur [0,1] est
un ev (comme les fonctions continues, on peut considérer que c’est du cours), de méme que 'ensemble des
fonctions s'annulant en 0 (noyau d’une forme linéaire). Par suite, leur intersection est un ev, notons le G. Si vous
avez bien suivi, on a montré Im¢ C G...

Apres il faut « deviner » que cette inclusion est bien une égalité. Comme on ne peut s'aider des dimensions, il
faut démontrer I'inclusion contraire. Il faut d’abord bien comprendre ce qu'’il faut démontrer, c’est cela qui est
difficile : si une fonction (notons la g) est C'* et sannule en 0, alors elle s'écrit sous la forme g(x) = fo * f, avec f

continue (a trouver ou, au moins, prouver que ce f existe). C’est de '’Analyse : f = ¢’ convient, car continue et :

o9 @)= | " = g(a) —9(0) = g(a)
0

Centrale PC 2013 (noyau image endomorphismes de fonctions) X

Ex2% Soient £ = C*°(R,R) et &: £ — E quia fassocie z — f'(x) —zf(z).
1) Montrer que ® est linéaire. Déterminer Ker® et Im ®.

2) Déterminer le noyau de ®2, de ®3 puis de ®" pour n € N*.

%) Soit g € E. Déterminer les f € E'telles que ®(f) =g.

4) On note ¢ larestriction de ® aux fonctions polynomiales. Déterminer Kery et Im .

1) Lalinéarité estimmédiate et résulte de la linéarité de la dérivation. f € E € Ker®ssi¢(f) = f'(z)—zf(x) =
0. Cette équation différentielle s’'intégre immédiatement sur Ren f(x) = C'e**/2, Cette fonction est bien C'*°

sur R, soit Ker® = Vect (z — ¢°/2). C'est une droite.

Pour déterminer I'image, on cherche a savoir quelles fonctions gC'* peuvent s’écrire sous la forme g(z) =
O(f)(x) = f'(z)—xf(x). On est encore ramené a une équation différentielle y" — xy = g(z) qui s'intégre en
* Equation homogene : vu plus haut y = Ce®’/2.
« Solution particuliére : La méthode de la variation de la constante amene C”’(z)e*"/2 + C(z) x 0 = g(xz)
soit C(x) = ["e " /2g(t)dt.
Finalement, la solution générale est f(z) = C'e* /2 4 ¢*°/2 I “et*/2¢(t) dt. Toutes ces solutions sont C°, soit
€ E, par le théoreme fondamental de 'analyse et 'exponentielle, elles conviennent donc. Tout g € F possede

une infinité d’antécédents par ¢ (un suffit...), par conséquent Im® = F

Remarque : Pour une équation f(z) =y (£), d'inconnue z avec flinéaire. Si y € Im f, soit y = f(z,), on a que

I'ensemble des solutions de (F) est le translaté du sev 216er fpar . Soit Sol(E) =z, + Ker f. Cest facile a dé-



montrer, je vous laisse le comprendre et vérifier que c’est bien le cas aussi dans notre exo. Pour le dire autrement
(et moins bien), le « cardinal » de 'ensemble des antécédents (de y) par une application linéaire (s'il y en a, cad

siy € Im f) est toujours le « cardinal » du noyau.

2) Onremarque que f € Ker®? ssi ¢(¢(f)) = 0ssi ¢(f) € Kerg, ce qui s'écrit f/(x) —zf(z) = Ce*’/2. En-
core une équation différentielle a résoudre. Résolution identique a plus haut : la solution générale est f(x) =

De®*/2 4 ¢*/2 j(;r et 2Cet 2 dt = De’/2 + Cre™ /2. Ker¢? = Vect (z—e* /2, z—sze® /2). Clest un plan.
f € Ker¢? ssi f € Ker®? ssi f'(z) —xf(z) = (D+Cx)e’/2. Onarrivea f(z) = (Az?+Cx+ D)e”’/2.

~ . 2 1 . . o e N 2
Une récurrence immédiate, que je ne traite pas ici, améne Ker¢™ = Vect (z—aFe®”/ 2)0<k< )
SRSN—

%) Onladéterminé au 1), c'est le translaté du sev Ker & par e*’/2 foz e t/2g(t)dt, cadles e®’/2 LI e’ 2g(t) dt +

Cez2/2

4) Onrestreint ® a R[X]. C’est bien un endomorphisme (par contre, ce ne serait pas un endomorphisme de

R, [X], je vous laisse y réfléchir). On a donc immédiatement Ker¢ = Ker® NR[X]={0}.

Pour I'image c’est un peu plus compliqué. Si vous avez compris la remarque, en tous cas si un polynéme Q(X)
a un antécédent par ¢, il n’en a qu'un! (le cardinal du noyau). Mais ce n’est pas la question ici. Néanmoins cela
peut nous aider un peu. D’apres Q1, les antécédents de Q(X) par ® sont les Ce®’/2 + /2 fox e *12Q(t)dt. Les
Q(X) € Im¢ sont exactement les () tels qu'un C' de cette expression nous « donne » un polyndme. Mais c’est
plus simple de reprendre le calcul directement avec un polynéme, sans passer par I’équation différentielle.

On commence par constater que deg¢(P) = deg P’ (X) — X P(X) = deg P + 1. Par conséquent les constantes

n

o WX % mais il est plus malin d’utiliser

n'ont pas d’antécédent par ¢. On pourrait essayer utiliser Q(X) = >
la linéarité et de considérer X* en « solo», pour k > 1. On cherche P(X) tel que P’ (X) — XP(X) = X*. Via

P(X)= Zf;ol a; X" (un degré de moins), on arrive a :

k1 k1 k2
ZmiXifl - Z‘%‘Xi“ =a;+ Z ((i+Dazy —a; )X +ap_, X+ XF = X"
=0 =0 =1

Cequiamenea a;,_; =1,a;,_,=0,a; =0,a,_; = (i+1)a;,; pour 1 <i < k—2. Enremarquant que la relation
de récurrence amene une incompatibilité avec a; = 0 si k est pair, il n'y a donc des solutions que ssi & est impair.

Im ¢ = Vect (X?F+1)

—t2/2

Remarque : En vous rappelant que e n'a pas de primitive s’exprimant avec des fonction usuelles (donc pas

N . . 2.2 . A 42 . 2
de polyndme, si vous suivez...), plus généralement, il en est de méme pour tous les t>¢~*"/2, Par contre, immé-

—t2/2

. e . . _¢2 2
diatement, te a une primitive usuelle, ainsi que tous les t2**1e~*"/2_ On « retrouve » un peu le résultat. Par

le changement de variables v = t2, 2t dt = du :

x n 2 n 22
e’”2/2/ e t°/2 Z a >l dt = e’”z/g/ e /2 Z akulCl du = /2 [e*“/QR(U)] = R(X?)— R(0)6“2/2
0 k=0 0 k=0 2 0

On prendra C' = R(0) pour avoir un polynome...

21



CCINP PSI 2022 (endomorphisme de polynomes) ¥
Ex27  SoientacRet¢: P eR[X]|— (X —a)(P ' —P'(a))—2(P— P(a)).

1) Montrez ¢ endomorphisme de R[X].

2 ) Montrez il existe un entier k € N* tq (X —a)* divise ¢(P) pour tout P € R[X]. Trouvez le plus grand k vérifiant
cette condition.

% ) Déterminez le noyau et 'image de ¢.

1) Aucune difficulté pour la linéarité, je ne le traite pas ici. Quant a endo, on peut ajouter que I'expression de

¢(P) est bien un polyndme qui est d'un degré inférieur ou égal a celui du polyndme entrant.

2) Jerappelle que (X —a)P divise un polynome @ ssi Q(a) = Q’(a) = -- = QP (a) = 0 (Attention! au déca-
lage). a est racine de multiplicité p ssi on a en plus Q?)(a) # 0. On calcule donc les différentes dérivées de ¢(P)

en remarquant qu'on adéja ¢(P)(a) =0:
P(P)(X) =P (X)=P'(a) + (X —a)P"(X) =2P"(X)  ¢(P)'(a)=—2P"(a)

On adonc X —a divise ¢(P) et comme on n "a pas, pour tout polyndéme, P’(a) = 0 (pour un « fixé), le plus grand

k vérifiant la condition de I'énoncé pour tout polynéme Pest k= 1.

%) Oncommence parlenoyau: P € Ker¢ <= (X —a)(P'(X)—P’(a)) =2(P—P(a)) (E).

Méthode 1 : On va procéder par analyse-synthese :

Analyse : Si ¢(P) =0, alors ¢(P)’(X) =0, donc ¢(P)’(a) =0, donc P’(a) = 0. a est racine de P(X) — P(a).

Notons p sa multiplicité, soit P(X) — P(a) = (X —a)?Q(X) avec Q(a) # 0. Alors I'équation (F) s'écrit :
(X—a)(p(X—a)P'Q(X)+ (X —a)PQ' (X)) =2(X —a)PQ(X) = (X—a)Q(X)=(2-p)Q(X)

X =aamene p =2 ou @ = 0. Ces 2 cas amenant, en réinjectant, Q' (X) = 0 dc ) = cste. Finalement P(X) =

P(a)+ k(X —a)? € Vect (1,(X —a)?)

Synthése: Parlinéarité, il suffit d’essayer le polynome constante-1 et (X —a)?, s'ils conviennent bien dans I'équa-

tion (E). Je vous laisse effectuer ce calcul élémentaire. Finalement Ker¢ = Vect (1, (X —a)?).

Méthode 2 : On raisonne dans la base & = ((X —a)") N de R[X]. On note les coordonnées a,, de P. Ce qui
n
signifie P(X ) = Z::(’) a,, (X —a)"™ et d’ailleurs, par la formule de Taylor pour les polyndmes, on sait a,, = 13(%:(0).
Léquation (FE) s’écrit alors simplement :
+00 +00
(X—a) Znan(X—a,)"_1 =2 Z a,(X—a)" < VYn>1, na, =2a, < Yn+0,2a, =0
n=1 n=1

On notera ici I'équivalence. Par conséquent Ker ¢ est le plan Vect (1, (X —a)?)

Pour I'image, le théoreme du rang ne peut s'utiliser car la dimension est infinie. En fait on a que I'image est de
codimension 2 mais cette notion n'est pas du tout au programme (un « déficit » de 2 dans la dimension infinie

de R[X]). Ca peut quand méme aider un peu ... 27



Méthode 1 : Comme ona ¢(P)(a) =0,ona Im¢ C { P;P(a) =0} = (X —a)R[X] = Vect((X —a),~;) mais
cette inclusion est stricte : on peut le comprendre en comprenant qu’il y a seulement un « déficit » de 1 (regardez

le vect). On calcule une dérivée successive de ¢(P) :
¢(P)"(X) =P"(X)+ P"(X)+ (X —a) P"(X) =2P"(X) = (X —a) P"(X)

Par conséquent, a est racine de ¢(P), comme déja vu, mais ne peut pas étre racine double car sinon ¢(P)” (a) #

0. On en déduit (X —a)? n'est pas dans I'image de ¢, d'oa! Im¢ C Vect((X —a)") . Reste a prouver que

n#0,2
cette inclusion est une égalité. Par linéarité, il suffit de prouver que chaque (X —a)™ est bien dans I'image, pour
n # 0,2. Par « intuition », on calcule, les ¢((X —a)*). Pour k > 3, P’(a) = 0 puis ¢((X —a)*) = (k—2)(X —a)*

etpourk=1, (X —a) =—2(X —a). On en déduit :

VnZ?u,(X—a)":qﬁ(ﬁ(X—a)") (X—a)zqﬁ(—%(X—a))
Méthode 2 : On reprend la base F :
G(P)(X) = (X —a) }_na,(X—a) =2 a,(X—a)" =3 a,(n-2)(X—a)"

Un polynéme ZZOO b, (X —a)™ est dans I'image ssi il existe une suite (a,, ) telle que (n—2)a,, = b,, pourn > 1
et b, =0 (a$a on le savait déja ). la CNS est donc b, =b, =0 et Im¢ = Vect ((X —a)") Lo
n K

On notera aussi qu'on peut déterminer un antécédent d’'un polynéme de 'image par cette méthode.

Remarque : Ker ¢ et Im ¢ sont supplémentaires: Ker¢ @ Im¢ = R[X]

IMT PSI 2017 | CCP BGMP 2023->11 (morphisme de matrices)

1 2
Ex 28 Soit la Matrice A = et fl'endomorphisme de M ,(R) défini par f(M) = AM.
2 4

1) Déterminez une base de Ker f.
2) fest-il surjectif?
% ) Trouvez une base de Im f.

)1 v ot . 16 s 2

1) Méthode 1 (plus simple) :

a b a b 1 2 0 0 a+2c b+2d 0 0
M = eKerf<—= AM =0 <= = = =
c d c d 2 4 0 0 2a+4c¢ 2b+4d 0 O
a+2¢c = 0 ( a = —2c¢c+0d
b+2d = 0 a = —2¢ YW | b = 0c—2d
= > — <
2a+4¢ = 0 b = —2d c = c+0d
26+4d = 0 d = 0Oc+d
a b -2 0 0 —2
<~ =c +d
c d 1 0 0 1
U 1%
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Pour réussir a résoudre un systeme linéaire, comme déja dit, je vous conseille d’utiliser cette idée : écrire toutes
les variables (ici a,b,c,d) en fonction d’1 ou 2 ou 3 variables. Le systeme d’avant (*) vous montre qu'on peut
écrire en fonction de c et d d’'oa’ le systeme ensuite a 4 lignes qui permet de bien comprendre que Ker f est un
plande M, (R), Ker f =< U,V >. (U,V) est génératrice de Ker f. Comme (U, V) est clairement libre, puisque,

visiblement, U et V'ne sont pas colinéaires, donc (U, V') est une base de Ker f.

Méthode 2 (plus élégante) :

Me Kerf<— AM =0<«= ImM C KerA
C’est un rappel expliqué en cours. On calcule tres vite le noyau de A :

x rz+2y = 0
M= € KerA = < x+2y=0
Y 2c+4y = 0
Les 2 équations sont colinéaires, la matrice est de rang 1! Ker A = Vect(—2,1).2 casde ImM C KerA:

e ImM = {0}, donc M est la matrice nulle. Evidemment qu’elle est solution...

—2a —2b
e Im M = Vect(—2,1) équivaut les 2 colonnes lui sont colinéaires soit M =
a b

C’est bien le méme sev que la méthode 1. Vérifiez-le!

2) Comme Ker f # 0, f nest pas injective et comme f est un endomorphisme de ) ,(R), de dimension finie
(4), alors fn’est pas non plus surjective (il ya équivalence ici). On aurait pu aussi le retrouver par le théoreme du

rang qui nous donne dim Im f =4 —2 = 2. Or festsurjective ssi Im f = M,(R) <= dim Im f =4.

7)

Pour I'image, plusieurs méthodes. Essayez de comprendre les 3. La 3° est un peu plus dure.

Méthode 1 :
Méthode traitée en TD, je ne m’attarderais donc pas dans les détails. Par Analyse-Synthese.

Analyse: Si N € Im¢p, N = AM donc Im N C Im A (expliqué en cours). On a immédiatement Im A =

a b
Vect ((1,2)), soit ImN C Vect((1,2)) qui amene que N est une matrice du type
2a 2b
a b
Réciproque : Lanalyse vient de démontrer que Im¢ C , a,b R » = (. Attention! seulement

2a 2b
I'inclusion. On démontre I'inclusion réciproque par I'égalité de dimension : dim G : expliqué en cours par un

vect, dimG = 2. Le théoréme du rang ameéne dim Im ¢ = dim M, (R) —dim Ker¢ =4 —2 = 2. Ok.

10 01
On a, explicité en TD, G = Vect ) Cette famille est donc génératrice et comme ici on sait

2 0 0 2
dim G =2, on en déduit que c’est une base (pas nécessaire ici de démontrer libre, vu?)

Méthode 2 :
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Le théoreme du rang nous amene dim Im f = dim M, (R) — dim Ker f =4 —2 = 2. Il s’ensuit que toute base de
Im f contient deux matrices «libres » . On commence donc par en prendre deux « au hasard » et on verra bien :
Par définition Im f est 'ensemble des matrices AM. Le plus simple est de commencer par prendre I'image de 2

matrices de la base canonique, donc on calcule :

10 10 , 0 1 01 ,
By = = [(Ey) =AE;; = =U By = = [(Eyp) = AE;, = =V
0 0 2 0 0 0 0 2
Visiblement (on ne peut le dire que pour deux vecteurs!! sinon il faut le démontrer proprement) U’ et V' ne

sont pas colinéaires, donc (U’, V") est une famille libre a deux éléments de Im f, donc une base de Im f. On

retrouve d’ailleurs la méme base que plus haut.

Méthode 3 :

Comme I'image d’'une matrice est plus facile a traiter, on décide d’écrire la matrice de ¢ dans une base : quelle
base de M ,(R) choisir? Ici, on ne vas pas trop réfléchir. On va prendre la base canonique. Une autre chose a
comprendre c’est que, en fait, d'un point de vue pratique, on peut considérer qu’il y a deux bases canoniques :
celle oa' on prend les coordonnées dans l'ordre des lignes et celle dans I'ordre des colonnes et cela peut changer

pas mal de choses comme vous allez le voir :

o ( 1 0 0 1 0 0 0 0 > < 1 0 0 0 0 1 0 0 )
1= ) ) s 2= > s 5
0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1
—_— ———— ———— —— — —_— ————— — — ——
Ey 12 21 Ess Eq 21 12 22

On calcule aisément :

1 0 0 1 2 0 0 2
f(Eu):AEn = f(Eu): f(E21>: f(EZQ):
2 0 0 2 4 0 0 4
1 0 20
0O 1 012 I 21 A 0
Mat (¢, &) = = =C = =
2 0 410 21 41 0 A
0 2 014

Il estimportant de savoir remarquer les écritures par blocs. Maintenant, étudier 'une seule des deux suffit pour
déterminer I'image. On traite quand méme les 2 par intérét pédagogique, donc en fait deux méthodes dans cette

méthode ...

ImC = Vect(C,,C,,C5,Cy) = Vect (C;,Cy) car Cy =2C,, Cy =2C,

Im D = Vect(C,,C,,C5,C,) = Vect(Cy,C5) car Cy =20, C, = 2C,
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On revient a Im¢ en nac¢a,—a,Coubliant pas de revenir a la base. On traite aussi, par pédagogie les 2 cas oa’

lordre de la base canonique est différent.

0
La colonne C; de la matrice C' « donne » etla colonne C; de la matrice D aussi!
2 0
0
La colonne C), de la matrice C « donne » etla colonne C; de la matrice D aussi!
0 2
10 0 1 a
Finalement Im ¢ = Vect , = , a,b€ER
20 0 2 2a 2b

Remarque : Juste pour information, pour les éleves « ambitieux », un peu de culture mathématique qui r'est pas
au programme : on appelle produit extérieur ou tensoriel des matrices A et B de M ,(R), et on note A® B la
matrice par blocs
aipbyy apibiy agpbyy aggbyy
ap B appB aribyy apibyy ajpbyy agabyy
ag1 B ayB g1b1y  agibiy  agobiy agobio
Ag1by1  Gg1bgy gy aggbyy

On constate alors : Mat (¢, £,) =C = AQIet Mat (¢, E,) =D =1Q A. Allez regarder... « Marrant » non?

Ex 28bis Soit u, v deux endomorphismes. Etablir |rgu — rgv| < rg(u+v) < rgu+ rgv

Soient u,v € £(F).Onrappelle Imu = u(E) et rgu = dim Imw. On écrit :

(1) (2
rg (u+v) = dim Im (u+0) = dim ((u+)(E)) < dim (u(E)+v(E)) < dimu(E)+dimv(E) = rgu+ rgv

*(1) Ona(u+v)(E)={(utv)(z),z€ £} ={u(x)+v(z), z € E} tandis que u(E)+v(E) = {u(z), x €
E}+{v(z), z € E} ={u(z)+v(y), x,y € E }. Attention il ne faut pas reprendre le méme z, c’est une
erreur de raisonnement! C’est pour cela qu'on I'a « renommeé » en y. Je vous laisse y réfléchir. On a donc
(u+0)(E) C u(B)+o(E).

*(2) Pourtoussev F,G, dim(F+G)=dimF 4+ dimG —dim(FNG) <dim F' 4+ dimG.

On termine avec la méme astuce qui permet de démontrer ||z| — |y|| < |z + y| < |z|+ |y| : en considérant les
morphismes u+vet—v: rgu = rg((u+v)—v) < 1g(u+v)+ 1g(—v) = rg(u+v)+ rg(v). Par suite rgu— rgv <
g (u+ ). Par indifférence du choix du nom des lettres, on a aussi (on échange u et v!) : rgv — rgu < rg(v+u).

Les deux donnent |rgu — rgv| < rg(u+v) (on a utilisé que |a| <b <> a <bet —a <b).
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Remarque : Donc on na pas en général (u+v)(E) = u(E)+v(F). Par contre, onabien u(E+ F) = u(E)+u(F)

Mines-Ponts PSI 2022 (dérivation discrete de polynomes) ¥
Ex29

Soit P € R[X]. Montrez il existe un unique Q € R[X]tq Q(0) =0et Q(X +1)—Q(X) = P(X)

On considéere 'endomorphisme A : Q(X) € R X| — Q(X + 1) —Q(X) (on I'appelle « dérivation discrete »).

Calculons son noyau : @ € Ker A vérifie Q(X + 1) = Q(X). En raisonnant dans C, si « est une racine complexe
de @, alors Q(a+ 1) =0, donc a + 1 racine puis, par récurrence immédiate, o+ n (avec n € Z) est aussi racine
de Q. @ ayant une infinité de racines, est le polynéme nul. Attention! on n’en déduit pas que c’est le polyndme
nul car on est « parti» de sile polynéme a une racine, ce qui équivaut, dans C, a deg( > 1. Donc, on en déduit
que les seules possiblités sont : soit () de degré > 1 n’'a pas de racines, impossible dans C, soit () de degré 0 ou
constant. Réciproque immédiate. Ker A = Vect(1), qui est la droite des polyndmes constants (on voit I'analogie

avec la dérivation)

Soit n le degré de P. On cherche donc a prouver qu'il existe un unique @ vérifiant Q(0) = 0 et A(Q) = P. Soit
p > 1le degré de Q). Les formules du cours donnent deg A((Q) < p mais en regardant le coefficient dominant, on
sa€™aperadoit que deg A(Q)) = p—1 (je ne mets pas les détails ici). Il suit que tout polynéme vérifiant A(Q) = P
est dans R, ;[X]. Considérons alors la co-restriction de A a R, [X], notée d. C’est donc un endomorphisme.
Le théoreme du rang (qu'on ne peut appliquer dans R[ X | d'oa' cette idée) amene dim Imé =p+2—1=p+1et
comme Imd C R, [X], il vient Im§ = R, [X]. 1l existe donc un polynéme Q tel que §(Q)) = P. Ce polynome étant

unique a une constante pres (voir remarque), il est unique sil'on suppose Q(0) = 0.

Remarque : Un résultat du cours, pas stricto-sensu du cours, mais que tout éléve « ambitieux » devrait savoir est
que si f est une application linéaire de F dans F'et que y € Im f, cad il existe z € E'tq y = f(x), alors tous les

autres antécédents sont les x +u 0a' u € Ker f. Ce n'est pas tres difficile a démontrer, je vous laisse y réfléchir.

Ex %2 Suite des Noyaux iTérés  Soit f € £(E). E de dimension finie.

1) Montrez Ker f C Ker f2, puis dim Ker f < dim Ker f2 < 2dim Ker f.

2) YMontrez Im fP*! C Im f? et Ker f? C Ker fP*1, pour p entier naturel.

7 ) Montrez il existe g entier tels que Ker f¢= Ker f9*1. En déduire Im f9*! = Im f4
Etablir qu’alors, Vp > ¢, Ker f? = Ker fP*'. Montrez on peut prendre ¢ = n

4) Montrez, pour tout f, Ker f* @ Im f* = F

1) Kerf C Ker f? résulte de:six € Kerf, f(x) =0puis f?(z) = f(f(z)) = f(0) =0, soit x € Ker f?

On a donc dim Ker f < dim Ker f2. Pour la 2¢ inégalité, difficile, I'idée générale est d'utiliser une application

linéaire auxiliaire judicieusement choisie, a laquelle on applique le théoréeme du rang. Considérons I'application
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¢ définie de Ker f2 dans F qui a x associe f(z) (une sorte de f « restreint » al’'ev Ker f?). On applique maintenant

le théoreme du rang a ¢; Attention! 1l faut prendre I'ev de départ lorsque ce n'est pas un endomorphisme :
(1) @)
dim Ker f2 = dim Ker¢+dim Im¢ = dim Ker f +dim Im¢ < dim Ker f + dim Ker f = 2dim Ker f

* (1) Onprouve par Ker ¢ = Ker f. On peut savoir que, pour une application linéaire u qui « part » del'ev E,
sion larestreint en « partant » de'ev F, sous-ev de F, alors son noyau est F'N Ker u; je vous laisse y réfléchir,

C’est assez immaédiat. Ici, cela ameéne Ker¢ = Ker f N Ker f2 = Ker f, d’apres la question précédente.
*(2) Par définition, ici, Im¢ = f( Ker f?) puis f( Ker f?) C Ker f: en effet :
x € f(Ker f?) = x = f(y) avecy € Ker f? soit f?(y) =0 = f(x) = f2(y) =0

On en tire dim Im ¢ < dim Ker f.

2) | Im Pt C Im fP

Soitz € Im fP*!, donc x = fP™!(y) (avec y € E), donc z = fP(f(z)), soitz € Im f?.

Ker fP C Ker fP*+1

Soit x € Ker f?, donc fP(x) =0 puis fP(x) = f(fP(z)) = f(0) =0, soitz € Ker P!

%) Onala «suite» suivante :
{0} = Kerld = Ker f° C Ker f C Kerf?C Kerf3C - C Kerf*c Kerf*1 c...

Il faut déja comprendre que cette suite de noyaux ne peut-étre « indéfiniment croissante » pour des raisons de
dimension finie. Apres il est mieux de le démontrer « proprement ». Voila une méthode : considérons la suite
(dim Ker fk)keN. Elle est donc croissante. Elle est aussi majorée par la dimension de 'ev, ici n. Elle converge
donc. Mais c’est une suite d’entiers, elle est alors nécessairement stationnaire a partir d'un certain rang. C'est
un exo que vous avez certainement traité en Sup, je ne le refais pas ici. ]'espére que vous comprenez ce résultat.
Pour terminer, donc, a partir d’'un certain rang (on le note ¢), dim Ker f¢ = dim Ker f¢™!. Par I'inclusion, on a

donc I'égalité des noyaux : Ker f7 = Ker fa+!,

Pour passer a I'image, on utilise le théoreme du rang, deux fois :

dim F = dim Ker 9+ dim Im f9

dim FE = dim Ker ¢! +dim Im f9*!

De dim Ker f¢ = dim Ker f¢*1, il suit dim Im f? = dim Im f9*! et, de méme, par I'inclusion Im ¢! C Im f9,

on obtient I'égalité des 2 sous-evs.

A priori, apres ¢, il se pourrait qu'il n'y ait pas égalité (donc inclusion stricte). Le raisonnement sur la suite fait

comprendre que non, mais on va le démontrer directement car cest intéressant. Soit k& > ¢. Montrons Ker f* =
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Ker f*1. Notons qu’il suffit de démontrer I'inclusion contraire Ker f**! C Ker f*.

z € Ker ff1 = fk+1(z) =0 puis ff*1(z) = fAL(f*9(z)) =0
= fk=9(x) € Ker f771 = Ker f¢ dou fI(f*9(x))= f*(z)=0

— z € Ker f*

Si on reprend la suite d’entiers u;,, = dim Ker f* elle est strictement croissante jusqu’au moment ot elle est sta-
tionnaire. Je ne vais pas tout démontrer : tant qu’elle croit strictement, comme ce sont des entiers, on a néces-
sairement dim Ker f* > k (on peut faire une récurrence pour une démo « propre »). A un moment, on atteint la
dimension de I'ev qui est n. Je vous laisse réfléchir au fait que ceci arrive nécessairement avantn, soit ¢ < n. Par

suite on a nécessairement Ker f = Ker f"*!. on peut donc « prendre » ¢ = n (ce n'est pas tres bien dit d’ailleurs).

4) Ker f"® Im f* = Evientde:
e dim Ker f* + dim Im f" = dim F = n, théoreme du rang appliqué a f.
e Ker/f"NImf™={0}
Si on avait  #+ 0 € Ker f* N Im f", on aurait f*(z) = 0 et z = f™(y) # 0. Il viendrait f?"(y) = 0, puis

y € Ker f?" maisy ¢ Ker f”. Or Ker f* = Ker f?". Absurde!

Remarque : Pour une application flinéaire quelconque, on n’a pas toujours Ker f@® Im f = F, ni méme Ker f2®
Im f? = F, mais on a toujours Ker f" ® Im f = E (pour le n égal a la dimension de I'ev). Curieux, non?

Essayez de comprendre pourquoi, pour un endomorphisme nilpotent, c’est assez évident...

Ex%6 Soienta € R*, M = (a’ /), ;c,, € M, (R).
1) Montrez M de rang 1.

2) Calculez et reconnaitre M?2.

1) il faut prouver que toutes les lignes (ou colonnes) sont colinéaires. On en écrit une ligne en extension, en

faisant bouger le j et on écrit au moins 4 termes! En fait il faut trouver L, = \,;U avec U vecteur constant :

(=1 12 i—n+1 i—n\ _ 1 -1 -2 —(n—1 —n
L,=(a""a"%,...;a A =d' (a7t a 2,0 a7

Toutes les lignes sont colinéaires au vecteur (on « enléve » les puissances négatives, c’est mieux car c’est des

fractions) (a™ t,a"2,...,a,1).
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2) Ici, la seule facon d’effecteur le produit correctement est d’utiliser 1a formule-produit : pour tous 1 <4, j <n,
n n n
21 _ _ ik k—j _ i—J — 0 ]
(M ]ij— MikMkj—Za a —Za =na
k=1 k=1 k=1
Il faut reconnaitre la matrice A, nA en fait, soit A2 = nA.
Remarque : En fait, toute matrice de rang 1 vérifie A? = tr (A) A. Un éleve « ambitieux » devrait retenir ce résul-

tat. Vérifiez-le ici : n est bien la trace de A.

Ex %7
1 3 5

Soit A= |2 4 ¢ |.Trouver toutes les matrices B € M3(R) tq ImB = Ker A, KerB= ImAet trB= tr A.

3 5 7

I faut commencer par calculer Ker A et Im A. On fait un petit det : det A = 28 + 54 + 50 — 60 —42 — 30 = 0. Le
rang vaut 0 ou 1 ou 2. Comme ce n'est visiblement ni 0 ni 1 (C, n'est pas colinéaire a C} ), c’est 2. Limage est un

plan et le noyau est une droite.

x x+3y+5z = 0
X=|y|€EM;3,(R) € KerAd <= { 2x+4y+6z = 0
z 3x+by+7z = 0

On peut échelonner, appliquer la méthode du pivot de Gauss, ..., mais cela va plus vite en procédant comme

suit:onremarque Ly = L, + L,, doncligne 3 «inutile ». On écrit alors tout (cad les 3 variables z, y, z) en fonction

de z:
r = z
z+3y+5z = 0
z€ KerA < =9y = —22 Ker A = Vect(1,—2,1)
20 +4y+6z = 0
z = z

Pour I'image on écrit Im A = Vect(C,,C,,C5) (c’'est du cours). Evidemment cette famille n’est pas libre car de
rang 2. Il faut « enlever » une colonne inutile du point de vue des combinaisons linéaires. On remarque ou, je
vous ai expliqué I'astuce qui marche a tous « les coups », on prend la combinaison linéaire « issue » du noyau :
1C; —2C5,+1C5 = 0! Par conséquent, on a aussi Im A = Vect (C,C,) mais ici la famille est libre (et génératrice)

c’est donc une base, vous avez terminé la question.

Comme Im B = Vect(C,,C5,Cy), ImB = Ker A = Vect(1,—2,1) ssiles 3 colonnes sont colinéaires a ce vecteur

a b c
ssi Bestdelaforme B=| 924 —2b —2¢
a b c
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Ensuite ce B vérifie Ker B = ImA = Vect((1,2,3),(3,4,5)). Pour ce calcul il est préférable de mettre ce plan
sous forme d’équation. Il y a 2 méthodes :
Méthode 1 Vous utilisez que les 3 vecteurs sont liés : (x,y, z) et (1,2,3),(3,4,5) par un petit det=0:
z 1 3
y 2 4|=102+42+4+9y—62—-5y—120=—-2r—22+4y=0 = x—2y+2=0(P)
z 3 5
Méthode 2 Vous utilisez que le plan recherché est orthogonal, a 'orthogonal des 2vecteurs, cad orthogonal a leur

produit vectoriel. C’est plus compliqué a comprendre mais cela va un peu plus vite :

1 3 —2 1
21 AN |4| =1 4 | colinédairea | 2|=wlP = lax—2y+1z=0(P)
3 5 —2 1

En revenant a I'exo, ce B vérifie KerB= ImA:x—2y+2=0ssia—2b+c=0<= a=2b—c:

2b—c b c
—4b+2¢ —2b —2c
2b—c b c

On termine avec la condition sur la trace s’écrit tr B = (2b —c¢) —2b+c =0 = tr A = 12. Impossible!

CCP PC 2016 (polynéme annulateur matrice nan,)
Ex37  Soit Ac M, (R) telle que A% + A2+ A+ 1, =0.

1) Montrer que A est inversible et déterminer son inverse.

2) Montrerque-tri 4+ 4

1) On écrit I'égalité sous la forme A(—A? —A—1T)=1=(—A?—A—1I)A ce qui prouve A inversible et A~! =
—AZ A1

2) Cette question est pour les 5/2 puisqu’elle se sert du cours de Spé mais je vous la traite pour lorsque / si vous

relisez I'exo en fin d’année.

QX)=X3+X2+X+1=(X+1)(X?+1) = (X +1)(X+1i)(X —1i) estun polyndme annulateur de A. Comme il
estscindé aracines simples dans C, on en déduit A diagonalisable dans C. Ensuite onaaussi Sp A C { —1,4,—i }.
Notons p, v les multiplicités respectives de —1 et i. Celle de —i est la méme que celle de ¢ puisque la matrice
est réelle. On utilise la convention usuelle : la multiplicité de la racine (ou de la valeur propre) est considérée
nulle si le nombre n'est pas racine (par définition, stricto-sensu, une multiplicité ne peut étre nulle). Comme la
trace d'une matrice est la somme de toutes les valeurs propres, en raisonnant dans C et en les comptant avec la
multiplicité, il suit :

tr(A)=pu(—1)+v(i)+v(—i)=—p <0 car y entier naturel
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a b d a
Ex41 On considere 'endomorphisme f de M ,(R) qui envoie sur . Ecrire sa matrice

c d b ¢
dans la base canonique de M, (R).

Attention! , il y a un (petit) piege, je vous rappelle qu'il y a 2 bases canoniques dans M, (R) :les 1 dans l'ordre

des lignes ou les 1 dans 'ordre des colonnes, et 'énoncé ne précise pas laquelle.

0 0 0 0 10 01 0 0 10 0 0 0 1
~—— . e —— ~—— . e ——
Ell 12 E21 E22 Ell 21 12 22

On prend &. Pour calculer la matrice de f dans cette base :
* On calcule d'abord I'image de chaque vecteur de la base :
10 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 00
f f f

0 0 0 0 0 0 10 10 01 01

* Oncalcule/écrit les coordonnées de chaque image dans cette base et on les dispose en colonnes (dans le

bon ordre!) :
10 01
00 00
0 0 00
f =0E}; +0E,, +0Ey; +1E,, f =1E}; +0E,5, +0Ey +0E,,
10 01
0 001 0 001
10 00 010
IIn’a plus qu’a écrire la matrice: . Lelecteur pourra vérifier que dans labase F c’est
0100 10 00
0 010 0100
Ex42 Montrez une matrice M est de rang 1 ssi il existe 2 matrices colonnes X,Y # 0 tels que M = XY,

Attention! ala différence entre X' Yet XY", pour X,Y € M, ;(R).Déa X'y € M, ,(R) et XY € M, ,(R).

La 17 forme X'Y = (X|Y) estle produit scalaire canonique sur M, ;(R), et c’est du cours, et d’ailleurs
can ’

XTY =YT X (on révisera les produits scalaires et 'orthogonalité dans les evs euclidiens en janvier/février).

La 2¢ forme XY' € M, (R) est une matrice ot toutes les colonnes sont colinéaires a X, C; = y, X. Ici, XYT #

. T . ) .
YX' mais (XY') =YX?'; ce n'est pas du cours, mais « tombe » fréquemment aux concours, d’oli cet exo.
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Y1 ( Y1 Yo o YUy )

T
1 T1Y1r T1Y2 - T1Y,
x
Un, 2 To¥1 Ta¥a - Talp
n . .
( ! n) (le.lyZ) n wnyl CUnyZ xnyn
-
—/_/ _’—/
Xt X'y X Xyt

On a donc rg XYT =1 car toutes les colonnes sont colinéaires a X et aussi X + 0, sauf dans les 2 cas X = 0 ou

Y =0,0u M = XYT =0 etlerangest 0.

Il reste 2 démontrer la réciproque : si M est de rang 1, elle peut s’écrire sous la forme XY . Il suffit de regarder
plus haut XYT pour comprendre. Si M est de rang 1, toutes les colonnes sont colinéaires a un vecteur non nul
quel'onnoteraY, C; = a,;Y.Notons alors X = (a; a,, YeMm n.1(R).Onaclairement M = XY .les a; sont non

tous nuls sinon la matrice M serait nulle et de rang 0.

Remarque : Je rappelle, ce n’était pas demandé, que le noyau est alors un hyperplan par le théoréme du rang.
C'estle sevde R défini par I'équation : y; X; +...y5 X5 4+, X,, = 0 (les variables sont X1, ..., X, , on ne peut

utiliser les usuels x4, ..., x,, qui sont déja utilisés)

Ex4% Montrez que l'inverse d'une matrice symétrique (inversible!) est aussi symétrique. et que I'inverse

d’une matrice triangulaire (inversible!) est aussi triangulaire.

Soit S € §,,(R) une matrice symétrique inversible, soit ST = S. On en déduit (ST)~! = S~!. Puis comme S x
S~ =1 amene S" x (S1)' =T =1, onen déduit (S!)" = (S")!, d'ott finalement (S~1)" = S~1, soit

S—le 8, (R)

Mines-Ponts PSI 2013 (inverse d’une matrice par blocs) &1 %

I, B
Ex47  SoientBe M,(R)etA=| "
B I,

Trouvez une condition nécessaire et suffisante sur B pour que A soit inversible. Explicitez alors 'inverse de A.

Juste une info au passage, hors programme, mais bien utile ici, est de savoir que si les matrices A, B,C, D com-
mutent 2 2 2 det(4 5) = det(AD — CB) Attention! ce sont des blocs. Ici cela donne det(A) = det(I? — B?)
ce qui permet de comprendre (et trouver!) que la CNS est I — B? inversible. Vous voyez que savoir un peu plus
que le programme aide! On a trouvé la condition! On démontre alors proprement, par le programme, condition

nécessaire et condition suffisante.
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Une autre méthode serait aussi de regarder le noyau, en prenant soin de chercher le vecteur X sous forme de

bloc lui-aussi X = ( ). Le noyau est alors obtenu en considérant les matrices Y, Z € M, | (R) vérifiant :

I, B Y Y+BZ 0 Y+BZ

n

0 Y = —BZ Y = —BZ
= = <~ <~ <~
B I,)]\z BY +Z 0 BY +Z 0 7 = BZ (I-B>Z = 0

Si I — B? n'est pas inversible, il existe Z # 0 tq (I — B?)Z = 0 et par suite X # 0 tel que AX = 0. Si vous avez
suivi, on vient de démontrer que I — B? inversible est une condition nécessaire.
Pour prouver que c’est une condition suffisante et vu la question qui demande d’expliciter I'inverse, on essaye
de trouver, au brouillon une matrice par 4 blocs C telle que AC' = I,,, = (Ig IO ) Je ne mets pas les détails (de
la « recherche expérimentale »), on peut procéder par analyse-synthese. Je ne présente que la synthése en fait
(on peut). 11 est astucieux d’introduire la matrice auxiliaire D tel que D(I — B?) = I = (I — B?)D qui s'écrit
D—DB?=1=D— B?D. Evidemment D = (I — B?)~. On trouve :
I, B D —BD ID—-B?D —BD+ BD I, 0 = (I-B>"t —B(I-B?%
= = — T =
B I, —BD D BD—BD —B?D+1D 0 I, -B(I-B*»' (I-B?~
Si vous avez bien lu, la matrice (_E, ~BP) a été trouvée par analyse / bidouille au brouillon. On ne peut pas

vraiment procéder autrement!

Centrale PSI 2022 (endomorphisme de polynomes) ¥
Ex49

1) Soitu: P € R,[X] — P’ € R,[X]. Exhibez une base dans laquelle la matrice de u n’a que des coefficients
égauxa Oou 1.
2) Soit € R, [X]. Montrez il existe un unique P € R,,[X] tq P— P’ = Q. Montrez que si () est a valeurs > 0, il

e nest de méme pour P.

1) Siunetellebase (Q,...,Q,,) existe, le plus simple est d’abord d’essayer un seul 1. La j-iéme colonne donnerait
Q’; =1Q;? ce n'est pas possible (un polyndome ne vérifie pas cela, intégrez I'équation différentielle!). Alors Q; =
1Q;_ ? Cela donnerait Q7 = ),;_,, donc une base du genre (Q™, Q"1 ...Q",Q). Q = X" semble convenir,
cela amene la base (n!,n(n—1) x 2X,n(n—1) x 3X2,...,nX""1 X™). 1l est plus « classique » de prendre Q,, =
%X ", puisque @, = ),,_, immédiatement. La matrice est triangulaire stricte, avec que des 0 et uniquement
des 1 sur la sur-diagonale, donc nilpotente, ce qui est clair puisque ©" ! = 0, n 4 1-dérivation d'un polynéme

de degré <n.

2) Considérons ¢ : P € R, [X] — P — P’. Il est immédiat que c’est un endomorphisme. Son noyau est nul
puisque la résolution de I'équation différentielle y —y’ = 0 améne a des exponentielles. C’est donc un automor-
phisme, une bijection, puisqu’on est en dimension finie. Par suite, pour tout ) € R,,[ X], il existe un unique Ptel

que ¢(P) = Q. Cest d’ailleurs ¢ 1(Q).

On essaye d’expliciter ¢ !. P — P’ = Q puis P’ — P” = @’ puis on dérive jusqua P — P(+1) = Q") et

en sommant ces égalités, P — P("*1) = P = > s Q<’3“>4. Onentire ' : P €R,[X] — > P®) 1y aune



autre expression, moins « polynomiale », mais plus pratique « analytiquement ». En effet, I'équation différentielle
y—1vy = Q(x) s'integre en y = Ce® — e fow e 'Q(t)d (je ne vous mets pas les détails). Il faut regarder quel C
«donne»un polyndme. Lintégrale fo o e 'Q(t)dt convergeant (les 3/2, il faut attendre un cours prochain, pour
comprendre ce mot mais ce n’est pas essentiel pour la compréhension générale), on écrit alors plutot la solution

générale sous la forme y = De! + ¢ f;oo e tQ(t)dt. Ici,on « voit bien » que e* f;oo e 'Q(t)dt estun polynome

et, par suite D = 0 (et donc C'valait?). Finalement, 2¢ expressionde ¢ ' : P € R, [X] — e fz e tP(t) dt.

On doit démontrer si Q > 0, alors P = ¢ 1(Q) = > o QP =Q+Q +Q"++QM =¢® j;roo e tQ(t)dt > 0.

La forme intégrale le donne immédiatement.

Remarque : Si un polyndme P a des valeurs positives sur tout R, ses racines réelles sont de multiplicité paire
(sinon P(X) = (X —a)?*"1Q(X), avec Q(a) # 0, change de signe localement autour de a). Notons aussi que si
une racine w est (vraie) complexe (donc 2 a 2 conjuguées), alors on peut écrire (X —w)(X —w) = (X —Rw)? +
(Jw|? — (Rw)?) avec, je vous rappelle, |PRw| < |w|. Il existe un théoréme qui affirme d’ailleurs que si un polynome
Pa des valeurs positives sur tout R, alors il s’écrit nécessairement sous la forme P(X) = A(X)?+ B(X)? avec

A(X),B(X) polynomes.

Ex 22 Soit fun endomorphisme de rang 1.
1) Montrez f? = tr(f) f.

2 ) Trouvez « pour que I'endomorphisme « f soit un projecteur. Donnez alors les éléments caractéristiques

1) Pour calculer ou utiliser la trace (et le déterminant) d'un endomorphisme, a votre programme, il n'y a guere
d’autre méthode que d’utiliser une matrice de f. N'oubliez pas le « réflexe » : quelle judicieuse base choisir? Ici,
le noyau est un hyperplan : on prend donc une base (eq,...,¢e,,_;) du Ker f que 'on complete en une base & =

(eq,...,¢,) de E(cest une ellipse qui signifie utiliser le théoreme de la base incompléte). On a:

0 ... 0 a
Qs

M=Mat(f, &)=
0 ... 0 a

n

La derniére colonne vient de f(a,,) = E:L: | a;¢; (vecteur quelconque) etla nullité des n—1 premieres colonnes
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de f(e;) =0 pour 1 <i<n—1.0n constate tr f = a,,. On effectue alors le calcul de f? par celui de M? :

0 0 a
ag
0 0 a,
0 0 a 0 0 aa, 0 0 a
: Poa : Poaqa, : Poa
M? = ? S “N=a, M=tu(f) M
0 0 a 0 0 a,a 0 0 a

2) afestun projecteur ssi (af)? =a?f2=a’trf f = afssia’tr f = a (car fn'est pas 'application nulle car

derang1)ssia=0oua= ¢z
Dans le cas o = 0, 'application nulle, c’est la projection sur { 0 } parallelement a I'ev tout entier E et dans l'autre
cas, cest la projection sur la droite Im f (qui est d’ailleurs Vect (e,,) je vous laisse y réfléchir) parallelement a

I'hyperplan Ker f. On ne peut rien « calculer » de plus.

Ex %% Soit F un K-ev et ¢ une forme linéaire sur E. On définit f(x) = ¢(x)u o1 u est un vecteur de E.

C.N.S. pour que f soit un projecteur? Précisez ses éléments caractéristiques

f est un projecteur ssi f? = f (Attention! ce n'est pas un carré!). On calcule :

scalaire

Siu #+ 0, festdonc un projecteur ssi ¢(z)p(u) = ¢(x), pour tout x. Si ¢ n'est pas la forme linéaire nulle, il existe
des x tels que ¢(z) # 0 et donc ceci équivaut a m

On cherche alors les éléments caractéristiques : le « sur quoi on projette » est Im (f) = Ker (Id — f) et le « paral-
lelement a quoi on projette » est Ker f. on a immédiatement f(z) =0 <= ¢(z) =0, donc Ker f = Ker¢ est un
hyperplan. Im f est alors une droite par le théoréme du rang. je vous laisse réfléchir au fait que ce ne peut alors

étre que Vect (u). f est donc la projection sur la droite Vect (u) parallelement a I’hyperplan Ker ¢.

Remarque: Siu=0ou ¢ =0 festl'application nulle. C’est bien une projection mais sans intérét : la projection

sur { 0 } parallelement a I'ev tout entier E
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Ex 26 Soit M = % 1 3 | montrez matrice de projection. Donnez ses éléments caractéristiques.

[N I el

1
= L

C’est une (matrice de) projection car on calcule :

126

;13

6 3 1

L2 6} 1 2 6) (3 6 18
M2=é%13=%%13%§39:M

6 3 1 s 3 1) \z 13

On cherche alors les éléments caractéristiques : le « sur quoi on projette» est Im (f) = Ker (Id — f) etle « paralle-
lement a quoi on projette » est Ker f. On peut remarquer que les 3 colonnes sont colinéaires donc rg M = 1, soit
I'image est une droite et le noyau est un plan. la droite est dirigée par exemple par C (c’est mieux sans fraction),
soit (6,3,1). POur le noyau, il n’y a rien a résoudre car les 3 lignes sont colinéaires! (rang 1) C'est donc le plan

d’équation x + 2y + 6z = 0. On peut donner une base : par exemple ((2,—1,0),(—6,0,1))

Ex 27 Soit p un projecteur. Etablir rgp = trp.

Si p est une projection de E, on sait Kerp® Imp = E, et Imp = Ker (p— Id) ('espace propre associé a 1 oul'ev
des vecteurs invariants). En prenant une base adaptée a p, cad une base (e, ..., e,,) de Kerp complétée par une

base de Imp: (eq,...,e,) : c'est donc une base de E et de plus m = dim Kerp donc, par le théoréme du rang,

rgp =dim E —dim Kerp=n—mOnau(e;) =--=ule,,) =0,etpourm+1<i<n, u(e;) =e,. l vient que la
matrice de p dans cette base est :

0 ..0]0 ... .. 0

B 6|m B

0 ..0]0 .. .. 0 0 0

0..0[T0..0 |= " o

g w01 - & 0 I

0..00..01

Les 2 blocs sur la diagonale sont carrés mais pas les 2 autres. Il est usuel de mettre la taille en indice dans les

blocs 0 et I (mais pas toujours). On constate immédiatement trp =n —m = rgp
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Mines-Ponts PSI 2022 | CCP PSI 2011 (projecteur combinaison linéaire) %

Ex26 Soit F un espace vectoriel de dimension finie et p, g, r 3 projecteurs.
1) Soit fun projecteur de E. Montrez tr f est un entier.

2) On suppose p + ﬂq +/3r projecteur. Montrez ¢ = r = 0.

1) Pour un projecteur p, trp = rgp. La démo est faite dans un exo un peu plus haut, je ne la reproduis pas ici.
Un éleve « ambitieux » peut considérer que ca€™est du cours. La trace d'un projecteur est donc un entier (c’est

la dimension de I'image, cad du sev sur lequel on projette)

2) Une fois écrit tr(p+ \/§q + \/gr) =trp+ V2 trq+ V/3trr, on est ramené 2 démontrer de I'arithmétique, cad
que sachant p’, ¢’,r’ entiers positifs, p’ +¢’v/2 +r’+/3 n'est un entier que si ¢ = r’ = 0. Ceci se comprend bien

par la€™irrationalité de v/2 et /3. Mais il faut le démontrer proprement. C’est un peu limite programme de PSI.

Je redémontre rapidement v/2 ¢ Q. C'est analogue pour /3, v/6. Par I'absurde : si v/2 = £ avec p/\g = 1, premiers
entre eux, (on écrit toujours comme cela un rationnel théoriquement sinon 1'écriture n'est pas unique, il en
suivrait de probables erreurs de raisonnement). Au carré 22 = p?, donc 2| p?, donc 2| p (2 est premier) donc 4 | p?
donc 2| ¢? donc 2| ¢ donc p et g ne sont pas premiers entre eux. Absurde! (tous ces donc sont de I'arithmétique

assez immeédiate, je ne les détaille pas, cela vient du fait que 2 est un nombre premier.

Terminons la preuve. Si ¢’,7’ # 0, comme p’ + ¢’+/2 + r’\/3 entier, ¢’v/2 + /3 est entier puis aussi le carré
(0 +qV2+1'V3)2 =p?+2¢% +3r"2 +2p' (¢'V2+71'\/) +2¢'7'V/6 = n’ + ¢'r'+/6 donc /6 est un rationnel.

Absurde

CCINP PSI 2024[2] €% -2022-2019 (égalité donnant des projecteurs)
Ex 60 Soient F un espace vectoriel de dimension finie et p, g deux endomorphismes de F vérifiant p+q = Id
et r1g(p) + 1g(q) < dimE.

1) Montrez £ = Imp@® Img [2019 : Question absente] .

2) Montrez p et g sont des projecteurs.

1) Usuellement, pour démontrer &G = F, le plus simple est d'utiliser dim F+dimG =dim Eet FNG = {0}
(sauf en dimension infinie). Néanmoins ici, vu les hypotheses, il est plus simple de démontrer dim F'+ dim G =
dmFEetF+G=F
* Imp+ Imq = E. En effet, 'analyse-synthese estici inutile si on a compris que '’hypothese Id = p+gamene
r=p(z)+q(x), avecp(zr) € Impetq(z) € Img, ce quiameéne F C Imp+ Img. Linclusion réciproque est
immeédiate (« tout » est dans F...)
e dim Imp+dim Img = rgp+ rgq < dim E par hypothese. Or I'item précédent donne dim £ = dim( Imp+
Imq) puis la formule du cours dim( Imp+ Img) = dim Imp+ dim Im¢—dim( ImpN Imgq) ce qui améne
dim Imp+dim Img = dim F + dim(ImpN Imgq) > dim E. D’'ot1 finalement 1'égalité voulue par la double

inégalité.

2) En composant a droite et a gauche par p et par ¢ 'expression p+ ¢ = Id, il vient p?> + poqg=p?> +qop=p

etq’+poq=q’>+qgop=gq. Onendéduitpog=qop. élgfaut ensuite remarquer que le vecteur = = (poq)(y) =



(gop)(y) € Imp et zz € Img, donc z € ImpN Img = {0}, d’apres la question précédente. Il vient 2z = 0.
Cette démo étant réalisée pour tout y, poq = qop = 0. Puis, en réinjectant dans les 2 équations du début, p?> = p

et ¢> = q. p et ¢ sont bien des projecteurs.

Remarque : p est le projecteur sur Imp (= Ker (Id —p) = E(1)) parallelement a Kerp (comme tout projecteur,
cours!). On sait alors que ¢ = Id —p est le projecteur associé ou inverse, cad le projecteur sur Ker p parallelement
a Imp. On adonc Kerp = Imgqget Imp = Kergq. Vous avez suivi?

Onadoncici Imp® Kerp= Img® Kerg= Imp® Img= Kerp® Kerq=E.

Mines-Ponts PSI 2015 | Mines-Ponts PC 2012 (nilpotent d'indice 2)

Ex61 Soient F un C-espace vectoriel de dimension finie et © un endomorphisme de E. Donnez une cns

pour qu'’il existe un projecteur p de E tel que u =pou—uop.

On procede par Analyse-Synthese

Analyse Il existe un projecteur p tq u = pou—uop. On passe a la trace, qui nous amene tru = 0 (tr(ueop) =
tr(pow)). Mais ceci n'utilise pas vraiment projecteur, donc il faut continuer a analyser. On compose par p a
gauche et a droite, en se rappelant p? =p:

pou=plou—pouop=pou—pouop = pouop=>0
A droite, on arrive @ 2uop = powuopdoncuep =0 puis, en réinjectant, u = po u.
On analyse en termes d’image et noyau. On tire, de ces 2 égalités, Imu C Imp C Kerw, soit Imu C Keru qui

amene a u2 = 0. Condition nécessaire. Est-elle suffisante? Oui ...

Réciproque Soit u un endomorphisme tq u? = 0. On a alors Imu C Keru. Il faut construire un projecteur qui, a
minima, doit vérifier Imu C Imp C Keru. On prend un projecteur sur Keru (donc Imp = Keru), parallelement
a n'importe quel supplémentaire. On a donc v o p = 0. Montrons v = p o u et la preuve sera établie: ona Imwu C

Imp = Keru, or on sait Imp = Ker(Id — p), les vecteurs de Imu sont donc des vecteurs invariants par p. Ok.

Ex62 Soit u € £(R?,R3) et v € £(R3,R?) tels que u o v soit un projecteur de rang 2 de R?. Montrez que

Im(uov)= Imu puis que vou = Idp..

Pour 2 applications linéaires f et g, je rappelle qu'on a immédiatement (c’est quasiment du cours) Im(fog) C
Im f et (a 'envers, vous constaterez), Kerg C Ker(f o g). Ici, bien faire attention que u et v ne sont pas des
endomorphismes. On anéanmoins Im (uov) C Imwu et par hypotheése dim Im (uov) = rg(uov) = 2. D’autre part
Imu = u(R?), donc dim Imwu < 2 (je rappelle qu'on a toujours pour tout sev F de dimension finie, dimu(F) <

dim F). On a donc nécessairement dim Im (uov) = dim Imu = 2, puis Im (uov) = Imu.

Notons P = Imu C R3. Par théoréme du rang, comme u € £(R? R?), dim Keru = dimR? — dim Imu = 0 cad

u est injective. En restreignant « (a I'arrivée) et en notap( v :R? — P, z — u(x), v est surjective (et injective



comme u) donc bijective : u'~! existe. De méme (u o v)(R?) = u(v(R?)) est de dimension 2. Ceci impose que
v(R3) est de dimension > 2 donc égale a 2 et égale a R?, puisque v(R*) C R2. En restreignant v (au départ) et en

1

notant v’ : P — R%, x — v(z) est surjective et dim P = 2 = dimR? donc bijective, donc v’ ! existe.

Onawuovouov = wuovce qui donne, puisque u a pour image P, u’ ocv’ ou’ ov = u’ o v et en restreignant a P,
u’ ov’ o' ov’ =’ ov’ puis en composant par v’ ! a gauche et v'~! a droite, il suit v’ o’ = Idgs : x — (vou)(x).

En fait vou = v’ o/, puisqu’ils ont méme ensemble de départ et d’arrivée.

1
Ex 6% Montrez que M € M ,(R) est nilpotente (non nulle) ssi elle est semblable & N =

00

Rappelons la définition stricte de semblable : M est dite semblable a /V ssi il existe une matrice inversible Ptelle
que M = PN P~!. Mais, cette formule étant aussi celle de changement de bases, il y a une autre fagon de voir qui
est souvent plus pratique : M et N représentent le méme endomorphisme dans deux bases différentes. Si nous
revenons a l'exo, il faut et il suffit donc de démontrer que pour tout endomorphisme f nilpotent (non nul) de R?,
il existe une base (e, e,) dans laquelle la matrice de f a la forme voulue de I'énoncé. Comme on ne connait pas

du tout cette base, on procéde par analyse-synthese.

Analyse :

S'il existe une base & = (eq,¢e,), telle que Mat(f, ) = N, alors, par lecture des colonnes, on a f(e;) = 0 et
f(ey) = e;. Il faut bien analyser ces données ...

On constate e; € Im fete; € Kerf, soite; € KerfN Imf. Or pour des raisons de petite dimension, on a
nécessairement dim Ker f = dim Im f = 1, donc il n'y a pas de « réel choix » de e, il est unique a « pres (voir
en dessous pour justification). Un des probléemes de I'analyse est de comprendre quand on a terminé, ce qui
signifie quand les conditions nécessaires sont, en fait, suffisantes ... Ici,c’est le cas. On sait comment choisir e;

ete,.

Synthese :

festnilpotent non nul, donc dim Ker f # 2 et un endomorphisme nilpotent n'est jamais inversible, comme déja
vu, donc dim Ker f # 0. Par suite, dim Ker f = 1 et, via le théoreme du rang, dim Im f = 2 —dim Ker f = 1.
Ensuite on l'existence de g tel que f¢ = 0. Comme vu dans I'exo 54, nécessairement f? = f o f = 0. On en déduit
Im f C Ker f puis, par égalité de dimension Im f = Vect f. Posons Im f = Vect(u). On prend alors u = e,
(comme compris dans 'analyse...) et , comme e¢; € Im f, onae; = f(y). On prend e, = y. On a donc a la fois
f(e;) =0et f(ey) = ey. La Matrice de f dans cette base a bien la forme voulue. La preuve est achevée. Il reste
quand méme a bien vérifier que c’est une base de R?. Par la cardinalité de 2, on démontre juste la liberté : soient

a, [ tels que :

aey +fey =0 = af(eﬁﬁgf(%):ﬁﬁ:@:ﬁ:o



Et en réinjectant, ce; = 0 puis « = 0,car e; # 0 (c’est le u qui est une base de Vect (u))

Remarques
0 1 0 0
. est semblable a . (je vous laisse réfléchir au changement de la base de 1'une vers l'autre)
00 10

* En dimension 3, c’est un peu plus compliqué, il y a deux cas possibles :

0 01 010 0 01 010 0 00 011 0
00 0 00 1 0 0 Of|estsemblableal(g 0 oletlo 0 1let]o 0 olet]o
000 0 00 0 00 000 0 00 000 0

Essayez de trouver le changement de la base de la 1 vers les 4 autres.

Ex 67 Soit A € M, (R) une matrice nilpotente. Etablir /,, — A est inversible.

Pour faire cet exo, il faut penser a la formule (dans R!) (1—x)(1+x+ 22+ -+ 2P~!) = 1 — 2P, Est-elle vraie dans
les matrices? (par exemple, Attention! , les formules (ab)? = a?b? ou (a +b)? = a? + b* + 2ab sont, en général,

fausses...). On écrit :

p—1 p—1 p—1 p—1 p
(In—A)<ZA’“) =D AR AR =N AR N AR = A0 AP =], — AP
k=0 k=0 k=0 k=0 k=1

Par suite A est nilpotente doncil existe ¢ € Ntq A% = 0. On prend p = gplushaut:onadonc (1,,—A)( ZZ;; AF) =
I,,. A est donc inversible d’inverse A~ = Zi;é AP =T+ A+ A2 4 AP =T+ A+ A%+ AT

Ex 68 Soit f € £(F) nilpotent, cad 3¢ € N, f? = 0. E de dimension finie n. On appelle indice de nilpotence
p=min{k € N*, f¥ = 0}. Montrez I'existence de p.

1) Montrez qu'un endomorphisme nilpotent n'est pas inversible.

2) Soit z tel que fP~!(x) # 0. Montrez que (z, f(z),..., f?"*(x)) est libre.

% ) Montrez p < n etenfin f” = 0.

4) Lensemble des endomorphismes nilpotents est-il un ev?

1) Lensemble A ={keN*, f = 0 } est un ensemble d’entiers, minoré (par 0 car entiers positifs!) et non vide
car il contient g. Par axiome de N, il existe donc un plus petit élément que 'on notera p. On a donc fP = 0 mais
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aussi fP~! # 0 par définition de « plus petit ». On a aussi, Vk > p, f*=0.

2) Méthode 1 (plus simple) : puisque f? = 0, en passant au déterminant det(f?) = (det f)? = 0. La grande

différence (avec f) c’est que det f est un réel! on peut donc en déduire det f = 0 soit f non inversible.

Remarque : Attention! Pour une matrice ou un endomorphisme, on ne peut pas déduire de A? = 0, A = 0!
Justement, on en « déduit » une matrice nilpotente mais ce n'est que du vocabulaire...
Méthode 2 (par Uabsurde)

Supposons finversible donc f~! et f~9 existe. On les compose a gauche dans I'équation f¢ =0
[9ofi=f"90=0mais f 90 fi=f0=1Id

D’ou Id = 0 Absurde!

%) Soit f ¢ Ker fP~', cad fP~!(x) # 0. Soient g, vy ..., o, ; des scalaires réels tels que gz + Ay f(z) + -+

a, 1 fP"1(x) =0 (1).En appliquant fP~', par linéarité il vient :
agfPH@) + AL fP (@) + ot oy ST @) = fP71H(0) =0

Comme f*(z) =)0 pour tout k > p, il reste o, fP~*(z) = 0 soit oy = 0 qu'on réinjecte dans I'équation de départ

(1). On applique ensuite fP—2
Ozlfpfl () + oy fP(x)+ - +ap71f2pf2 () = fp72(0) —0

On en tire a; fP~!(z) = 0 puis o; = 0. En réitérant ce processus encore p — 2 fois, on aura tous les coefficients

nuls, la famille (z, f(z),..., ff~!(z)) est bien libre.

On utilise la question précédente et un théoréme du cours qui dit que toute famille libre a un cardinal plus petit

que la dimension, le cardinal étant p — 1+ 1 = Op, il suit p < n.
Remarques

* Ce résultat est trés important, un éleve « ambitieux » peut le retenir (ce n'est pas du programme), la plus

petite puissance nulle d'une matrice nilpotente est toujours inférieure a la dimension. Par exemple, si vous
7 2

a 2a—1 a 2a—1
avez =0, vous pouvez en déduire =0 (je vous laisse y réfléchir)

—a 0 —a 0

* En fait, on peut méme dire que M est nilpotente ssi M™ = 0 (le n de sa dimension)

4) Lensemble des matrices nilpotentes n'est pas un ev car il n'est pas stable par + : je vous laisse vérifier avec les

1 0
deux matrices A = et B= , nilpotentes car triangulaires strictes. On peut utiliser le résultat

0 0 10
précédent : il suffit de regarder la puissance 2! vous voyez l'intérét! Un éleve « ambitieux » a intérét a retenir ce

résultat de Q3. Je vous laisse calculer (A+ B)?2. 11y a une autre démo qui est que cette matrice A+ B est inversible

(par un det), donc ne peut pas étre nilpotente.
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Ex7% Soit F'un ev de dimension n > 2. Soient f € £(F) derang 1 et a € E'tels que Ker f & Vect(a) = E.
1) Montrer que Im f = Vect(f(a)).
2) Montrer qu'il existe A € R tel que f? = \f.

1) fétant de rang 1, son image est une droite. Il faut et il suffit donc de trouver un vecteur (non nul) dans
I'image. Par définition f(a) est dans I'image de f. Vérifions qu'il est non nul et la preuve sera terminée. Il faut se

servir de ’hypothese qui nous donne deux sevs supplémentaires et on utilise une démonstration par I’absurde :

Si f(a) =0, a € Ker f.Or, a € Vect(a). Comme la somme est directe, on sait que Ker f N Vect(a) = {0 }. Il suit

a =0, puis de lasomme Ker f = Ker f+ {0} = Ker f + Vect(a) = E. Or Ker fest de dimension n — 1. Absurde.

2) On utilise une propriété (parmi d’autres) de 2 sevs supplémentaires F'@ G = E' : pour prouver que deux

applications sont égales (sur E), il faut et il suffit de prouver I'égalité sur F et sur G.

On a déja vul'inclusion immédiate (je ne la redémontre pas ici) Ker f C Ker f2. Donc f?, qui s’'annule sur Ker f2,

s'annule sur Ker f (je vous laisse y réfléchir). Evidemment A f s'annule sur Ker f, quel que soit A d’ailleurs.

Sur Vect(a), qui est la droite dirigée par a, il suffit, par la linéarité, de « comparer » la valeur prise en a par f
et f2. Comment « comparer » f%(a) et f(a)? Il faut se rappeler une propriété de I'image, d’ailleurs « similaire »
a celle du noyau utilisée plus haut, ce qui n'est pas étonnant. On a l'inclusion immédiate (je ne la redémontre
pasici) Im f2 C Im f. Par suite f?(a) € Im f = Vect(a) : on en déduit I'existence d’un scalaire (noté \ tel que
fAa) =X f(a).

Ce ) étant fixé, on a bien démontré I'égalité de f2 et de A f sur Ker f et sur Vect(a).

Remarque : Comme déja signalé dans un exercice de cette feuille, tout endomorphisme de rang 1 vérifie f2 =

tr(f) f. Un éleve « ambitieux » peut retenir cette propriété (donc A = tr(f)).

Ex77 Soit f et g deux endomorphismes de F R-ev. On suppose fogo f = fetgo fog=g.
Etablir Ker f® Img= Fet Kerg® Imf=F

Comme il n'y a pas d’hypotheses de dimension, on démontre les deuxc propriétés suivantes :

KerfNImg={0}

1l est suffisant de démontrer I'inclusion C : soit x € Ker fN Img, alors f(z) =0 et x = g(y) ave y € E. Il suit

f(x)=f(9(y)) = (f°9)(y) =0.On applique g, il vient :

9(0)=0=g(f(9(y)) Z{9°f°9)(y) = g(y) ==



On a utilisé I'hypothese dans la 4° égalité.

’ Ker f + Img:E‘

On procede par analyse-synthese. Lanalyse permet de trouver la (seule possible) décomposition sur les deux
evs d'un vecteur f quelconque. On vérifie dans la synthese ou réciproque.
Analyse
Supposons la décomposition x = y+zavecy € Ker fet z € Img. Alors f(y) =0etz = g(t) avect € E.Ilvient, par
linéarité, f(x) = f(y)+ f(z) = f(g(t)). L'idée est alors identique a plus haut : on applique g ce qui va permettre
d’utiliser 'hypothese :

g(f (@) =g(f(g()))) = (gofog)(t) =g(t) =2

On a trouvé z (en fait le seul possible). Il vient alors y = x — z = x — g(f(z)).

Réciproque
Soit x € E quelconque, alors les 3 propriétés suivantes sont vérifiées :
s x=(x—g(f(x)))) + g(f(z))
* g(f(z)) € Img. Immédiat.
o a—g(f(x)) € Ker f: f(z—g(f(x))) = f(@)— f(g(f(2))) = f(x)—f () = 0 en appliquant l'autre hypothese
qu’'on n‘avait pas encore utilisée.

La preuve est achevée.

CCINP MPBQ 2023->21 (somme du noyau et de l'image)

Ex78 Soit fun endomorphisme d'un espace vectoriel £ de dimension finie n.
1) Démontrer que : £ =Imf @ Kerf = Imf = Imf2.
2) (a) Démontrer que : Imf = Im f? <= Kerf = Ker f2.

(b) Démontrer que : Imf = Imf? = E = Imf & Ker .

Cet exercice fait partie de la banque d’exos CCINP MP, n°64.

Vous pouvez regarder la correction fournie par le concours : Banque CCINP MP 2023 avec corrigés

Ex80 X Edebase (e ...e,), G; = Vect(ey),;) H; ={f € £(E)/Ker f D G,}. Etablir £(E) = G}HZ

=1

Méthode 1 : On rappelle d’abord que, a I'instar de M, (R) dont la base canonique est (M;;);; j<, avecun 1 en
position (4, j) et des 0 ailleurs, une base (e, ,...,¢,,) de E étant fixée, la base canonique de E'est (f;;);; ;<, qui

est définie par pour k # j, f(e,) =0et f(e;) = e,;. C’est en fait 'application linéaire associée a M ;. Je vous laisse

y réfléchir.

Ker f D G, s’écrit : pour tout k # 1, f(e;,) = 0 et f(e;) quelconque, soit f(e;) = >."

o:e..On a alors immédia-
j=1 —Ji%j

tement, par linéarité, que les applications f;; pour 1 §4j <n (cad pour k # i, f(e,) = 0 et f(e;) = e;, forment


http://prepas.troyes.free.fr/enligne/download/bqccinpmp_janv2023.pdf

une famille génératrice de H,. Comme cette famille est libre, en tant que sous-famille de la base canonique de
£L(E), cest une base de H,. On applique ensuite un théoréme qui dit que on a F; @ - @ F}, = E ssi la réunion
des bases de F; est une base de F. Icila réunion des bases (f};); <<, de H, estla base canonique (f;;)1<; j<, de

J J
L(E),doncH,&--®H, = L(FE).

Méthode 2 : On va d’abord démontrer que H = {f € £(FE), Kerf D F } estun sevde £(F) de dimension
n(n—p) avec dimE = n et dim F' = p. C’est un exo classique. On considére un supplémentaire G de F, cad
FoG=FetdinG=n—p.Onaalorsque f € Hpssi f;r=0et f,; quelconque. On note ensuite 'application
restreinte ' : G — E,x — f(z) et'application ¢ : f € Hp — £(G,E), f — f’. Elle est linéaire et bijective
car sa réciproque est 'application quia f € £(G, E) associe I'application f € L(F) définie par f 1= fet f Ip=
0. On a immédiatement Ker f O F, cad on a bien f € H}.. Ensuite, par isomorphisme, dim H. = dim £(G, E) =

dimG x dim E = n(n—p).
OnadimG,; =n—1,dol parlerésultat précédent dim H, = n(n—(n—1)) = n. Ensuite, onabien H; &---®& H,, =
L(FE) parla double propriété :

e dimH, +--+dimH, =n+--+n=nxn=dim £(F)

* Soit f; € H, telles que f; + -+ f,, = 0. En appliquant a la base (e,), il suit que f,(e;) + -+ f,,(e;) =

0+--+0+ f;(e;) = 0. Comme on a aussi par définition, f;(e;) = 0 pour j # i, il vient f; = 0.

Ex 81 Soit F'un [K—espace vectoriel (K = Rou C) de dimension 4. Soient f;, f5, f5 et f, des endomorphismes
de Etelsque f; + fo+ fs+ fy=1dget fo f; =0sii#j.
1) Montrez que les f; sont des projecteurs.

2)Montrez Imf, @ Imf, ® Imf;& Im f, = E.

1)
4
fi:fiold:fio(f1+f2+f3+f4):fi°f1+fiof2+fi°f3+fiof4:Zfiofj:fiofi+0+0+0
j=1

Je rappelle que la distributivitéde o a gauche sur + (le 3° égal) est correcte parce que f; est linéaire

2)

Analyse :
Soitz € E'se décomposantx = y; +y,+y3+y, avecy,; € Im f;, soity; = f;(z;). Enappliquant f; al’égalité,

par linéarité :



Lanalyse est terminée, le seul y; possible est y,; = fj(ac) .

Synthese :

Soit z € IV; on peut décomposer comme suit :

Zf ) avec f;(x) € Im f,

Attention! au fait que I'on a seulement démontré £ C Im f; + Im f, + Im f; + Im f,. Lautre inclusion est

immeédiate (« fout » est dans E!)

e | La somme est directe : |

Soienty, des vecteurs de Im f; tels que y; +y5 +y5 +y, = 0. Montrons qu’ils sont nuls. y; = f;(#;). Comme

on I'a déja utilisé a plusieurs reprises, on applique f; :

Ozfj<0):fj<zyi>:ij(yz Zf 0+0+0+f2( ;)= fi(z) =y,

Ex 82 Soit Pun polynéme de C[X]| de degré n+1. Etablir C,,[X]|® P(X)C[X]=C[X]

oil, usuellement, P(X)C[X] désigne I'ensemble des polynomes { P(X) x Q(X) / Q(X) € C[X] }.

Etant donné que C[X] est de dimension infinie, on démontre :

o |C,[X]NP(X ={0}

Linclusion C sulffit. SoitR(X) €C,[X]NP(X)C[X],donc R € C,[X],soitdeg R <netR(X)=P(X)Q(X).
La formule deg R = deg P+ deg(@ améne deg R > n+ 1 (ce qui se comprend bien). Ces deux inégalités sur

le degré de R sont incompatibles entre elles, sauf pour le polynéme nul.

» |C,[X]+ P(X)c[X] =[X]]

En général, pour démontrer une somme (directement), on procede par analyse-synthése pour « deviner »
comment le vecteur (ici un polyndome S(X)) se décompose suivant les 2evs (ici C,,[X] et P(X)C[X]). En
fait, ici, il n'y pas vraiment besoin d’analyse, il faut deviner tout seul que c’est le théoreme de la division
euclidienne (de S par P) : comme P # 0, il existent un unique quotient () et un unique reste R tels que
S(X)=P(X)Q(X)+ R(X) avec deg R(X) < deg P(X) ce qui donne bien deg R(X) < n. Je vous laisse

réfléchir (voir) au fait que la somme est bien démontrée...

Remarque:Lev P(X)C[X] esten fait'ensemble de tous les polynémes multiples du polynome P(X) qui, donc,
est bien un ev. Par contre, I'ensemble de tous les polynomes qui divisent le polyndme P (X) n'est pas un ev.Vous

voyez pourquoi?
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Mines-Ponts PSI 2023 €® (étude de 2 sevs de £(E,F)) %
Ex82  Soit £ unK-evde dimension finie eta,b € £(E).onpose D, ={aov,v€ L(E) } et G, ={vobve
£(B))

1) Montrezque D, ={ f€ £(E), Im f C Ima}.

2 ) Donnez une relation similaire pour GG,

%) Soit H,, = D, + G;,. Donnez sa dimension.

4) Quel est le rang maximal d'un élément de H ; ?

1) OnposeV={fe £(E),ImfC Ima}. D, C Vestimmédiat puisque si f =aov, Im f C Ima. Récipro-
quement, soit f € £L(F) tq Im f C Ima. Construisons v tq f = aowv.
Lidée est « d’inverser » a. Bien siir, ¢ n'est pas nécessairement inversible. On utilise le théoréme du rang version
théorique : en notant F'un supplémentaire quelconque de Kera dans F, a induit un isomorphisme, noté a’, de
Fsur Tma. On écrit £ =G & Ker f.

e Sur Ker f,on prend v =0.0Onabien f =aocv

 Sur G, onprendv =a’"!of. Possible car Im f C Ima.onabienaov=a’ov,car ImvC F,=a’ca’ lof=f

fetaowv étant égales sur 2 sevs supplémentaires sont égales partout.

2) Larelation de la question précédente est « inversée»: G, = {vob,v € L(E) } ={ f€ £(E), Kerf D Kerb}

1y a une inclusion immédiate : si f = vob, alors Kerb C Ker f. Montrons I'inclusion réciproque, cad si f € £(E)
tq Kerb C Ker f, construisons v linéaire tq f = vob.

Méthode 1 (construction sur une base) : On prend une base (ey,...,e,) de Kerb que I'on compléte en & =
(e1,..,€,) base de E (on pose G = Vect(e,,1,-..,¢,) qui est un supplémentaire de Kerb). Par un bréve ana-
lyse, on voit que f(e;) = v(b(e;)), en particulier pour p+ 1 <14 < n. On va construire une base « a partir » de ces

b(e;). Montrons d’abord que la famille (b(e,, ), ..., b(e,,)) estlibre : soient v, , 1, ..., v, € K des scalaires tels que

Z?:m , @;b(e;) = 0. En appliquant b linéaire :
b( Z aiei>:O = = Z a,e; € Kerb
i=p+1 i=p+1

Orz € G et, comme GN Kerb = {0}, il suit z = 0 et par liberté des (e;), car base de G, il suit a; = 0. On pose
f; = b(e,) et on compléte en une base F = (f,,..., f,,) de E. On définit alors v comme 'application linéaire
définie sur cette base par v(f;) = f(e;) pour 1 <i <petwv(f;)=0sinon.
Vérifions f = vob. Il faut et il suffit de le vérifier surlabase & : pourtout1 <i<p,(veb)(e;) =v(b(e;)) =v(0) =
0= f(e;) car ces e, sont aussi dans Ker f par hypothese. pourp+1<i<n:(vob)(e;,) =v(f;) = f(e;). Ok.
Méthode 2 (plus élégante par « inversion » de b) : On prend 2 supplémentaires GG et F'vérifiant respectivement
G @ Kerb = FE = F & Imb. Le théoreme du rang nous donne qu'il existe un isomorphisme, noté b’, de G sur
Imb. On construit v par :

e Sur F,onprendv=0

e Sur Imb, on prendv = fob' 1.
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Le lecteur vérifiera de lui-méme, proprement, que I'on a bien f = vob. Attention! , il faut le vérifier sur KerbdG.

Remarque : On peut définir directement v sur £ en introduisant la projection p sur Imb parallelement a F'et

alors v = fob ! op (je vous laisse y réfléchir)

3)
Méthode 1

OnadimH , = dim D,+dimG,—dim D,NG,.Onadim D, = nrga, dim G, = n(n—dim Kerb) etdim D,NG, =
(n—dim Kerb)rga. Je vous traite juste ce dernier, les 2 autres ayant une démo similaire.

Soit fe D,NGy, cad Im f C Ima et Kerb C Ker f. Prenons B un supplémentaire de Kerb dans E, B@® Kerb =
E. Considérons l'application ¢ qui a f associe 'application f’, égale a f, mais co-restreinte, au départ a B et a
l'arrivée a Ima.Ona f' € £( B, Ima), evde dimension dim Bdim Ima = (n— dim Kerb)rga. ¢ est bijective,
donc un isomorphisme, car la réciproque est I'application qui a g € £( B, Ima) associe 'application de E =

B® Kerb sur E définie par g sur B et 0 sur Kerb. Je vous laisse vérifier qu’elle convient. Le résultat suit.

dim H, = nrga +n(n—dim Kerb) — (n — dim Kerb)rga =| n? —dim Kerb(n — rga)

Méthode 2
Vialaunebase £ audépart adaptée ala décomposition Kerbéd B = Fetune base F al’arrivée ala décompostion

Ima® F = E, Les éléments g de D, (rp. h de G;)) ont de la base & vers la base J une matrice du type :

A B 0 C A B+C
g: h: = g-+h: =M
0 0 0 D 0 D

Jevouslaisse yréfléchir. Attention! ces blocs n'ontaucune raison d’étre carrés! Par exemple, A € M K)

rga,dim Kerb (

etDe M (K). La dimension recherchée est le nombre d’'indéterminées de cette matrice (je ne

n—rga,n—dim Kerb

m’attarde pas sur une démo et je vous laisse y réfléchir) soit :

rgadim Kerb + rga(n—dim Kerb) + (n — rga)(n — dim Kerb) = n? — dim Kerb(n — rga)

4) Rappelons que rang maximum signifie que la valeur peut étre « atteinte ». On note r = rg A et k = dim Kerb

etusuellement J,. ,, ; la matrice de M, ,(K) constituée de 0 et que de 1 sur la « diagonale » issue de la position

(1,1), qui d’ailleurs n'est pas stricto-sensu une diagonale lorsque m # [.

On reprend la méthode 2 et les matrices M = (4} 5)avec Ae M, ,(K),De M, ., (K)etEe M, , ,(K).

Ona rg(u+v) < rgu+ rgvpuisque Im(u+v) ={ (u+v)(z),z € E} C Imu+ Imv={u(z)+v(y),z,y € E}
0

esir<k, M=(49)+(5E)dourgM <rg(49)+1g(35)<r+n—k.
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10. .. 0]0 .. .. 0
010 0w R
B omo o BN B
0.010..0[0.... 0
R 0 0 .. .0/10..0
En considérant M = Y =1 5 g0 1 - & |,cerangest«atteint ».
0 Jnfk,nfr,nfk " BB -~ 0
i 0. 01
i g0 ... .. 0
B BN B
0o oo o 0[O .. 0
* sir > k,lerangn estatteint en I,, ! Regardez le dessin pour comprendre que c’est bien une matrice du type
de M:
10 ..0/0 .. .0
01 - gl® B
R~ -~ 0l i
0..01{0.. .0
0.... 0|10 .. .0
i g0 1 - B
B BIR o i
0.... 0/0..010.... 0
0.... 00 ... ... 010..0
i | N 01 - &
R B|® ~ =0
0.... 0]0 ... 01

a

Centrale PSI 2022 (polynémes de Lagrange et formules de Quadrature) %

Ex87  Soit(Ly,...,L, ) une famille de polyndémes de R,, [ X ] vérifiant Vi, k € 0;n, L, (i) = J;;
1) Donnez la forme factorisée des L, et exprimez le coefficient dominant avec des factorielles.
2) Montrez (Ly,...,L, ) base de R, [X].

%) Soit P € R, [X] vérifiant VO < k <n, P(k) = k™. Exprimez Pde 2 maniéres différentes.
4 ) Donnez une expression simplifiée de ZZ: o (%) (—1)nFEn.

% ) Donnez la dimension de £(R,[X],R). Montrez il existe un unique (n+1)-uplet (g, ..., A,,) € R"*! tq, pour
tout P € R, [ X], fon P(t)dt =32 M\ P(k)

1) Clest du cours, si (L, ..., L, ) est la famille des polyndmes de Lagrange associée a n + 1 réels distincts

Agyeees Ay -
I, (X—a o |
L1<X>=% ici [[Gi—5) =[[G— (0" [] G—i)=(=1)"it (n—i)!
Ve A i j=0 j=i+1

On vérifie que la formule reste vraie pour les cas particuliers-limite : =0 et i = n.
2) Cestdu cours, je ne le redémontre pas ici.

%) Jerappelle queles coordonnées d'un polynome Pquelconque dans la base de Lagrange associée aux (a; ) g<;<,,
sont les (P(a;))g<;<,- On en déduit une premiere expression du Pde I'énoncé :
PO =S L) =S EV T
=0 =0 jFi
En remarquant que les polyndémes X" et P ont méme valeurs sur les k& pour 0 < k£ < n, en nombre plus grand

que le degré (au plus n), alors P(X) = X™.
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4) En considérant le coefficient dominant de P, cad de X", sur les 2 expressions :

(=D& - n n o
122(,“(71_2-)!:7“ ;(—1)”’27‘(2.) = ;)(k)(—l)” K =n!

=0

% ) Dapresle cours, dim £(R,,[X],R) = dimR, [X]|x dimR =n+1.Onsaitquee, : P € R, [X] — P(k) estune
forme linéaire de R,,[X], cad un élément de £(R,[X],R). En fait (e, ..., e,,) en est une base. Par cardinalité, il
faut et il suffit de démontrer la liberté. Soit E?: o @¢; =0 (E) une combinaison linéaire nulle.

Lidée astucieuse est de 'appliquer aux polynomes de Lagrange puisque, par définition, e;(P;) = d,;. Si on ap-

plique donc (E) au polynéme L;, on obtient a;; = 0!

(egs-..,€,) étant une base de £(R,[X],R) et¢: P € R, [X] — fon P étant elle-méme une forme linéaire sur

R, [X], on en déduit I'existence d'un u nique n + 1-uplet de coordonnées ();) vérifiant ¢ = Z:‘: o Ai€; ce qui,

n[

une fois appliqué a un polynéme quelconque P, est exactement la formule de I'énoncé.
Remarques

* Labase (eg,...,e,) de £(R,[X],R) vérifiant e,(L;) = J,; est appelée base duale de 1a base (L;). On note

en général e; = L;. On étudie ce concept en classe de MP.

* Les formules du type / P(t)dt = Z A, P (k) sont appelées formules de quadrature. Elles permettent
0 k=0

de calculer une aire sous un polynf)mg Pet, par approche, celle d'une fonction continue. Si vous avez bien

suivila démo, il n’est pas nécessaire de prendre les entiers &, on peut prendre n 41 réels distincts a, ..., a,,.
n n

/ P(t)dt = B, P(a;) pour tout polyndme de degré < n, les 3, étant fixés et indépendants de P. Pour
0 k=

=0
une fonction f continue quelconque, on n'aura pas une égalité mais une « approche ».

Par exemple pour n = 1, on obtient j;b P(t)dt = b*T“ P(a)+ b*T“ P(b) pour tout polyndéme de degré < 1.
C’estd’ailleurs évident a vérifier a lamain. Ce qui estremarquable c’est que si on applique cela, en coupant
en n intervalles pour une fonction f, on obtient 'approche par la formule des trapeézes.

De méme, pour n = 2 et a, “t2, b, on obtient fabP(t) =222 P(a)+ @ P(%£2) + 222 P(b) pour tout po-
lyndme de degré < 2. En 'appliquant a un f continue quelconque en coupant en n intervalles, on obtient

la€™approche par la formule de Simpson.

Ex89
1) Soient A,...,\, £2a2et f: T €R,_1[X] = (T'(A3),...,T(A3)) € R™. Montrer que f est un isomorphisme.

2) Explicitez T~! (on pourra utiliser les polyndmes de Lagrange)

1) Lalinéarité de f estimmeédiate et laissée au lecteur. On remarque que les deux evs ont la méme dimension :
dimR,_,[X] =n = dimR". Dong, il faut et il suffit de démontrer Ker f = {0} (et méme C) pour démontrer f

bijective.
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Soit T € Ker f. On a alors T'(A?) = 0. On en déduit que les A? sont racines de T et comme ils sont distincts, ils
sont en nombre n, le polynéme 7'a plus de racines que son degré et est le polynéme nul. Attention! toutefois a
bien justifier que les \? sont distincts : cela provient de g : z — 23 injective. On peut prouver I'injectivité par la

bijectivité de R sur R et les théoremes d’analyse : g est continue et strictement croissante (par sa dérivée).

2) Soitdonc un n-uplet de réels a = (a4, ...,a,,); il faut comprendre comment trouver le polynéme T'(de degré
<n—1) qui vérifie T'(A\?) = a,. Ce polyndme existe d’apreés la question précédente.

Les \? étant distincts et en nombre n, il existe un unique polynome de degré < n— 1, que l'on notera P, tel que
P,(A\?) = a;. Un autre théoréme du cours nous dit que on peut I'obtenir a partir des n polynémes de Lagrange

en les / associés aux n nombres A3, ..., A3 que l'on va noter usuellement L, ..., L, : Cest
P(X)=> P,(\) LX) = a;Ly(X)
i—1 i=1

n
La bijection réciproque estdonc ¢! : (aq,...,a, ) € R" — Z a;L;(X).
=1
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