
Quelques Corrections Algebre Linéaire

Ex 1 On considère l’ensemble H des polynômes de la forme aX 3+(b−2a)X 2−2bX +3a. (a,b réels). Montrez

que c’est un plan. (muni des lois usuelles). Précisez une base.

Il est clair que H est un sous-ensemble de R[X ], qui est un R-ev usuel. Par conséquent, pour démontrer H R-ev, il

faut et il suffit de démontrer sous-ev de R[X ]

Méthode 1 générale (plus simple) :

• On a bien O ∈ H en prenant a = b = 0.

• Soient α,β ∈R deux scalaires et Pab ,Pa′b′ deux polynômes de H . Montrons αPab +βPa′b′ ∈ H :

αPab +βPa′b′ =α
(
aX 3 + (b −2a)X 2 −2bX +3a

)
+β

(
a′X 3 + (b′−2a′)X 2 −2b′X +3a′

)
= (αa +βa′)X 3 +

(
(αb +βb′)−2(αa +βa′)

)
X 2 −2(αb +βb′)X +3(αa +βa′)

= AX 3 + (B −2A)X 2 −2B X +3A = P AB ∈ H

On a posé A =αa +βa′ et B =αb +βb′ qui sont bien réels. OK : on reconnaît bien la « forme » d’un élément de H .

Méthode 2 plus efficace ici :

On remarque : Pab = aX 3 + (b − 2a)X 2 − 2bX + 3a = a
(

X 3 −2X 2 +3
)

︸ ︷︷ ︸
Q(X )

+b
(

X 2 −2X
)

︸ ︷︷ ︸
R(X )

= αQ +βR Comme a,b par-

courent tout R, on en déduit que H est l’ensemble de toutes les combinaisons linéaires de la famille (Q,R).

Par conséquent (cours), c’est un espace vectoriel, les sous-espace vectoriel engendré par cette famille. On note

H = Vect(Q,R) =<Q,R > et on en déduit dim H ≤ 2.

Pour démontrer que H est un plan, cad de dimension 2, on commence par chercher une base (il peut y a d’autres

méthodes selon les exos). On reprend le « fil » de la méthode 2 (d’où son « efficacité ») : on a en fait démontré que

(Q,R) est génératrice de H , et même dim H ≤ 2. Reste à regarder si la famille est libre : comme degQ ̸= degR, la

famille est libre, donc base de H , donc dim H = Card(Q,R) = 2.

Remarques

• Attention au raisonnement! E = Vect(u, v) ne donne pas dimension 2 mais dimE ≤ 2. Pensez au cas u =
v qui donne dimension 1 (et même dimension 0 si u = 0). Rappelons que Vect(u, v) est l’ensemble des

combinaisons linéaires αu +βv .

• Plus généralement, E = Vect(u1, . . . ,up ) amène dimE ≤ p. Pour en savoir un peu plus, il faut regarder si la

famille est libre ou liée et plus précisément le rang de la famille des (xi )1≤i≤p : dimE = rg(xi )1≤i≤p .

1



• Une famille de polynômes de degrés tous distincts est libre (cours). On dit aussi une famille « échelonnée en

degrés »

Ex 2

1 ) Montrez que l’ensemble des matrices de Mn(R) de trace nulle est un sev de Mn(R)

2 ) En donner une base pour n = 3.

1 ) D’après le cours, on sait que l’application tr : M ∈ Mn(R) −→ tr(M) est une forme linéaire (forme signifie à

valeurs dansK). Par conséquent son noyau, qui est l’ensemble des matrices de trace nulle, est un hyperplan. C’est

un donc un sev de dimension dim Mn(R) −1 = n2 −1

2 ) On remarque que l’ensemble H des matrices de trace nulle d’ordre 3 (sev de dimension 32−1 = 8) peut s’écrire

sous la forme complètement générale
(

a b c
d e f
g h −a−e

)
. On écrit alors :

a b bc

d e f

g h −a −e

= a


1 0 0

0 0 0

0 0 −1

+b


0 1 0

0 0 0

0 0 0

+ c


0 0 1

0 0 0

0 0 0

+d


0 0 0

1 0 0

0 0 0

+e


0 0 0

0 1 0

0 0 −1



+ f


0 0 0

0 0 1

0 0 0

+ g


0 0 0

0 0 0

1 0 0

+h


0 0 0

0 0 0

0 1 0


= a(E11 −E33)+bE12 + cE13 +dE21 +e(E22 −E33)+ f E23 + g E31 +hE32

Je vous laisse réfléchir au fait que ceci permettrait aussi (2e méthode donc) de démontrer que c’est un sev par un

Vect , par contre, on obtiendrait seulement dim ≤ n2 −1 = 8. J’ai utilisé la base canonique (Ei j )1≤i , j≤n de Mn(R)

que vous devez connaître : Ei j est la matrice constituée uniquement de 0 sauf un seul 1 en position (i , j ) : inter-

section de la ligne i et colonne j .

On a donc démontré que H = Vect
(
(E11−E33),E12,E13,E21, (E22−E33),E23,E31,E32

)
. Ceci prouve que cette famille

est génératrice de H (rappel F est un sev engendré par la famille F est exactement la même chose que la famille

F est génératrice de F , c’est juste un autre vocabulaire). Comme elle est aussi de cardinal 8 égal à la dimension

de H , c’est est une base.

Remarque : Si vous aviez utilisé la deuxième méthode, qui ne vous donne pas la dimension (seulement dim H ≤ 8

si vous avez bien suivi), vous auriez été contraint de démontrer que cette famille était libre, d’où une méthode plus

longue. Il est donc important, pour l’efficacité, de savoir repérer les noyaux des formes linéaires qui vous donnent

en plus la dimension. Le noyau d’une application linéaire quelconque (qui n’est pas une forme) ne vous donne

pas immédiatement la dimension : on a, par le théorème du rang, dim Ker f = n− rg f et il faut calculer ensuite le

rang. . . Pour terminer, en fait, le rang d’une forme linéaire non nulle est toujours 1.
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Ex 4 Pour n ≥ 2, et (E) : M +MT = 2(tr M)In ,avec M ∈ Mn(R) . Montrez que l’ensemble des solutions de E

(muni des opérations usuelles) est un sous-espace de Mn(R) et déterminez sa dimension.

Méthode 1 (plus simple) : Sol(E) est un sous-espace vectoriel de Mn(R) :

• Sol(E)∋O car O +OT =O = 2(trO)I = 0I =O

• Soient α,β ∈R et M , N ∈Sol(E). On a donc M +MT = 2(tr M)In et N +NT = 2(tr N )In . Il s’ensuit

(αM +βN )+ (TαM +βN ) =α(M +MT )+β(N +NT ) =α tr M In +β tr N In = tr(αM +βN )In , d’où αM +βN ∈
Sol(E)

Méthode 2 Considéronsϕ : M ∈ Mn(R) → M +MT −A tr M In .ϕ est clairement linéaire (la transposition et la trace

sont linéaires d’après le cours), et d’autre part, il est immédiat que Sol(E)= Kerϕ. Il s’ensuit que Sol(E) est un sev

de Mn(R) .

Pour la dimension, c’est un peu plus compliqué. . . On peut commencer par remarquer que les matrices anti-

symétriques conviennent (eh oui, il faut le voir tout seul, mais à l’oral vous serez aidé, si vous ne l’avez pas

vu. . .).Si M ∈ An(R) , MT = −M , et donc M + MT = 0, et d’autre part, on sait que la diagonale de M est nulle

d’où 2tr(M)In = 0. Pour la dimension, on peut déjà dire dimSol(E)≥ dim An(R) = n(n−1)
2 .

On « regarde » alors les matrices symétriques : Si M ∈ Sn(R) , M +MT = 2M . Il vient alors, que Si M ∈Sol(E), alors

2M = 2tr(M)In , soit M =αIn (Bien comprendre cette « technique ».

Réciproquement, si M = αIn , alors M ∈Sol(E) ⇐⇒ αIn +αIT
n = 2tr(αIn)In ⇐⇒ 2αIn = 2nαIn ⇐⇒ n = 1. (On

« comprend » l’hypothèse n ≥ 2. . . ). Aucune matrice symétrique ne convient (sauf O).

Pour terminer, il faut se rappeler la somme directe (c’est du cours) Sn(R) ⊕ An(R) = Mn(R) . Pour M ∈ Mn(R)

quelconque, on écrit M = A+S, avec ST = S et AT =−A.

M +MT = 2tr M In ⇐⇒ (A+S)+ (A+S)T = 2tr(A+S)In ⇐⇒ A+ AT +S +ST = 2(tr A+ trS)In

⇐⇒ 2S = 2trSIn ⇐⇒ S = 0 vu plus haut

Il s’ensuit que seules les matrices antisymétriques sont solutions d’où Sol(E)= An(R) , ou dimSol(E)= n(n −1)
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Mines-Ponts PSI 2021-2019-2018 (ev engendré par matrices nilpotentes) H
*Ex 5

Soient n ≥ 2, H l’ensemble des matrices de trace nulle de Mn(C) et N celui des matrices nilpotentes.

1 ) Les ensembles H et N sont-ils des sous-espaces vectoriels de Mn(R) ?

2 ) Montrez que l’espace engendré par N est inclus dans H .

3 ) Cette inclusion est-elle une égalité?

1 ) L’ensemble des matrices de trace nulle est un hyperplan de Mn(C) comme noyau de la forme linéaire non

nulle tr . Les matrices nilpotentes complexes d’ordre n ne forment pas un sev puisque cet ensemble n’est pas

stable par + : par exemple les 2 matrices de la base canonique E1n et En1, visiblement nilpotentes d’indice 2,
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ont une somme M non nilpotente puisque pour tout entier p, M 2p E1 = E1 avec E1, premier vecteur de la base

canonique de Mn,1(C) (je vous laisse y réfléchir)

2 ) Je rappelle que les matrices nilpotentes ont une seule valeur propre 0, de multiplicité n (Je ne le redémontre

pas ici). On en déduit que leur trace, somme de toutes les valeurs propres complexes, est toujours nulle. (C’est

plus délicat à démontrer pour un 3/2 qui n’a pas ce résultat). Comme N ⊂ H et que H est un sev, on en déduit

Vect
(
N

)
, sev engendré par N est inclus dans H . Attention ! , on n ’en déduit pas l’égalité. Le sev engendré

pourrait être plus petit. C’est la question suivante. . .

3 ) On peut démontrer l’égalité par plusieurs méthodes : ou montrer que toute matrice de trace nulle peut s’écrire

comme combinaison linéaire de matrices nilpotentes, ou montrer qu’il existe une famille libre de matrices nilpo-

tentes de cardinal ≥ dimH : on aura alors égalité par un raisonnement de dimension. On choisit la 2e.

On dispose déjà des n2 −n matrices nilpotentes de la base canonique de Mn(C) : les Ei j pour i ̸= j qui vérifient

toutes E 2
i j = 0. Reste à en trouver n −1 indépendantes de celles-ci : on considère, pour i ̸= 1, les Mi = E11 +E1i −

Ei 1−Ei i : la restriction de l’endomorphisme canoniquement associé à Vect(e1,ei ) a pour matrice
(

1 −1
1 −1

)
. On a donc

aussi M 2
i = 0. On termine par la liberté : si une combinaison linéaire est nulle A =∑

i ̸= j αi j Ei j +∑
i ̸=1βi Mi = 0. La

coordonnée de A sur Ei j , avec i ̸= j et i , j ̸= 1, est αi j d’où αi j = 0. Celle sur Ei i , avec i ̸= 1, est βi , soit βi = 0.

Celle sur E1i (rp. sur Ei 1) est α1i +βi = 0 (rp. αi 1 −βi = 0), d’où αi 1 = α1i = 0. Reste β1 = 0 que l’on obtient par la

coordonnée sur E11 (je vous laisse y réfléchir).

Remarque : En utilisant les matrices ci-dessus, les Ei j avec i ̸= j et les Mi , qui sont nilpotentes d’indice 2, le lecteur

pourra essayer de montrer par lui-même que toute matrice de trace nulle s’écrit comme combinaison linéaire de

ces matrices, d’où la preuve par la 1re méthode. Par exemple, pour n = 3 :


a b c

d e f

g h −a −e

= f E23 +hE32 −eM2 + (a +e)M3 + (e +d)E21 + (−e +b)E12 + (a +e + c)E13 + (−a −e + g )E31

Ex 6

1 ) Soit E unK-ev et f ∈ L (E) . Montrez A f =
{

g ∈ L (E) / f ◦ g = 0
}

est unK-espace vectoriel.

2 ) Précisez sa dimension.

1 ) On démontre A f sev de L (E) . On suppose E de dimension n

Méthode 1 (plus simple) :

• A f ∋ 0, l’application nulle, car immédiatement f ◦0 = 0.

• Soientα,β 2 scalaires deK, et g , g ′ ∈ A f . Il faut montrer αg +βg ′ ∈ A f , cad il faut montrer f ◦(αg +βg ′) = 0.

4



Une propriété de la loi ◦ due au fait que f est linéaire permet d’écrire :

f ◦ (αg +βg ′) =α( f ◦ g )+β( f ◦ g ′) =α0+β0 = 0

Méthode 2 (un peu plus élégante) : On considère l’applicationϕ : g ∈ L (E) −→ g ◦ f . Cette application est linéaire

(due à la linéarité de f ,c’est très similaire à plus haut, je ne le démontre pas ici), et on remarque A f = Kerϕ. C’est

donc un sev de L (E) .

Remarque : Attention! f ◦(g +h) = f ◦g + f ◦h ne « marche que » parce que f est linéaire (par exemple : sin(ln x+x)

n’est pas égal à sinln x + sin x !. Par contre, l’autre sens (g +h)◦ f = g ◦ f +h ◦ f « marche » tout le temps! Eh oui,

c’est compliqué les maths. Rien de nouveau, vous avez vu cela en Sup, je ne fais que vous le rappeler.

2 ) La méthode 2 nous donne sa dimension par le théorème du rang : dim A f = dim L (E) − rgϕ= n2 − rgϕ sans

la donner : c’est théorique! Il faut calculer ce rang ce qui n’est pas simple. . . On va prendre une aute méthode.

On se rappelle une propriété élémentaire du cours, à bien retenir car utile, f ◦ g = 0 ⇐⇒ Im g ⊂ Ker f . Ceci va

nous permettre de calculer la dimension : l’idée est de « construire » un isomorphisme de l’ensemble de toutes les

applications g linéaires telles que leur image soit contenue dans le noyau de f (cet ensemble est A f !) vers un autre

ev dont la dimension est, elle, connue. Essayez de comprendre ce qui suit, ce n’est pas si dur en fait.

Le noyau de f est fixé, c’est un ev que l’on va noter F = Ker f pour simplifier. Soit g une application de L (E) telle

que son image soit contenue dans F . Alors on lui associe g ′ linéaire de E dans F qui est telle que g ′(x) = g (x) (on

le peut uniquement par ce que son image est dans F , je vous laisse y réfléchir). On note ψ : g ∈ A f −→ g ′. Elle est

évidemment linéaire (c’est « quasiment » l’identité) et elle est de l’ev A f ⊂ L (E) = L
(

E ,E
)

dans l’ev L
(

E ,F
)

.

Montrons queψ est bijective : il y a bien une dizaine de méthodes que nous réviserons en cours. Ici, le plus simple

est sans doute d’expliciter la réciproque qui est simple, si vous avez bien suivi. C’est l’application qui à h linéaire

de E dans F associe l’application linéaire de E dans E « égale » à h ! Ce n’est pas, mathématiquement strictement

égal à h, car l’ensemble d’arrivée est E , mais à part cela ,c’est « la même ». Comme ψ est un isomorphisme on

conclut par l’égalité de dimensions : dim A f = dim L
(

E ,F
) = dimE ×dimF = n ×dim Ker f .

Mines-Ponts PSI 2022 (sev de matrices) H�
*Ex 7 Soient n ∈N∗, A,B ∈ Mn(R) . Montrez

{
M ∈ Mn(R) , AMB = 0

}
est un sev de Mn(R) . Dimension?

Notons F cet ensemble immédiatement sev comme noyau de l’application linéaire M −→ AMB . Si r = rgB , on

sait B = P Jr Q−1 avec P,Q inversibles et Jr = Diag(1, . . . ,1,0, . . . ,0). Ensuite :

AMB = 0 ⇐⇒ AMP Jr Q−1 = 0 ⇐⇒ AP︸︷︷︸
A′

P−1MP︸ ︷︷ ︸
M ′

Jr = 0 ⇐⇒ A′M ′ Jr = 0

Jr =

Ir 0

0 0

 M ′ =

X Y

Z T

 M ′ Jr =

X 0

Z 0

 puis A′M ′ Jr = 0 ⇐⇒ A′

X

Z

= 0 et Y ,T quelconques

On pose r ′ = rg A′ = rg A car P inversible. Considérons ϕ : (X Z )T ∈ Mn,r (R) −→ A′ (X Z )T ∈ Mn,r (R) . ϕ est

linéaire et si on note les colonnes C1, . . . ,Cr , elle est isomorphe à ψ : (C1, . . . ,Cr ) ∈ (Mn,1(R) )r −→ (A′C1, . . . , A′Cr ) ∈
(Mn,1(R) )r . Comme Ci ∈ Mn,1(R) −→ A′Ci est de rang r ′, ψ est de rang r r ′ puis, par le théorème du rang, son

noyau est de dimension nr − r r ′. De même pour Kerϕ. Comme Y ∈ Mn−r,r (R) et T ∈ Mn−r,n−r (R) , il suit
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dimF = nr − r r ′+ r (n − r )+ (n − r )2 = n2 − r r ′ = n2 − rg A rgB

Ex 8 Soit E un K-ev de dim. finie n et V un sous-ev de E de dimension p. On pose LV = {
u ∈ L (E) / V ⊃

Imu
}
.

1 ) Montrez que LV est un ev de dim. finie

2 ) HDonnez sa dimension.

L = {u ∈ L (E)/V ⊃ Imu} est un sev de L (E) puisque, clairement l’application nulle O appartient à L ( ImO =
{0} ⊂ V ) et si α,β ∈ K et u, v ∈ L, alors αu +βv ∈ L : Soit x ∈ Im(αu +βv), donc x = αu(y)+βv(y), avec y ∈ E .

Par hypothèse, u(y) ∈ Imu ⊂ V et v(y) ∈ Im v ⊂ V , et V étant stable par + et ., il vient x ∈ V . On a démontré

Im(αu +βv) ⊂V .

L’ensemble des endomorphismes de V est « exactement » (en fait, à un isomorphisme canonique près : voir re-

marque) l’ensemble des morphismes de E dans V ( Imu ⊂V ) et donc est de dimension L (E ,V ) = dimE×dimV =
np.

Remarque : Comme mathématiquement, une aplication de E dans E à valeurs dans V n’est pas « exactement »

une application de E dans V , on prend l’isomorphisme suivant (immédiat a démontrer), qui conserve donc les

dimensions ψ : L −→ L (E ,V ) qui à f : E → E associe f̃ : E →V défini par f̃ (x) = f (x) !

Ex 9

1 ) Montrez que F = {
P ∈Rn[X ] / P (1) = 0

}
est un R-ev.

2 ) Etablir les familles suivantes sont des bases de F :
(
X i (X −1)

)
0≤i≤n−1,

(
(X −1)i

)
1≤i≤n

3 ) Montrez il existe p,m entiers tels que
(
(X −1)i (X −2)n−i

)
p≤i≤m soit une base de F .

4 ) Montrez directement que
(
X i (X −1)

)
0≤i≤n−1 est génératrice de F .

1 ) Il fallait voir un noyau d’une forme linéaire. . . Considérons l’application linéaire ϕ : P ∈ Rn[X ] −→ P (1) (je ne

démontre pas la linéarité immédiate (αP +βQ)(1) =αP (1)+βQ(1)). C’est une forme linéaire car à valeurs dans R

et non nulle car il existe évidemment des polynômes tels que P (1) ̸= 0 ! F = Kerϕ donc c’est un hyperplan soit un

R-ev de dimension dimRn[X ]−1 = (n +1)−1 = n.

2 ) Comme on connaît la dimension de F , la méthode la plus simple pour démontrer base est de démontrer libre

et de cardinal égal à la dimension. Ne pas oublier de démontrer que les vecteurs sont bien dans le sous-ev en

question! On pose Pi = X i (X −1), pour 0 ≤ i ≤ n −1 et E = (
Pi

)
0≤i≤n−1 pour rédiger efficacement.
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• Pi ∈ F car clairement Pi (1) = 0.

• E est libre puisque constituée de polynômes de degrés distincts. En effet degPi = i +1.

• Card E = Card
�

0; n −1
� = n = dimF

E est donc une base de F . Méthode similaire pour l’autre famille.

3 ) Cette question est un peu différente : les polynômes Qi = (X − 1)i (X − 2)n−i sont tous de même degré n.

Attention ! Ils peuvent former une famille libre quand même! Par contre, c’est un peu plus dur à démontrer. On

peut aussi, si on maîtrise bien cette notion, démontrer que la famille est génératrice de F à la place de la liberté.

Ce qui rajoute (un peu) de difficulté, c’est qu’il y a des paramètres à trouver en plus.

On peut commencer par remarquer que Qi ∈ F ssi Qi (1) = 0 qui se traduit par i ≥ 1. Par conséquent, p ≥ 1 est une

condition nécessaire. On peut en profiter pour remarquer aussi que n − i ≥ 0 est nécessaire pour que ce soit un

polynôme, soit m ≤ n. Montrons la liberté en consdérant une combinaison linéaire nulle :

αp (X −1)p (X −2)n−p +αp+1(X −1)p+1(X −2)n−p−1 +·· ·+αm(X −1)m(X −2)n−m = 0

Il faut maintenant une idée (ou plusieurs) pour prouver que les coefficients sont nuls. On divise par (X −1)p : on

arrive à

αp (X −2)n−p +αp+1(X −1)1(X −2)n−p−1 +·· ·+αm(X −1)m−p (X −2)n−m = 0

En prenant la valeur en 1, on arrive à αp (−1)n−p = 0 soit αp = 0 qu’on réinjecte. On divise alors par (X −1)p+1 et

on arrive alors à :

αp+1(X −2)n−p−1 +·· ·+αm(X −1)m−p−1(X −2)n−m = 0

La valeur en 1 donne à nouveau αp+1 = 0. Il n’y a plus qu’à répéter cette idée : on arrivera alors à la dernière étape

à αm(X −1)m(X −2)n−m = 0 qui amènera αm = 0.

On a donc maintenant pour p ≥ 1 et m ≤ n :

• Qi ∈ F

• Le famille (Qp , . . . ,Qm) est libre

Par conséquent, c’est une base ssi elle est de cardinal n ce qui nécessite p = 1 et m = n.

4 ) Puisqu’on a déjà montré que la famille est une base, on a donc démontré qu’elle est bien génératrice de F mais

c’est indirect !. Montrer directement signifie de montrer qu’elle engendre, que son vect est bien F ou autrement

dit que tout polynôme de F s’écrit (directement) comme combinaison linéaire des Pi . Il faut réfléchir un peu.

Montrer qu’une famille engendre (directement) un sev est une question assez délicate en général.

L’idée est celle-ci : si P ∈ F , degP ≤ n et P (1) = 0 donc, cours sur les polynômes, on peut écrire X −1 / P (X ) ou
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encore P (X ) = (X −1)Q(X ) avec degQ ≤ n −1. Ensuite :

P = (X −1)Q(X ) =
(

X −1
) (

a0 +a1X +·· ·+an−1X n−1
)

= a0

(
X −1

)
+a1X

(
X −1

)
+·· ·+an−1X n−1

(
X −1

)
= a0P0 +a1P1 +·· ·+an−1Pn−1

Ex 10 On se place dans le R-ev des fonctions numériques réelles. Etablir que la famille (x → cosh x, x →
ex , x → sinh x) est liée.

On se place dans E = F
(
R , R

)
. La famille (x → cosh x, x → ex , x → sinh x) est liée car :

∀x ∈R, ex = 1 cosh x +1 sinh x

CCP PSI 2011 (base de l’ev des matrices diagonales)
*Ex 12 Soit D ∈ Mn(K) une matrice diagonale dont les coefficients diagonaux sont distincts. Montrez que

(In ,D,D2, . . . ,Dn−1) est une base de l’ensemble des matrices diagonales de Mn(K) .

On peut déjà constater 2 choses : ce sont bien des matrices diagonales et le cardinal de la famille est égal à n,

la dimension de l’ev des matrices diagonales. Il ne reste plus qu’à démontrer en 3e point la liberté de la famille.

Posons D = Diag(a1, . . . , an) avec les ai distincts par hypothèse. Soit une combinaison linéaire nulle de coefficients

λi ∈K : λ0In +λ1D +·· ·+λn−1Dn−1 = 0

Ecrivons-le pour n = 3, pour voir plus clair :

λ0I3 +λ1D +λ2D2 =λ0


1 0 0

0 1 0

0 0 1

+λ1


a0 0 0

0 a1 0

0 0 a2

+λ2


a2

0 0 0

0 a2
1 0

0 0 a2
2



=


λ0 +λ1a0 +λ2a2

0 0 0

0 λ0 +λ1a1 +λ2a2
1 0

0 0 λ2 +λ1a2 +λ2a2
2

=


0 0 0

0 0 0

0 0 0



On « arrive » donc au système 3×3 d’inconnues les λi (ne vous trompez pas)


λ0 +λ1a0 +λ2a2

0 = 0

λ0 +λ1a1 +λ2a2
1 = 0

λ0 +λ1a2 +λ2a2
2 = 0

Quand un système est un peu compliqué, ou théorique, une bonne idée est d’écrire la matrice associée.

Ici c’est


1 a0 a2

0

1 a1 a2
1

1 a2 a2
2

. On doit reconnaître une matrice de Van der Monde!
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Vous l’avez sûrement vue en Sup. Maintenant, on le reverra en cours de Spé, mais si vous la retenez maintenant

c’est toujours çà de « gagné » ! Une matrice de Van der Monde est une matrice du type



1 1 1 . . . 1

a1 a2 a3 . . . an

a2
1 a2

2 a2
3 . . . a2

n

...
...

...

an−1
1 an−1

2 an−1
3 . . . an−1

n


∈ Mn(K)

Les coefficients s’écrivent ai−1
j pour 1 ≤ i , j ≤ n. Le résultat principal du cours de PSI à retenir eqt qu’elle est

inversible ssi les ai sont tous distincts. Vous vous rappelez l’hypothèse de l’exo ? Terminons la résolution. Le sys-

tème s’écrit matriciellement M X = 0 et je rappelle, si la matrice est inversible, la seule solution est X = (0, . . . ,0) ∈
Mn,1(K) . Nous obtenons donc ici les λi = 0 ce qu’il fallait démontrer.

Remarque : Si les coefficients ne sont pas distincts, la famille n’est pas libre : Je vous laisse le vérifier avec cet

exemple (essayez de trouver un lien!)

I =


1 0 0

0 1 0

0 0 1

 D =


2 0 0

0 2 0

0 0 1

 D2 =


4 0 0

0 4 0

0 0 1



Ex 13 Soient a1, . . . , an ,b1, . . . ,bn des réels. Montrez que la famille de vecteurs (U1, . . . ,Un) de Rn définie par

Ui = (1+a1bi ,1+a2bi , . . . ,1+anbi ) est liée Indication : montrez qu’elle est contenue dans un plan.

Mathématiquement, une famille (xi ) est contenue dans un plan ssi, pour tout i , xi ∈ Vect(u, v), avec à priori, (u, v)

libre (sinon Le vect est une droite, mais bon, si c’est inclus dans une droite, c’est inclus dans n’importe quel plan

qui contient la droite. . .). Ajoutons que xi ∈ Vect(u, v) est exactement la même chose que xi =αi u+βi v . Dans cet

exercice, il faut donc bien « regarder » le vecteur Xi = (1+a1bi ,1+a2bi , . . . ,1+anbi ) et remarquer :

Xi =



1+a1bi

1+a2bi

...

1+an−1bi

1+anbi


=



1

1
...

1

1


︸ ︷︷ ︸

U

+ bi



a1

a2

...

an−1

an


︸ ︷︷ ︸

V

= 1 U +bi V et c’est tout. . .

Remarque : Si vous avez tout compris, essayez de procéder de manière identique avec Xi =
(

sin(ai +b j )
)

1≤ j≤n
9



pour 1 ≤ i ≤ n (c’est similaire mais un peu plus dur)

Mines-Ponts PSI 2018-2017-2016-2009 (base de polynômes)H
*Ex 14 Soient a0, . . . , an des scalaires 2 à 2distincts et P ∈R[X ] un polynôme de degré n.

Montrez que la famille (P (X +ak ))0≤k≤n est une base de Rn[X ].

On part d’une combinaison linéaire nulle
∑n

i=0 λi P (X +ai ) = 0 avec λi réels

En dérivant j fois en 0 pour 0 ≤ j ≤ n, on obtient
∑n

i=0 λi P ( j )(ai ) = 0. Ce système à n + 1 inconnues (les λi ) et

n+1 lignes a pour matrice associée A = (
P ( j )(ai )

)
0≤i , j≤n . Chaque colonne est le vecteur

(
P ( j )(ai )

)
0≤i≤n . Or si on se

rappelle que les Q(ai ) sont les coordonnées d’un polynôme Q ∈ Rn[X ] dans la base (L0, . . . ,Ln) des polynômes de

Lagrange associée aux réels distincts a0, . . . , an , A est donc la matrice de passage de la base de Lagrange à la base

(P,P ′,P ′′, . . . ,P (n)) de Rn[X ]. C’est bien une base car les polynômes sont de degrés échelonnés (et non nuls car P

de degré n) et en nombre n +1. A est donc inversible et la solution du systeme ne peut être alors que la solution

partout nulle.

Mines-Ponts PSI 2014 (coefficients d’une matrice comme intégrale) �H
*Ex 15 Soient E = C 0

( [
0,1

]
, R

)
et ( f1, . . . , fn) une famille libre de E .

Montrez que pour toute matrice M ∈ Mn(R) = [
mi j

]
1≤i , j≤n , il existe une famille (gi )1≤i≤n de E telle que pour tous

1 ≤ i , j ≤ n, mi j =
∫ 1

0
fi (t )g j (t )dt . Etudiez la réciproque.

Posons ϕi la forme linéaire sur E définie par ϕi (g ) = ∫ 1
0 fi (t )g (t )dt . Nous allons montrer que l’application ψ : g ∈

E −→ (
ϕ1(g ), . . . ,ϕn(g )

) ∈Rn est surjective. Le résultat suivra (je vous laisse y réfléchir).

On pose F = Vect( f1, . . . , fn) qui est un sev de E de dimension n. Il suffit de démontrer que ψ « restreint » à F est

surjective. On la notera ψ aussi. Par linéarité et même dimension n, il faut et il suffit de démontrer ψ : g ∈ F −→(
ϕ1(g ), . . . ,ϕn(g )

) ∈Rn est injective.

On suppose ϕ1(g ) = ·· · =ϕn(g ) = 0. g ∈ F donc s’écrit g = ∑n
i=1 αi fi . On écrit alors :

0 =
n∑

i=1
αiϕi (g ) =

n∑
i=1

αi

∫ 1

0
fi (t )g (t )dt =

∫ 1

0

( n∑
i=1

αi fi (t )
)
g (t )dt =

∫ 1

0

( n∑
i=1

αi fi (t )
)2

dt

Par continuité et positivité du carré réel, la nullité de l’intégrale amène α1 f1(t )+·· ·+αn fn(t ) = 0 (pour tout t ) qui,

par liberté des ( fi ), amène tous les αi nuls, soit g (t ) = 0. Réciproque immédiate soit Kerψ= {
0
}
.

La réciproque est vraie. Je ne le démontre pas ici, vous pouvez essayer en reprenant le fil. Lisez la remarque.

Remarque :

On montre que l’application x ∈ E −→ (
ϕ1(x), . . . ,ϕn(x)

)
, avec les ϕi formes linéaires quelconques sur E , est sur-

jective ssi la famille des ϕi est libre. Ici, on peut démontrer que la famille des ϕi dans L
(

E ,R
)

définis plus haut

est libre ssi la famille des fi dans E est libre, ce n’est pas très difficile.
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Ex 18

Calculez noyau et image de f ∈ L (R2[X ]) donné dans la base canonique par M =


−1 −1 2

0 1 −1

1 2 −3


Quand on demande le noyau et l’image d’une matrice 3×3, une bonne idée peut être de calculer son déterminant,

d’où d’ailleurs l’importance de savoir calculer un det 3×3 en quelques secondes par Sarrus. On alors immédiate-

ment son rang . (ce qui n’est pas vrai si la taille ≥ 4), ce qui aide toujours. En effet :

• Si det M ̸= 0, M est inversible (rg M = 3), et donc Ker M = {
0
}

et Im M =R3.

• Si det M = 0, rg M < 3, donc vaut 0,1,2. 0 est exclus (en général) car c’est la matrice nulle ! et rang 1 se voit.

Donc , on sait si c’est rang 1 ou rang 2.

Ici, on a, par Sarrus, det M = 3+1+0−2−0−2 = 0. Comme on voit que ce n’est pas le rang 1 (C1 n’est pas colinéaire

à C2), rg M = 2. Donc l’image est un plan et le noyau est une droite (théorème du rang).

Pour le noyau d’une matrice, le « management » est toujours le même : on cherche à partir du système, à écrire

toutes les variables (ici 3 : x, y, z) en fonction d’1 variable, puisque c’est une droite. Si vous avez bien assimilé la

méthode du pivot, vous pouvez l’utiliser, mais c’est souvent plus long :

X =


x

y

z

 ∈ M3,1(R) ∈ Ker M ⇐⇒ M X =


0

0

0

 ⇐⇒


−x − y +2z = 0

y − z = 0

x +2y −3z = 0

⇐⇒


x = z

y = z

z = z

On reconnait la droite dirigée (engendrée) par (1,1,1). Ker M = Vect(1,1,1).

Attention ! , ce n’est pas, stricto-sensu, Ker f : Ker f = Vect(1e1 +1e2 +1e3) où (e1,e2,e3) est la base donnée dans

l’énoncé. Or ici, il nous parle de la base canonique de R2[X ]. On a donc e1 = 1 e2 = X e3 = X 2 et finalement

Ker f = Vect(1+X +X 2)

Le cours nous donne Im M = Vect(C1,C2,C3), ce qui d’ailleurs signifie aussi que (C1,C2,C3) est génératrice de

Im M . Cette famille ne peut pas être une base (il y en « un de trop »), une colonne est liée aux autres. Où vous

trouvez la combinaison (ce n’est pas très difficile ici) où vous utilisez une astuce : le noyau : une combinaison est

(1,1,1). On a bien C1 +C2 +C3 = 0 ! Par conséquent Im M = Vect(C1,C2,C3) = Vect(C1,C2). La famille (C1,C2) est

donc génératrice de l’image et est de cardinal 2. C’est donc une base de Im M . Terminé.

On « revient » au morphisme f pour donner Im f qui en fait est la question posée : C1 = (−1,0,1) et C2 = (−1,1,2).

on utilise la base (1, X , X 2), soit une base de Im f est (−1+X 2,−1+X +2X 2)
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Ex 20 Soit A ̸= 0 ∈ Mn(R) et ϕ tq ϕ(M) = M − tr(M)A.

1 ) Montrez ϕ est automorphisme ssi tr A ̸= 1.

2 ) Calculez ϕ2(M).

1 ) Je vous démontre que c’est un morphisme (d’ev), ou une application linéaire :

∀α,β ∈R, ∀M , N ∈ Mn(R) et en appliquant la linéarité de la trace (cours) :

ϕ(αM +βN ) = (αM +βN )− tr(αM +βN )A =αM +βN − (α tr M +β tr N )A

=α(M − tr M A)+β(N − tr N A) =αϕ(M)+βϕ(N )

Il y a beaucoup de méthodes pour démontrer automorphisme (cad bijectif , une fois montré endomorphisme).

Comme ici, on a un endomorphisme de dimension finie, le plus simple et le « plus usuel » est de démontrer

Kerϕ = {0}, ce qui équivaut à montrer ϕ injective et équivaut d’ailleurs aussi à démontrer Kerϕ ⊂ {0} (puisque

{0} ⊂ Kerϕ est évident). On démontre donc les 2 sens de tr A ̸= 1 ⇐⇒ Kerϕ⊂ {0}.

=⇒ Hypothèse tr A ̸= 1. Montrons Kerϕ ⊂ {
0
}
. Soit M ∈ Kerϕ, donc ϕ(M) = M − tr(M)A = 0. On passe à la

trace :

tr
(
M − tr(M)A

)= tr(M)− tr(M) tr(A) = tr(M)(1− tr(A)) = tr(0) = 0

De l’hypothèse, il vient tr(M) = 0 que l’on réinjecte dans M − tr(M)A = 0 et qui nous donne M = 0.

⇐= On démontre l’autre sens par la contraposée. On part donc de tr A = 1 et on doit montrer Kerϕ ̸= {0}. L’idée

est de considérer M = A ̸= 0 ∈ Kerϕ. On écrit :

ϕ(A) = A− tr(A)A = A− A = 0

Je vous rappelle les propriétés sur la trace :

Remarques

• La trace est la sommme des coefficients diagonaux d’une matrice tr(M) =
n∑

i=1
Mi i

• la trace est linéaire : tr(αM +βN ) =α tr(M)+β tr(N ).

• tr(AB) = tr(B A). Propriété importante (qu’il faudrait savoir redémontrer : allez voir votre cours de Sup)

d’autant plus que, en général, on a AB ̸= B A. Je vous rappelle qu’on a aussi det(AB) = det(B A).

On peut en déduire, par exemple tr(ABC ) = tr(BC A) = tr(C AB). mais attention! pas = tr(B AC )

(je vous laisse y réfléchir).

• (5/2) La trace est la somme des n valeurs propres (à condition qu’il y en ait n, autrement dit, il vaut mieux
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« raisonner » dans C.

2 ) On calcule ϕ2(M) qui, Attention!, n’est pas le carré de ϕ(M) :

ϕ2(M) =ϕ(
ϕ(M)

)=ϕ(
M︸︷︷︸

vecteur

− tr(M)︸ ︷︷ ︸
scalaire

A︸︷︷︸
vecteur

)=ϕ(M)− tr(M) ϕ(A)

= (
M − tr(M)A

) − tr(M)
(

A− tr(A)A
)= M − tr(M)(2− tr(A)) A

Ex 16bis Soit D matrice diagonale à coef diagonaux distincts et ϕ : M ∈ Mn(C) −→ MD −DM . Donnez

Kerϕ et Imϕ.

M ∈ Mn(C) ∈ Kerϕ ⇐⇒ ϕ(M) = MD −DM = 0 ⇐⇒ MD = DM . (Le noyau de ϕ est donc l’ensemble des matrices

qui commutent avec D , qu’on appelle le commutant de D et qui est un ev, puisque c’est un noyau . . .). Cet exo

ressemble un peu au précédent, sauf que c’est une matrice n ×n. c’est donc plus difficile à « gérer ».

On écrit M = (Mi j ) et D = (di j ) avec di i distincts entre eux et ∀ i ̸= j ,di j = 0 et on applique la formule-produit :

pour tous 1 ≤ i , j ≤ n

[MD −DM ]i j =
n∑

k=1
mi k dk j −

n∑
k=1

di k mk j

∗︷︸︸︷= mi j d j j −di i mi j = mi j (d j j −di i )

* on a appliqué, pour la première somme, dk j = 0 sauf (peut-être) pour k = j et pour la deuxième, di k = 0, sauf

pour k = i . De l’hypothèse, fondamentale donc, les coefficients di i sont tous distincts, il vient, que si MD−DM = 0,

alors pour i ̸= j , di i −d j j ̸= 0, donc mi j = 0, cad on vient de démontrer que M est diagonale. La réciproque étant

immédiate, on a Kerϕ = Dn(C). Les élèves ambitieux peuvent retenir ce résultat : les matrices commutant avec

les matrices diagonales à coefficients diagonaux tous distincts sont toutes les matrices diagonales. Rappelons

aussi ce résultat : les matrices commutant avec toutes les matrices, sont seulement les matrices scalaires, cad les

matrices d’homothétie, cad les αIn .

Ex 22 Soient f , g ∈ L (E) . On rappelle f k = f ◦ · · · ◦ f .

1 ) Montrez Ker(g ◦ f ) ⊃ Ker f . Trouvez une égalité similaire avec Im(g ◦ f ). La démontrer.

2 ) Montrez f ( Im f k ) = Im f k+1, f −1( Ker f k ) = Ker f k+1, f ( Ker f k ) ⊂ Ker f k−1.

On se rappelle Im f = f (E) et Ker f = f −1(0), mais ceci sur le noyau ne sert pas trop. Par contre bien retenir :

x ∈ Ker f ⇐⇒ f (x) = 0 x ∈ Im f = f (E) ⇐⇒ ∃ y ∈ E , x = f (y)
13



En fait plus généralement (regardez bien et comparez, car cela sert !) x ∈ f (H) ⇐⇒ ∃h ∈ H , x = f (h). Il y a aussi

celui-là, qui sert un peu moins, surtout pour les élèves « ambitieux » (mais qui est bien au programme) :

x ∈ f −1(K ) ⇐⇒ f (x) ∈ K il « marche à l’envers »

Je rappelle aussi les propriétés de puissance f p+q = ( f p )q = ( f q )p avec p et q entiers deN. On peut prendre p et q

entiers négatifs si f est inversible (ou bijective ou isomorphisme ou . . .).

1 ) Je rappelle que la méthode générale pour démontrer une inclusion A ⊂ B est de partir de x ∈ A et de « se

débrouiller » pour démontrer x ∈ B .

Soit x ∈ Ker f , donc f (x) = 0 puis g ( f (x)) = g (0) = 0 car g linéaire, ce qui s’écrit (g ◦ f )(x) = 0, soit x ∈ Ker(g ◦ f ).

On a donc bien démontré Ker f ⊂ Ker(g ◦ f ).

Les propriétés de l’image sont en général « à l’envers » de celles du noyau. . . Ici on va démontrer Im(g ◦ f ) ⊂ Im g

(regardez bien cette inclusion et comparez-la avec l’inclusion du noyau vue plus haut) :

Soit x ∈ Im(g ◦ f ) donc on a x = (g ◦ f )(y) avec y ∈ E . Il suit que x = g
(

f (y)
)
. Si vous voulez, x = g (z) avec z = f (y) ;

si vous avez bien compris l’image, on en déduit x ∈ Im g .

Remarque : Ces deux propriétés peuvent être considérées comme du cours, notamment par les élèves « ambi-

tieux ».

2 ) Méthode 1 (plus élégante mais plus théorique) :

Im f k+1 = f k+1(E) = f
(

f k (E)
)= f ( Im f k ) Ker f k+1 = (

f k+1)−1({0}) = f −1(( f k )−1({0}
)= f −1( Ker f k )

Méthode 2 (par les doubles inclusions, plus simple)

f ( Im f k ) ⊂ Im f k+1

Soit x ∈ f ( Im f k ) donc x = f (y) avec y ∈ Im f k , cad y = f k (z) et finalement x = f ( f k (z)) = f k+1(z) ∈ Im f k+1

Im f k+1 ⊂ f ( Im f k )

Soit x ∈ Im f k+1 donc x = f k+1(y) = f ( f k (y)) = f (z) avec z = f k (y) ∈ Im f k , donc x ∈ f ( Im f k )

f −1( Ker f k ) ⊂ Ker f k+1

Soit x ∈ f −1( Ker f k ) donc f (x) ∈ Ker f k , soit f k ( f (x) = 0 puis f k+1(x) = 0 qui amène x ∈ Ker f k+1

Ker f k+1 ⊂ f −1( Ker f k )

Soit x ∈ Ker f k+1 donc f k+1(x) = 0 = f k ( f (x)) donc f (x) ∈ Ker f k qui s’écrit x ∈ f −1( Ker f k )

f ( Ker f k ) ⊂ Ker f k−1

Soit x ∈ f ( Ker f k ) donc x = f (y) avec y ∈ Ker f k qui s’écrit f k (y) = 0 donc f k−1( f (y)) = f k−1(x) = 0 qui s’écrit

x ∈ Ker f k−1

Ex 23 Montrez ϕ endomorphisme de C 0
(

[0,1] , R
)

puis calculez noyau et image de ϕ( f )(x) =
∫ x

0
f
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C’est une application d’applications, il faut être prudent. Attention ! aussi, c’est un C-ev. Même la linéarité est

plus difficile à gérer. ϕ s’applique 2 fois : ϕ est une application d’applications, ϕ( f ) est une application et ϕ( f )(x)

est un réel. Attention ! : écrire ϕ( f (x)) est une « erreur » puisque vous appliquez ϕ au réel f (x).

ϕ est linéaire car pour tous α,β ∈C, f et g continues sur [0,1], et pour tout x réel :

ϕ(α f +βg )(x) =
∫ x

0
α f +βg =α

∫ x

0
f +

∫ x

0
g =αϕ( f )(x)+βϕ(g )(x) = [

αϕ( f )+βϕ(g )
]
(x)

Attention ! aussi à ne pas faire de confusions en utilisant αx +βy , qui « correspondrait » à ϕ( f ) linéaire.

Pour montrer ϕ endomorphisme il faut bien vérifier que ϕ( f ) ∈ E , pour f ∈ E , cad que si f est continue sur [0,1],

alors il faut vérifier x → ∫ x
0 f est aussi continue sur [0,1]. Je rappelle le théorème fondamental de l’analyse : si f

est continue sur un intervalle I , alors la fonction x → ∫ x
a est la primitive sur I de f qui s’annule en a, elle est même

de classe C 1. Sa dérivée sur I vaut f (x). Il vient ici que x → ∫ x
0 est dérivable sur I = [0,1], donc continue, ce que

l’on voulait.

Cherchons le noyau de ϕ :

f ∈ Kerϕ ⇐⇒ ϕ( f ) = 0 ⇐⇒ ∀x ∈ [0,1],ϕ( f )(x) =
∫ x

0
f = 0

En utilisant le théorème plus haut, il vient par dérivation de cette dernière égalité que pour tout x de [0,1], f (x) = 0.

Réciproquement, la fonction nulle est bien élément du noyau. On a donc démontré Kerϕ= {
0
}
.

Pour trouver l’image deϕ, on ne peut pas s’aider ici du théorème du rang car la dimension est infinie. Il faut essayer

de « reconnaitre » cet ev et donc on analyse les « images » ϕ( f ). On a déjà vu que ϕ( f )(x) = ∫ x
0 f est la primitive de

f sur [0,1] qui s’annule en 0 et est de classe C 1. Or on sait que les fonctions réelles C 1 sur [0,1] est un ev (comme

les fonctions continues, on peut considérer que c’est du cours), de même que l’ensemble des fonctions s’annulant

en 0 (noyau d’une forme linéaire). Par suite, leur intersection est un ev, notons le G . Si vous avez bien suivi, on a

montré Imϕ⊂G . . .

Après il faut « deviner » que cette inclusion est bien une égalité. Comme on ne peut s’aider des dimensions, il faut

démontrer l’inclusion contraire. Il faut d’abord bien comprendre ce qu’il faut démontrer, c’est cela qui est difficile :

si une fonction (notons la g ) est C 1 et s’annule en 0, alors elle s’écrit sous la forme g (x) = ∫ x
0 f , avec f continue (à

trouver ou, au moins, prouver que ce f existe). C’est de l’Analyse : f = g ′ convient, car continue et :

ϕ(g ′)(x) =
∫ x

0
g ′ = g (x)− g (0) = g (x)

Centrale PC 2013 (noyau image endomorphismes de fonctions) H
*Ex 25 Soient E =C ∞(R,R) etΦ : E → E qui à f associe x 7→ f ′(x)−x f (x).

1 ) Montrer queΦ est linéaire. Déterminer KerΦ et ImΦ.

2 ) Déterminer le noyau deΦ2, deΦ3 puis deΦn pour n ∈N∗.

3 ) Soit g ∈ E . Déterminer les f ∈ E telles queΦ( f ) = g .

4 ) On note ϕ la restriction deΦ aux fonctions polynomiales. Déterminer Kerϕ et Imϕ.
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1 ) La linéarité est immédiate et résulte de la linéarité de la dérivation. f ∈ E ∈ KerΦ ssi ϕ( f ) = f ′(x)− x f (x) = 0.

Cette équation différentielle s’intègre immédiatement sur R en f (x) = Cex2/2. Cette fonction est bien C∞ sur R,

soit KerΦ= Vect(x → ex2/2). C’est une droite.

Pour déterminer l’image, on cherche à savoir quelles fonctions gC∞ peuvent s’écrire sous la forme g (x) =Φ( f )(x) =
f ′(x)−x f (x). On est encore ramené à une équation différentielle y ′−x y = g (x) qui s’intégre en

• Equation homogène : vu plus haut y =Cex2/2.

• Solution particulière : La méthode de la variation de la constante amène C ′(x)ex2/2 +C (x)×0 = g (x) soit

C (x) = ∫ x
0 e−t 2/2g (t )dt .

Finalement, la solution générale est f (x) =Cex2/2+ex2/2
∫ x

0 e−t 2/2g (t )dt . Toutes ces solutions sont C∞, soit∈ E , par

le théorème fondamental de l’analyse et l’exponentielle, elles conviennent donc. Tout g ∈ E possède une infinité

d’antécédents par ϕ (un suffit. . .), par conséquent ImΦ= E

Remarque : Pour une équation f (x) = y (E), d’inconnue x avec f linéaire. Si y ∈ Im f , soit y = f (x0), on a que

l’ensemble des solutions de (E) est le translaté du sev Ker f par x0. Soit Sol (E) = x0+Ker f . C’est facile à démontrer,

je vous laisse le comprendre et vérifier que c’est bien le cas aussi dans notre exo. Pour le dire autrement (et moins

bien), le « cardinal » de l’ensemble des antécédents (de y) par une application linéaire (s’il y en a, cad si y ∈ Im f )

est toujours le « cardinal » du noyau.

2 ) On remarque que f ∈ KerΦ2 ssi ϕ(ϕ( f )) = 0 ssi ϕ( f ) ∈ Kerϕ, ce qui s’écrit f ′(x)− x f (x) = Cex2/2. Encore

une équation différentielle à résoudre. Résolution identique à plus haut : la solution générale est f (x) = Dex2/2 +
ex2/2

∫ x
0 e−t 2/2Ce t 2/2 dt = De

2/2 +C xex2/2. Kerϕ2 = Vect(x→ex2/2, x→xex2/2). C’est un plan.

f ∈ Kerϕ3 ssi f ∈ KerΦ2 ssi f ′(x)−x f (x) = (D +C x)ecx2/2. On arrive à f (x) = (Ax2 +C x +D)ex2/2.

Une récurrence immédiate, que je ne traite pas ici, amène Kerϕn = Vect
(
x→xk ex2/2

)
0≤k≤n−1

3 ) On l’a déterminé au 1), c’est le translaté du sev KerΦ par ex2/2
∫ x

0 e−t 2/2g (t )dt , cad les ex2/2
∫ x

0 e−t 2/2g (t )dt +
Cex2/2

4 ) On restreint Φ à R[X ]. C’est bien un endomorphisme (par contre, ce ne serait pas un endomorphisme de

Rn[X ], je vous laisse y réfléchir). On a donc immédiatement Kerϕ= KerΦ∩R[X ] = {
0
}
.

Pour l’image c’est un peu plus compliqué. Si vous avez compris la remarque, en tous cas si un polynôme Q(X )

a un antécédent par ϕ, il n’en a qu’un! (le cardinal du noyau). Mais ce n’est pas la question ici. Néanmoins cela

peut nous aider un peu. D’après Q1, les antécédents de Q(X ) par Φ sont les Cex2/2 + ex2/2
∫ x

0 e−t 2/2Q(t )dt . Les

Q(X ) ∈ Imϕ sont exactement les Q tels qu’un C de cette expression nous « donne » un polynôme. Mais c’est plus

simple de reprendre le calcul directement avec un polynôme, sans passer par l’équation différentielle.

On commence par constater que degϕ(P ) = degP ′(X )− X P (X ) = degP +1. Par conséquent les constantes n’ont

pas d’antécédent parϕ. On pourrait essayer utiliser Q(X ) = ∑n
k=0 ak X k , mais il est plus malin d’utiliser la linéarité
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et de considérer X k en « solo », pour k ≥ 1. On cherche P (X ) tel que P ′(X )−X P (X ) = X k . Via P (X ) =∑k−1
i=0 ai X i (un

degré de moins), on arrive à :

k−1∑
i=0

i ai X i−1 −
k−1∑
i=0

ai X i+1 = a1 +
k−2∑
i=1

(
(i +1)ai+1 −ai−1

)
X i +ak−2X k−1 +ak−1X k = X k

Ce qui amène à ak−1 = 1, ak−2 = 0, a1 = 0, ai−1 = (i +1)ai+1 pour 1 ≤ i ≤ k −2. En remarquant que la relation de

récurrence amène une incompatibilité avec a1 = 0 si k est pair, il n’y a donc des solutions que ssi k est impair.

Imϕ= Vect
(
X 2k+1

)
k∈N

Remarque : En vous rappelant que e−t 2/2 n’a pas de primitive s’exprimant avec des fonction usuelles (donc pas

de polynôme, si vous suivez. . .), plus généralement, il en est de même pour tous les t 2k e−t 2/2. Par contre, immé-

diatement, te−t 2/2 a une primitive usuelle, ainsi que tous les t 2k+1e−t 2/2. On « retrouve » un peu le résultat. Par le

changement de variables u = t 2, 2t dt = du :

ex2/2
∫ x

0
e−t 2/2

n∑
k=0

ak t 2k+1 dt = ex2/2
∫ x2

0
e−u/2

n∑
k=0

ak uk 1

2
du = ex2/2

[
e−u/2R(u)

]x2

0
= R(X 2)−R(0)ex2/2

On prendra C = R(0) pour avoir un polynôme. . .

CCINP PSI 2022 (endomorphisme de polynômes) H
*Ex 27 Soient a ∈R et ϕ : P ∈R[X ] −→ (X −a)(P ′−P ′(a))−2(P −P (a)).

1 ) Montrez ϕ endomorphisme de R[X ].

2 ) Montrez il existe un entier k ∈N∗ tq (X −a)k divise ϕ(P ) pour tout P ∈R[X ]. Trouvez le plus grand k vérifiant

cette condition.

3 ) Déterminez le noyau et l’image de ϕ.

1 ) Aucune difficulté pour la linéarité, je ne le traite pas ici. Quant à endo, on peut ajouter que l’expression de

ϕ(P ) est bien un polynôme qui est d’un degré inférieur ou égal à celui du polynôme entrant.

2 ) Je rappelle que (X −a)p divise un polynôme Q ssi Q(a) =Q ′(a) = ·· · =Q(p−1)(a) = 0 (Attention ! au décalage).

a est racine de multiplicité p ssi on a en plus Q(p)(a) ̸= 0. On calcule donc les différentes dérivées de ϕ(P ) en

remarquant qu’on a déjà ϕ(P )(a) = 0 :

ϕ(P )′(X ) = P ′(X )−P ′(a)+ (X −a)P ′′(X )−2P ′(X ) ϕ(P )′(a) =−2P ′(a)

On a donc X −a divise ϕ(P ) et comme on n ’a pas, pour tout polynôme, P ′(a) = 0 (pour un a fixé), le plus grand k

vérifiant la condition de l’énoncé pour tout polynôme P est k = 1.

3 ) On commence par le noyau : P ∈ Kerϕ ⇐⇒ (X −a)
(
P ′(X )−P ′(a)

)= 2
(
P −P (a)

)
(E).

Méthode 1 : On va procéder par analyse-synthèse :

Analyse : Si ϕ(P ) = 0, alors ϕ(P )′(X ) = 0, donc ϕ(P )′(a) = 0, donc P ′(a) = 0. a est racine de P (X )−P (a). Notons p

sa multiplicité, soit P (X )−P (a) = (X −a)pQ(X ) avec Q(a) ̸= 0. Alors l’équation (E) s’écrit :

(X −a)
(
p(X −a)p−1Q(X )+ (X −a)pQ ′(X )

)= 2(X −a)pQ(X ) =⇒ (X −a)Q ′(X ) = (2−p)Q(X )
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X = a amène p = 2 ou Q = 0. Ces 2 cas amenant, en réinjectant, Q ′(X ) = 0 dc Q = cste. Finalement P (X ) = P (a)+
k(X −a)2 ∈ Vect

(
1,(X −a)2

)
Synthèse : Par linéarité, il suffit d’essayer le polynôme constante-1 et (X −a)2, s’ils conviennent bien dans l’équa-

tion (E). Je vous laisse effectuer ce calcul élémentaire. Finalement Kerϕ= Vect
(
1,(X −a)2

)
.

Méthode 2 : On raisonne dans la base F = (
(X − a)n

)
n∈N de R[X ]. On note les coordonnées an de P . Ce qui

signifie P (X ) = ∑+∞
n=0 an(X − a)n et d’ailleurs, par la formule de Taylor pour les polynômes, on sait an = P (n)(0)

n! .

L’équation (E) s’écrit alors simplement :

(X −a)
+∞∑
n=1

nan(X −a)n−1 = 2
+∞∑
n=1

an(X −a)n ⇐⇒ ∀n ≥ 1, nan = 2an ⇐⇒ ∀n ̸= 0,2 an = 0

On notera ici l’équivalence. Par conséquent Kerϕ est le plan Vect
(
1,(X −a)2

)

Pour l’image, le théorème du rang ne peut s’utiliser car la dimension est infinie. En fait on a que l’image est de

codimension 2 mais cette notion n’est pas du tout au programme (un « déficit » de 2 dans la dimension infinie de

R[X ]). Cà peut quand même aider un peu . . .

Méthode 1 : Comme on a ϕ(P )(a) = 0, on a Imϕ ⊂ {
P ;P (a) = 0

} = (X − a)R[X ] = Vect
(
(X − a)n≥1

)
mais cette

inclusion est stricte : on peut le comprendre en comprenant qu’il y a seulement un « déficit » de 1 (regardez le

vect). On calcule une dérivée successive de ϕ(P ) :

ϕ(P )′′(X ) = P ′′(X )+P ′′(X )+ (X −a)P ′′′(X )−2P ′′(X ) = (X −a)P ′′′(X )

Par conséquent, a est racine de ϕ(P ), comme déjà vu, mais ne peut pas être racine double car sinon ϕ(P )′′(a) ̸= 0.

On en déduit (X − a)2 n’est pas dans l’image de ϕ, d’où Imϕ ⊂ Vect
(
(X − a)n

)
n ̸=0,2. Reste à prouver que cette

inclusion est une égalité. Par linéarité, il suffit de prouver que chaque (X −a)n est bien dans l’image, pour n ̸= 0,2.

Par « intuition », on calcule, les ϕ((X − a)k ). Pour k ≥ 3, P ′(a) = 0 puis ϕ((X − a)k ) = (k − 2)(X − a)k et pour k =
1, ϕ(X −a) =−2(X −a). On en déduit :

∀n ≥ 3, (X −a)n =ϕ
( 1

n −2
(X −a)n

)
(X −a) =ϕ

(
− 1

2
(X −a)

)

Méthode 2 : On reprend la base F :

ϕ(P )(X ) = (X −a)
+∞∑
n=1

nan(X −a)n−1 −2
+∞∑
n=1

an(X −a)n =
+∞∑
n=1

an(n −2)(X −a)n

Un polynôme
∑+∞

n=0 bn(X − a)n est dans l’image ssi il existe une suite (an) telle que (n −2)an = bn pour n ≥ 1 et

b0 = 0 (çà on le savait déjà). la CNS est donc b0 = b2 = 0 et Imϕ= Vect
(
(X −a)n

)
n ̸=0,2.

On notera aussi qu’on peut déterminer un antécédent d’un polynôme de l’image par cette méthode.

Remarque : Kerϕ et Imϕ sont supplémentaires : Kerϕ ⊕ Imϕ=R[X ]
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IMT PSI 2017 | CCP BGMP 2023->11 (morphisme de matrices)
*
Ex 28 Soit la Matrice A =

1 2

2 4

 et f l’endomorphisme de M2(R) défini par f (M) = AM .

1 ) Déterminez une base de Ker f .

2 ) f est-il surjectif ?

3 ) Trouvez une base de Im f .

4 ) Le noyau et l’image de f sont-ils supplémentaires ?

1 ) Méthode 1 (plus simple) :

M =

a b

c d

 ∈ Ker f ⇐⇒ AM = 0 ⇐⇒

a b

c d


1 2

2 4

=

0 0

0 0

 ⇐⇒

 a +2c b +2d

2a +4c 2b +4d

=

0 0

0 0



⇐⇒



a +2c = 0

b +2d = 0

2a +4c = 0

2b +4d = 0

⇐⇒

 a = −2c

b = −2d

(∗)︷︸︸︷⇐⇒



a = −2c +0d

b = 0c −2d

c = c +0d

d = 0c +d

⇐⇒

a b

c d

= c

−2 0

1 0


︸ ︷︷ ︸

U

+d

0 −2

0 1


︸ ︷︷ ︸

V

Pour réussir à résoudre un système linéaire, comme déjà dit, je vous conseille d’utiliser cette idée : écrire toutes

les variables (ici a,b,c,d) en fonction d’1 ou 2 ou 3 variables. Le système d’avant (*) vous montre qu’on peut écrire

en fonction de c et d d’où le système ensuite à 4 lignes qui permet de bien comprendre que Ker f est un plan de

M2(R) , Ker f =<U ,V >. (U ,V ) est génératrice de Ker f . Comme (U ,V ) est clairement libre, puisque, visiblement,

U et V ne sont pas colinéaires, donc (U ,V ) est une base de Ker f .

Méthode 2 (plus élégante) :

M ∈ Ker f ⇐⇒ AM = 0 ⇐⇒ Im M ⊂ Ker A

C’est un rappel expliqué en cours. On calcule très vite le noyau de A :

M =

x

y

 ∈ Ker A ⇐⇒

 x +2y = 0

2x +4y = 0
⇐⇒ x +2y = 0

Les 2 équations sont colinéaires, la matrice est de rang 1 ! Ker A = Vect(−2,1). 2 cas de Im M ⊂ Ker A :

• Im M = {
0
}
, donc M est la matrice nulle. Evidemment qu’elle est solution. . .

• Im M = Vect(−2,1) équivaut les 2 colonnes lui sont colinéaires soit M =

−2a −2b

a b

.

C’est bien le même sev que la méthode 1. Vérifiez-le !

2 ) Comme Ker f ̸= 0, f n’est pas injective et comme f est un endomorphisme de M2(R) , de dimension finie (4),

alors f n’est pas non plus surjective (il ya équivalence ici). On aurait pu aussi le retrouver par le théorème du rang

qui nous donne dim Im f = 4−2 = 2. Or f est surjective ssi Im f = M2(R) ⇐⇒ dim Im f = 4.
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3 )

Pour l’image, plusieurs méthodes. Essayez de comprendre les 3. La 3e est un peu plus dure.

Méthode 1 :

Méthode traitée en TD, je ne m’attarderais donc pas dans les détails. Par Analyse-Synthèse.

Analyse : Si N ∈ Imϕ, N = AM donc Im N ⊂ Im A (expliqué en cours). On a immédiatement Im A = Vect((1,2)),

soit Im N ⊂ Vect((1,2)) qui amène que N est une matrice du type

 a b

2a 2b


Réciproque : L’analyse vient de démontrer que Imϕ ⊂


 a b

2a 2b

 , a,b ∈R

 = G . Attention ! seulement l’in-

clusion. On démontre l’inclusion réciproque par l’égalité de dimension : dimG : expliqué en cours par un vect,

dimG = 2. Le théorème du rang amène dim Imϕ= dim M2(R) −dim Kerϕ= 4−2 = 2. Ok.

On a, explicité en TD, G = Vect


1 0

2 0

 ,

0 1

0 2


 Cette famille est donc génératrice et comme ici on sait dimG =

2, on en déduit que c’est une base (pas nécessaire ici de démontrer libre, vu ?)

Méthode 2 :

Le théorème du rang nous amène dim Im f = dim M2(R) −dim Ker f = 4− 2 = 2. Il s’ensuit que toute base de

Im f contient deux matrices « libres » . On commence donc par en prendre deux « au hasard » et on verra bien :

Par définition Im f est l’ensemble des matrices AM . Le plus simple est de commencer par prendre l’image de 2

matrices de la base canonique, donc on calcule :

E11 =

1 0

0 0

 =⇒ f (E11) = AE11 =

1 0

2 0

=U ′ E12 =

0 1

0 0

 =⇒ f (E12) = AE12 =

0 1

0 2

=V ′

Visiblement (on ne peut le dire que pour deux vecteurs ! ! sinon il faut le démontrer proprement) U ′ et V ′ ne sont

pas colinéaires, donc (U ′,V ′) est une famille libre à deux éléments de Im f , donc une base de Im f . On retrouve

d’ailleurs la même base que plus haut.

Méthode 3 :

Comme l’image d’une matrice est plus facile à traiter, on décide d’écrire la matrice de ϕ dans une base : quelle

base de M2(R) choisir ? Ici, on ne vas pas trop réfléchir. On va prendre la base canonique. Une autre chose à

comprendre c’est que, en fait, d’un point de vue pratique, on peut considérer qu’il y a deux bases canoniques :

celle où on prend les coordonnées dans l’ordre des lignes et celle dans l’ordre des colonnes et cela peut changer

pas mal de choses comme vous allez le voir :

E 1 =
(1 0

0 0


︸ ︷︷ ︸

E11

,

0 1

0 0


︸ ︷︷ ︸

E12

,

0 0

1 0


︸ ︷︷ ︸

E21

,

0 0

0 1


︸ ︷︷ ︸

E22

)
E 2 =

(1 0

0 0


︸ ︷︷ ︸

E11

,

0 0

1 0


︸ ︷︷ ︸

E21

,

0 1

0 0


︸ ︷︷ ︸

E12

,

0 0

0 1


︸ ︷︷ ︸

E22

)
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On calcule aisément :

f (E11) = AE11 =

1 0

2 0

 f (E12) =

0 1

0 2

 f (E21) =

2 0

4 0

 f (E22) =

0 2

0 4



Mat(ϕ, E 1) =



1 0 2 0

0 1 0 2

2 0 4 0

0 2 0 4


=

 I 2I

2I 4I

=C Mat(ϕ, E 2) =



1 2 0 0

2 4 0 0

0 0 1 2

0 0 2 4


=

A 0

0 A

= D

Il est important de savoir remarquer les écritures par blocs. Maintenant, étudier l’une seule des deux suffit pour

déterminer l’image. On traite quand même les 2 par intérêt pédagogique, donc en fait deux méthodes dans cette

méthode . . .

ImC = Vect(C1,C2,C3,C4) = Vect(C1,C2) car C3 = 2C1, C4 = 2C2

ImD = Vect(C1,C2,C3,C4) = Vect(C1,C3) car C2 = 2C1, C4 = 2C3

On revient à Imϕ en n’oubliant pas de revenir à la base. On traite aussi, par pédagogie les 2 cas où l’ordre de la

base canonique est différent.

La colonne C1 de la matrice C « donne »

1 0

2 0

 et la colonne C1 de la matrice D aussi !

La colonne C2 de la matrice C « donne »

0 1

0 2

 et la colonne C3 de la matrice D aussi !

Finalement Imϕ= Vect


1 0

2 0

 ,

0 1

0 2


=


 a b

2a 2b

 , a,b ∈R


Remarque : Juste pour information, pour les élèves « ambitieux », un peu de culture mathématique qui n’est pas

au programme : on appelle produit extérieur ou tensoriel des matrices A et B de M2(R) , et on note A⊗B la matrice

par blocs

A⊗B =

a11B a12B

a21B a22B

=



a11b11 a11b12 a12b11 a12b12

a11b21 a11b22 a12b21 a12b22

a21b11 a21b12 a22b11 a22b12

a21b21 a21b22 a22b21 a22b22


On constate alors : Mat(ϕ, E 1) =C = A⊗ I et Mat(ϕ, E 2) = D = I ⊗ A. Allez regarder. . . « Marrant », non?
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Ex 28bis Soit u, v deux endomorphismes. Etablir |rgu − rg v | ≤ rg(u + v) ≤ rgu + rg v

Soient u, v ∈ L (E) . On rappelle Imu = u(E) et rgu = dim Imu. On écrit :

rg(u + v) = dim Im(u + v) = dim
(
(u + v)(E)

) (1)︷︸︸︷≤ dim
(
u(E)+ v(E)

) (2)︷︸︸︷≤ dimu(E)+dim v(E) = rgu + rg v

• (1) On a (u + v)(E) = {
(u + v)(x), x ∈ E

} = {
u(x)+ v(x), x ∈ E

}
tandis que u(E)+ v(E) = {

u(x), x ∈ E
}+{

v(x), x ∈ E
} = {

u(x)+ v(y), x, y ∈ E
}
. Attention il ne faut pas reprendre le même x, c’est une erreur de

raisonnement ! C’est pour cela qu’on l’a « renommé » en y . Je vous laisse y réfléchir. On a donc (u + v)(E) ⊂
u(E)+ v(E).

• (2) Pour tous sev F,G , dim(F +G) = dimF +dimG −dim(F ∩G) ≤ dimF +dimG .

On termine avec la même astuce qui permet de démontrer ||x|− |y || ≤ |x + y | ≤ |x|+ |y | : en considérant les mor-

phismes u+v et −v : rgu = rg
(
(u+v)−v

)≤ rg(u+v)+ rg(−v) = rg(u+v)+ rg(v). Par suite rgu− rg v ≤ rg(u+v).

Par indifférence du choix du nom des lettres, on a aussi (on échange u et v !) : rg v − rgu ≤ rg(v +u). Les deux

donnent |rgu − rg v | ≤ rg(u + v) (on a utilisé que |a| ≤ b ⇐⇒ a ≤ b et −a ≤ b).

Remarque : Donc on n’a pas en général (u + v)(E) = u(E)+ v(E). Par contre, on a bien u(E +F ) = u(E)+u(F )

Mines-Ponts PSI 2022 (dérivation discrète de polynômes) H
*Ex 29

Soit P ∈R[X ]. Montrez il existe un unique Q ∈R[X ] tq Q(0) = 0 et Q(X +1)−Q(X ) = P (X )

On considère l’endomorphisme ∆ : Q(X ) ∈R[X ] −→Q(X +1)−Q(X ) (on l’appelle « dérivation discrète »).

Calculons son noyau : Q ∈ Ker∆ vérifie Q(X + 1) = Q(X ). En raisonnant dans C, si α est une racine complexe

de Q, alors Q(α+ 1) = 0, donc α+ 1 racine puis, par récurrence immédiate, α+n (avec n ∈ Z) est aussi racine

de Q. Q ayant une infinité de racines, est le polynôme nul. Attention ! on n’en déduit pas que c’est le polynôme

nul car on est « parti » de si le polynôme a une racine, ce qui équivaut, dans C, à degQ ≥ 1. Donc, on en déduit

que les seules possiblités sont : soit Q de degré ≥ 1 n’a pas de racines, impossible dans C, soit Q de degré 0 ou

constant. Réciproque immédiate. Ker∆ = Vect(1), qui est la droite des polynômes constants (on voit l’analogie

avec la dérivation)

Soit n le degré de P . On cherche donc à prouver qu’il existe un unique Q vérifiant Q(0) = 0 et∆(Q) = P . Soit p ≥ 1 le

degré de Q. Les formules du cours donnent deg∆(Q) ≤ p mais en regardant le coefficient dominant, on s’aperçoit

que deg∆(Q) = p −1 (je ne mets pas les détails ici). Il suit que tout polynôme vérifiant ∆(Q) = P est dans Rp+1[X ].

Considérons alors la co-restriction de ∆ à Rp+1[X ], notée δ. C’est donc un endomorphisme. Le théorème du rang

(qu’on ne peut appliquer dans R[X ] d’où cette idée) amène dim Imδ= p +2−1 = p +1 et comme Imδ⊂ Rp [X ],
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il vient Imδ= Rp [X ]. Il existe donc un polynôme Q tel que δ(Q) = P . Ce polynôme étant unique à une constante

près (voir remarque), il est unique si l’on suppose Q(0) = 0.

Remarque : Un résultat du cours, pas stricto-sensu du cours, mais que tout élève « ambitieux » devrait savoir est

que si f est une application linéaire de E dans F et que y ∈ Im f , cad il existe x ∈ E tq y = f (x), alors tous les autres

antécédents sont les x +u où u ∈ Ker f . Ce n’est pas très difficile à démontrer, je vous laisse y réfléchir.

Ex 31 Suite des noyaux itérés Soit f ∈ L (E) . E de dimension finie.

1 ) Montrez Ker f ⊂ Ker f 2, puis dim Ker f ≤ dim Ker f 2 ≤ 2dim Ker f .

2 ) �Montrez Im f p+1 ⊂ Im f p et Ker f p ⊂ Ker f p+1, pour p entier naturel.

3 ) Montrez il existe q entier tels que Ker f q = Ker f q+1. En déduire Im f q+1 = Im f q

Etablir qu’alors, ∀p ≥ q, Ker f p = Ker f p+1. Montrez on peut prendre q = n

4 ) Montrez, pour tout f , Ker f n ⊕ Im f n = E

1 ) Ker f ⊂ Ker f 2 résulte de : si x ∈ Ker f , f (x) = 0 puis f 2(x) = f ( f (x)) = f (0) = 0, soit x ∈ Ker f 2

On a donc dim Ker f ≤ dim Ker f 2. Pour la 2e inégalité, difficile, l’idée générale est d’utiliser une application li-

néaire auxiliaire judicieusement choisie, à laquelle on applique le théorème du rang. Considérons l’application ϕ

définie de Ker f 2 dans E qui à x associe f (x) (une sorte de f « restreint » à l’ev Ker f 2). On applique maintenant le

théorème du rang à ϕ ; Attention! Il faut prendre l’ev de départ lorsque ce n’est pas un endomorphisme :

dim Ker f 2 = dim Kerϕ+dim Imϕ

(1)︷︸︸︷= dim Ker f +dim Imϕ

(2)︷︸︸︷≤ dim Ker f +dim Ker f = 2dim Ker f

• (1) On prouve par Kerϕ= Ker f . On peut savoir que, pour une application linéaire u qui « part » de l’ev E ,

si on la restreint en « partant » de l’ev F , sous-ev de E , alors son noyau est F ∩ Keru ; je vous laisse y réfléchir,

c’est assez immédiat. Ici, cela amène Kerϕ= Ker f ∩ Ker f 2 = Ker f , d’après la question précédente.

• (2) Par définition, ici, Imϕ= f ( Ker f 2) puis f ( Ker f 2) ⊂ Ker f : en effet :

x ∈ f ( Ker f 2) =⇒ x = f (y) avec y ∈ Ker f 2 soit f 2(y) = 0 =⇒ f (x) = f 2(y) = 0

On en tire dim Imϕ≤ dim Ker f .

2 ) Im f p+1 ⊂ Im f p

Soit x ∈ Im f p+1, donc x = f p+1(y) (avec y ∈ E), donc x = f p
(

f (x)
)
, soit x ∈ Im f p .

Ker f p ⊂ Ker f p+1

Soit x ∈ Ker f p , donc f p (x) = 0 puis f p+1(x) = f ( f p (x)) = f (0) = 0, soit x ∈ Ker f p+1
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3 ) On a la « suite » suivante :{
0
}= Ker Id = Ker f 0 ⊂ Ker f ⊂ Ker f 2 ⊂ Ker f 3 ⊂ ·· · ⊂ Ker f k ⊂ Ker f k+1 ⊂ . . .

Il faut déjà comprendre que cette suite de noyaux ne peut-être « indéfiniment croissante » pour des raisons de

dimension finie. Après il est mieux de le démontrer « proprement ». Voilà une méthode : considérons la suite(
dim Ker f k

)
k∈N. Elle est donc croissante. Elle est aussi majorée par la dimension de l’ev , ici n. Elle converge

donc. Mais c’est une suite d’entiers, elle est alors nécessairement stationnaire à partir d’un certain rang. C’est un

exo que vous avez certainement traité en Sup, je ne le refais pas ici. J’espère que vous comprenez ce résultat. Pour

terminer, donc, à partir d’un certain rang (on le note q), dim Ker f q = dim Ker f q+1. Par l’inclusion, on a donc

l’égalité des noyaux : Ker f q = Ker f q+1.

Pour passer à l’image, on utilise le théorème du rang, deux fois :

dimE = dim Ker f q +dim Im f q

dimE = dim Ker f q+1 +dim Im f q+1

De dim Ker f q = dim Ker f q+1, il suit dim Im f q = dim Im f q+1 et, de même, par l’inclusion Im f q+1 ⊂ Im f q , on

obtient l’égalité des 2 sous-evs.

A priori, après q , il se pourrait qu’il n’y ait pas égalité (donc inclusion stricte). Le raisonnement sur la suite fait

comprendre que non, mais on va le démontrer directement car c’est intéressant. Soit k > q . Montrons Ker f k =
Ker f k+1. Notons qu’il suffit de démontrer l’inclusion contraire Ker f k+1 ⊂ Ker f k .

x ∈ Ker f k+1 =⇒ f k+1(x) = 0 puis f k+1(x) = f q+1( f k−q (x)
)= 0

=⇒ f k−q (x) ∈ Ker f q+1 = Ker f q d’où f q(
f k−q (x)

)= f k (x) = 0

=⇒ x ∈ Ker f k

Si on reprend la suite d’entiers uk = dim Ker f k elle est strictement croissante jusqu’au moment où elle est station-

naire. Je ne vais pas tout démontrer : tant qu’elle croit strictement, comme ce sont des entiers, on a nécessairement

dim Ker f k ≥ k (on peut faire une récurrence pour une démo « propre »). A un moment, on atteint la dimension

de l’ev qui est n. Je vous laisse réfléchir au fait que ceci arrive nécessairement avant n, soit q ≤ n. Par suite on a

nécessairement Ker f n = Ker f n+1. on peut donc « prendre » q = n (ce n’est pas très bien dit d’ailleurs).

4 ) Ker f n ⊕ Im f n = E vient de :

• dim Ker f n +dim Im f n = dimE = n, théorème du rang appliqué à f n .

• Ker f n ∩ Im f n = {
0
}

Si on avait x ̸= 0 ∈ Ker f n∩ Im f n , on aurait f n(x) = 0 et x = f n(y) ̸= 0. Il viendrait f 2n(y) = 0, puis y ∈ Ker f 2n

mais y ̸∈ Ker f n . Or Ker f n = Ker f 2n . Absurde!

Remarque : Pour une application f linéaire quelconque, on n’a pas toujours Ker f ⊕ Im f = E , ni même Ker f 2 ⊕
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Im f 2 = E , mais on a toujours Ker f n ⊕ Im f n = E (pour le n égal à la dimension de l’ev). Curieux, non?

Essayez de comprendre pourquoi, pour un endomorphisme nilpotent, c’est assez évident. . .

Ex 35 Soient a ∈R∗, M = (ai− j )1Éi , jÉn ∈Mn(R).

1 ) Montrez M de rang 1.

2 ) Calculez et reconnaître M 2.

1 ) il faut prouver que toutes les lignes (ou colonnes) sont colinéaires. On en écrit une ligne en extension, en

faisant bouger le j et on écrit au moins 4 termes ! En fait il faut trouver Li =λiU avec U vecteur constant :

Li = (ai−1, ai−2, . . . , ai−n+1, ai−n) = ai (a−1, a−2, . . . , a−(n−1), a−n)

Toutes les lignes sont colinéaires au vecteur (on « enlève » les puissances négatives, c’est mieux car c’est des frac-

tions) (an−1, an−2, . . . , a,1).

2 ) Ici, la seule façon d’effecteur le produit correctement est d’utiliser la formule-produit : pour tous 1 ≤ i , j ≤ n,

[
M 2]

i j =
n∑

k=1
Mi k Mk j =

n∑
k=1

ai−k ak− j =
n∑

k=1
ai− j = n ai− j

Il faut reconnaître la matrice A, n A en fait, soit A2 = n A.

Remarque : En fait, toute matrice de rang 1 vérifie A2 = tr(A) A. Un élève « ambitieux » devrait retenir ce résultat.

Vérifiez-le ici : n est bien la trace de A.

Ex 36

Soit A =


1 3 5

2 4 6

3 5 7

. Trouver toutes les matrices B ∈ M3(R) tq ImB = Ker A, KerB = Im A et trB = tr A.

Il faut commencer par calculer Ker A et Im A. On fait un petit det : det A = 28+54+50−60−42−30 = 0. Le rang

vaut 0 ou 1 ou 2. Comme ce n’est visiblement ni 0 ni 1 (C2 n’est pas colinéaire à C1), c’est 2. L’image est un plan et

le noyau est une droite.

X =


x

y

z

 ∈ M3,1(R) ∈ Ker A ⇐⇒


x +3y +5z = 0

2x +4y +6z = 0

3x +5y +7z = 0
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On peut échelonner, appliquer la méthode du pivot de Gauss, . . ., mais cela va plus vite en procédant comme suit :

on remarque L3 = L1 +L2, donc ligne 3 « inutile ». On écrit alors tout (cad les 3 variables x, y, z) en fonction de z :

x ∈ Ker A ⇐⇒

 x +3y +5z = 0

2x +4y +6z = 0
⇐⇒


x = z

y = −2z

z = z

Ker A = Vect(1,−2,1)

Pour l’image on écrit Im A = Vect(C1,C2,C3) (c’est du cours). Evidemment cette famille n’est pas libre car de

rang 2. Il faut « enlever » une colonne inutile du point de vue des combinaisons linéaires. On remarque ou, je

vous ai expliqué l’astuce qui marche à tous « les coups », on prend la combinaison linéaire « issue » du noyau :

1C1−2C2+1C3 = 0 ! Par conséquent, on a aussi Im A = Vect(C1,C2) mais ici la famille est libre (et génératrice) c’est

donc une base, vous avez terminé la question.

Comme ImB = Vect(C1,C2,C3), ImB = Ker A = Vect(1,−2,1) ssi les 3 colonnes sont colinéaires à ce vecteur ssi B

est de la forme B =


a b c

−2a −2b −2c

a b c

.

Ensuite ce B vérifie KerB = Im A = Vect
(
(1,2,3), (3,4,5)

)
. Pour ce calcul il est préférable de mettre ce plan sous

forme d’équation. Il y a 2 méthodes :

Méthode 1 Vous utilisez que les 3 vecteurs sont liés : (x, y, z) et (1,2,3), (3,4,5) par un petit det=0 :∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x 1 3

y 2 4

z 3 5

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 10x +4z +9y −6z −5y −12x =−2x −2z +4y = 0 =⇒ x −2y + z = 0 (P )

Méthode 2 Vous utilisez que le plan recherché est orthogonal, à l’orthogonal des 2vecteurs, cad orthogonal à leur

produit vectoriel. C’est plus compliqué à comprendre mais cela va un peu plus vite :
1

2

3

 ∧


3

4

5

 =


−2

4

−2

 colinéaire à


1

−2

1

= w ⊥ P =⇒ 1x −2y +1z = 0 (P )

En revenant à l’exo, ce B vérifie KerB = Im A : x −2y + z = 0 ssi a −2b + c = 0 ⇐⇒ a = 2b − c :


2b − c b c

−4b +2c −2b −2c

2b − c b c


On termine avec la condition sur la trace s’écrit trB = (2b − c)−2b + c = 0 = tr A = 12. Impossible !

CCP PC 2016 (polynôme annulateur matrice n ×n) �
*Ex 37 Soit A ∈Mn(R) telle que A3 + A2 + A+ In = 0.

1 ) Montrer que A est inversible et déterminer son inverse.

2 ) Montrer que tr(A) É 0
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1 ) On écrit l’égalité sous la forme A(−A2−A−I ) = I = (−A2−A−I )A ce qui prouve A inversible et A−1 =−A2−A−I .

2 ) Cette question est pour les 5/2 puisqu’elle se sert du cours de Spé mais je vous la traite pour lorsque / si vous

relisez l’exo en fin d’année.

Q(X ) = X 3+X 2+X +1 = (X +1)(X 2+1) = (X +1)(X +i )(X −i ) est un polynôme annulateur de A. Comme il est scindé

à racines simples dans C, on en déduit A diagonalisable dans C. Ensuite on a aussi Sp A ⊂ { −1, i ,−i
}
. Notons µ,ν

les multiplicités respectives de −1 et i . Celle de −i est la même que celle de i puisque la matrice est réelle. On

utilise la convention usuelle : la multiplicité de la racine (ou de la valeur propre) est considérée nulle si le nombre

n’est pas racine (par définition, stricto-sensu, une multiplicité ne peut être nulle). Comme la trace d’une matrice

est la somme de toutes les valeurs propres, en raisonnant dans C et en les comptant avec la multiplicité, il suit :

tr(A) =µ(−1)+ν(i )+ν(−i ) =−µ≤ 0 car µ entier naturel

Ex 41 On considère l’endomorphisme f de M2(R) qui envoie

a b

c d

 sur

d a

b c

. Ecrire sa matrice dans

la base canonique de M2(R) .

Attention ! , il y a un (petit) piège, je vous rappelle qu’il y a 2 bases canoniques dans M2(R) : les 1 dans l’ordre des

lignes ou les 1 dans l’ordre des colonnes, et l’énoncé ne précise pas laquelle.

E =
(1 0

0 0


︸ ︷︷ ︸

E11

,

0 1

0 0


︸ ︷︷ ︸

E12

,

0 0

1 0


︸ ︷︷ ︸

E21

,

0 0

0 1


︸ ︷︷ ︸

E22

)
F =

(1 0

0 0


︸ ︷︷ ︸

E11

,

0 0

1 0


︸ ︷︷ ︸

E21

,

0 1

0 0


︸ ︷︷ ︸

E12

,

0 0

0 1


︸ ︷︷ ︸

E22

)

On prend E . Pour calculer la matrice de f dans cette base :

• On calcule d’abord l’image de chaque vecteur de la base :

f


1 0

0 0


=

0 1

0 0

 f


0 1

0 0


=

0 0

1 0

 f


0 0

1 0


=

0 0

0 1

 f


0 0

0 1


=

1 0

0 0


• On calcule / écrit les coordonnées de chaque image dans cette base et on les dispose en colonnes (dans le

bon ordre !) :

f


1 0

0 0


= 0E11 +1E12 +0E21 +0E22 f


0 1

0 0


= 0E11 +0E12 +1E21 +0E22

f


0 0

1 0


= 0E11 +0E12 +0E21 +1E22 f


0 0

0 1


= 1E11 +0E12 +0E21 +0E22
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Il n’a plus qu’à écrire la matrice :



0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0


. Le lecteur pourra vérifier que dans la base F c’est



0 0 0 1

0 0 1 0

1 0 0 0

0 1 0 0



Ex 42 Montrez une matrice M est de rang 1 ssi il existe 2 matrices colonnes X ,Y ̸= 0 tels que M = X Y T .

Attention ! à la différence entre XT Y et X Y T , pour X ,Y ∈ Mn,1(R) . Déjà XT Y ∈ M1,1(R) et X Y T ∈ Mn,n(R) .

La 1re forme XT Y = (
X Y

)
can est le produit scalaire canonique sur Mn,1(R) , et c’est du cours, et d’ailleurs XT Y =

Y T X (on révisera les produits scalaires et l’orthogonalité dans les evs euclidiens en janvier/février).

La 2e forme X Y T ∈ Mn(R) est une matrice où toutes les colonnes sont colinéaires à X , Ci = yi X . Ici, X Y T ̸= Y XT

mais (X Y T )
T = Y XT ; ce n’est pas du cours, mais « tombe » fréquemment aux concours, d’où cet exo.



y1

...

...

yn


(

x1 . . . . . . xn

)
︸ ︷︷ ︸

XT

( n∑
i=1

xi yi

)
︸ ︷︷ ︸

XT Y

(
y1 y2 . . . yn

)


x1

x2

...

xn


︸ ︷︷ ︸

X



x1 y1 x1 y2 . . . x1 yn

x2 y1 x2 y2 . . . x2 yn

...
...

xn y1 xn y2 . . . xn yn


︸ ︷︷ ︸

X Y T

On a donc rg X Y T = 1 car toutes les colonnes sont colinéaires à X et aussi X ̸= 0, sauf dans les 2 cas X = 0 ou Y = 0,

où M = X Y T = 0 et le rang est 0.

Il reste à démontrer la réciproque : si M est de rang 1, elle peut s’écrire sous la forme X Y T . Il suffit de regarder plus

haut X Y T pour comprendre. Si M est de rang 1, toutes les colonnes sont colinéaires à un vecteur non nul que l’on

notera Y , C j = a j Y . Notons alors X = (a1 an)T ∈ Mn,1(R) . On a clairement M = X Y T . les ai sont non tous nuls

sinon la matrice M serait nulle et de rang 0.

Remarque : Je rappelle, ce n’était pas demandé, que le noyau est alors un hyperplan par le théorème du rang. C’est

le sev de Rn défini par l’équation : y1X1 + . . . y2X2 +·· ·+ yn Xn = 0 (les variables sont X1, . . . , Xn , on ne peut utiliser

les usuels x1, . . . , xn qui sont déjà utilisés)
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Ex 43 Montrez que l’inverse d’une matrice symétrique (inversible !) est aussi symétrique. et que l’inverse

d’une matrice triangulaire (inversible !) est aussi triangulaire.

Soit S ∈ Sn(R) une matrice symétrique inversible, soit ST = S. On en déduit (ST )−1 = S−1. Puis comme S×S−1 = In

amène ST × (S−1)
T = IT

n = In , on en déduit (S−1)
T = (ST )−1, d’où finalement (S−1)

T = S−1, soit S−1 ∈ Sn(R)

Mines-Ponts PSI 2013 (inverse d’une matrice par blocs) �H
*
Ex 45 Soient B ∈ Mn(R) et A =

In B

B In

.

Trouvez une condition nécessaire et suffisante sur B pour que A soit inversible. Explicitez alors l’inverse de A.

Juste une info au passage, hors programme, mais bien utile ici, est de savoir que si les matrices A,B ,C ,D com-

mutent 2 à 2 det
(

A B
C D

) = det(AD −C B) Attention! ce sont des blocs. Ici cela donne det(A) = det(I 2 −B 2) ce qui

permet de comprendre (et trouver !) que la CNS est I −B 2 inversible. Vous voyez que savoir un peu plus que le pro-

gramme aide! On a trouvé la condition! On démontre alors proprement, par le programme, condition nécessaire

et condition suffisante.

Une autre méthode serait aussi de regarder le noyau, en prenant soin de chercher le vecteur X sous forme de bloc

lui-aussi X = (
Y
Z

)
. Le noyau est alors obtenu en considérant les matrices Y , Z ∈ Mn,1(R) vérifiant :In B

B In


Y

Z

=

Y +B Z

BY +Z

=

0

0

 ⇐⇒

 Y +B Z = 0

BY +Z = 0
⇐⇒

 Y = −B Z

Z = B 2Z
⇐⇒

 Y = −B Z

(I −B 2)Z = 0

Si I −B 2 n’est pas inversible, il existe Z ̸= 0 tq (I −B 2)Z = 0 et par suite X ̸= 0 tel que AX = 0. Si vous avez suivi, on

vient de démontrer que I −B 2 inversible est une condition nécessaire.

Pour prouver que c’est une condition suffisante et vu la question qui demande d’expliciter l’inverse, on essaye

de trouver, au brouillon une matrice par 4 blocs C telle que AC = I2n =
(

In 0
0 In

)
. Je ne mets pas les détails (de la

« recherche expérimentale »), on peut procéder par analyse-synthèse. Je ne présente que la synthèse en fait (on

peut). Il est astucieux d’introduire la matrice auxiliaire D tel que D(I −B 2) = I = (I −B 2)D qui s’écrit D−DB 2 = I =
D −B 2D . Evidemment D = (I −B 2)−1. On trouve :

In B

B In


 D −BD

−BD D

=

I D −B 2D −BD +BD

BD −BD −B 2D + I D

=

In 0

0 In

 =⇒ A−1 =

 (I −B 2)−1 −B(I −B 2)−1

−B(I −B 2)−1 (I −B 2)−1


Si vous avez bien lu, la matrice

(
D −BD

−BD D

)
a été trouvée par analyse / bidouille au brouillon. On ne peut pas

vraiment procéder autrement !
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Centrale PSI 2022 (endomorphisme de polynômes) H
*Ex 47

1 ) Soit u : P ∈Rn[X ] −→ P ′ ∈Rn[X ]. Exhibez une base dans laquelle la matrice de u n’a que des coefficients égaux

à 0 ou 1.

2 ) Soit Q ∈Rn[X ]. Montrez il existe un unique P ∈Rn[X ] tq P −P ′ =Q. Montrez que si Q est à valeurs ≥ 0, il e nest

de même pour P .

1 ) Si une telle base (Q0, . . . ,Qn) existe, le plus simple est d’abord d’essayer un seul 1. Alors Q ′
j égal? et si on

essayait Q j ? ce n’est pas possible (un polynôme ne vérifie pas cela. . .). Alors Q j−1 ? Cela donnerait Q ′
n = Qn−1

puis Q ′′
n = Qn−2, donc une base du genre (Q(n),Q(n−1), . . . ,Q ′,Q). Q = X n semble convenir, cela amène la base

(n!,n(n −1)×2X ,n(n −1)×3X 2, . . . ,nX n−1, X n). Il est plus « classique » de prendre Qn = 1
n! X n , puisque Q ′

n =Qn−1

immédiatement. La matrice est triangulaire stricte, avec que des 0 et uniquement des 1 sur la sur-diagonale, donc

nilpotente, ce qui est clair puisque un+1 = 0, n +1-dérivation d’un polynôme de degré ≤ n.

2 ) Considéronsϕ : P ∈Rn[X ] −→ P −P ′. Il est immédiat que c’est un endomorphisme. Son noyau est nul puisque

la résolution de l’équation différentielle y−y ′ = 0 amène à des exponentielles. C’est donc un automorphisme, une

bijection, puisqu’on est en dimension finie. Par suite, pour tout Q ∈Rn[X ], il existe un unique P tel que ϕ(P ) =Q.

C’est d’ailleurs ϕ−1(Q).

On essaye d’expliciter ϕ−1. P −P ′ =Q puis P ′−P ′′ =Q ′ puis on dérive jusqu’à P (n) −P (n+1) =Q(n), et en sommant

ces égalités, P −P (n+1) = P = ∑n
k=0 Q(k). On en tireϕ−1 : P ∈Rn[X ] −→ ∑n

k=0 P (k). Il y a une autre expression, moins

« polynomiale », mais plus pratique « analytiquement ». En effet, l’équation différentielle y − y ′ = Q(x) s’intègre

en y = Cex − ex
∫ x

0 e−tQ(t )dt (je ne vous mets pas les détails). Il faut regarder quel C « donne » un polynôme.

L’intégrale
∫ +∞

0 e−tQ(t )dt convergeant (les 3/2, il faut attendre un cours prochain, pour comprendre ce mot mais

ce n’est pas essentiel pour la compréhension générale), on écrit alors plutôt la solution générale sous la forme

y = De t +ex
∫ +∞

x e−tQ(t )dt . Ici,on « voit bien » que ex
∫ +∞

x e−tQ(t )dt est un polynôme et, par suite D = 0 (et donc

C valait?). Finalement, 2e expression de ϕ−1 : P ∈Rn[X ] −→ ex
∫ +∞

x e−t P (t )dt .

On doit démontrer si Q ≥ 0, alors P = ϕ−1(Q) = ∑n
k=0 Q(k) = Q +Q ′ +Q ′′ + ·· · +Q(n) = ex

∫ +∞
x e−tQ(t )dt ≥ 0. La

forme intégrale le donne immédiatement.

Remarque : Si un polynôme P a des valeurs positives sur toutR, ses racines réelles sont de multiplicité paire (sinon

P (X ) = (X −a)2p+1Q(X ), avec Q(a) ̸= 0, change de signe localement autour de a). Notons aussi que si une racine

ω est (vraie) complexe (donc 2 à 2 conjuguées), alors on peut écrire (X −ω)(X −ω) = (X − ℜeω)2 + (|ω|2 − (ℜeω)2)

avec, je vous rappelle, |ℜeω| ≤ |ω|. Il existe un théorème qui affirme d’ailleurs que si un polynôme P a des valeurs

positives sur toutR, alors il s’écrit nécessairement sous la forme P (X ) = A(X )2+B(X )2 avec A(X ),B(X ) polynômes.
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Ex 50 Soit f un endomorphisme de rang 1.

1 ) Montrez f 2 = tr( f ) f .

2 ) Trouvez α pour que l’endomorphisme α f soit un projecteur. Donnez alors les éléments caractéristiques

1 ) Pour calculer ou utiliser la trace (et le déterminant) d’un endomorphisme, à votre programme, il n’y a guère

d’autre méthode que d’utiliser une matrice de f . N’oubliez pas le « réflexe » : quelle judicieuse base choisir ? Ici,

le noyau est un hyperplan : on prend donc une base (e1, . . . ,en−1) du Ker f que l’on complète en une base E =
(e1, . . . ,en) de E (c’est une ellipse qui signifie utiliser le théorème de la base incomplète). On a :

M = Mat( f , E ) =



0 . . . 0 a1

...
... a2

...
...

...

0 . . . 0 an


La dernière colonne vient de f (an) = ∑n

i=1 ai ei (vecteur quelconque) et la nullité des n−1 premières colonnes de

f (ei ) = 0 pour 1 ≤ i ≤ n −1. On constate tr f = an . On effectue alors le calcul de f 2 par celui de M 2 :



0 . . . 0 a1

...
... a2

...
...

...

0 . . . 0 an



M 2 =



0 . . . 0 a1

...
... a2

...
...

...

0 . . . 0 an





0 . . . 0 a1an

...
... a2an

...
...

...

0 . . . 0 an an


= an



0 . . . 0 a1

...
... a2

...
...

...

0 . . . 0 an


= an M = tr( f ) M

2 ) α f est un projecteur ssi (α f )2 =α2 f 2 =α2 tr f f =α f ssi α2 tr f =α (car f n’est pas l’application nulle car de

rang 1) ssi α= 0 ou α= 1
tr f .

Dans le cas α = 0, l’application nulle, c’est la projection sur
{

0
}

parallèlement à l’ev tout entier E et dans l’autre

cas, c’est la projection sur la droite Im f (qui est d’ailleurs Vect(en) je vous laisse y réfléchir) parallèlement à

l’hyperplan Ker f . On ne peut rien « calculer » de plus.

Ex 53 Soit E unK-ev et ϕ une forme linéaire sur E . On définit f (x) =ϕ(x)u où u est un vecteur de E .

C.N.S. pour que f soit un projecteur? Précisez ses éléments caractéristiques
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f est un projecteur ssi f 2 = f (Attention! ce n’est pas un carré !). On calcule :

f 2(x) = f
(

f (x)
)= f

(
ϕ(x)︸︷︷︸

scalaire

u
)=ϕ(x) f (u) =ϕ(x)ϕ(u)u

Si u ̸= 0, f est donc un projecteur ssi ϕ(x)ϕ(u) = ϕ(x), pour tout x. Si ϕ n’est pas la forme linéaire nulle, il existe

des x tels que ϕ(x) ̸= 0 et donc ceci équivaut à ϕ(u) = 1 .

On cherche alors les éléments caractéristiques : on a immédiatement f (x) = 0 ⇐⇒ ϕ(x) = 0, donc Ker f = Kerϕ

est un hyperplan. Im f est alors une droite par le théorème du rang. je vous laisse réfléchir au fait que ce ne peut

alors être que Vect(u). f est donc la projection sur la droite Vect(u) parallèlement à l’hyperplan Kerϕ.

Remarque : Si u = 0 ou ϕ = 0 f est l’application nulle. C’est bien une projection mais sans intérêt : la projection

sur
{

0
}

parallèlement à l’ev tout entier E

Ex 55 Soit p un projecteur. Etablir rg p = tr p.

Si p est une projection de E , on sait Ker p ⊕ Im p = E , et Im p = Ker(p − I d) (l’espace propre associé à 1 ou l’ev

des vecteurs invariants). En prenant une base adaptée à p, cad une base (e1, . . . ,em) de Ker p complétée par une

base de Im p : (e1, . . . ,en) : c’est donc une base de E et de plus m = dim Ker p donc, par le théorème du rang,

rg p = dimE −dim Ker p = n −m On a u(e1) = ·· · = u(em) = 0, et pour m + 1 ≤ i ≤ n, u(ei ) = ei . Il vient que la

matrice de p dans cette base est : 

0 . . . 0 0 . . . . . . 0
...

...
...

...

0 . . . 0 0 . . . . . . 0
0 . . . 0 1 0 . . . 0
...

... 0 1 .. .
...

...
...

...
. . .

. . . 0
0 . . . 0 0 . . . 0 1


=

 0m 0m,n−m

0n−m,m In−m



Les 2 blocs sur la diagonale sont carrés mais pas les 2 autres. Il est usuel de mettre la taille en indice dans les blocs

0 et I (mais pas toujours). On constate immédiatement tr p = n −m = rg p

Mines-Ponts PSI 2022 | CCP PSI 2011 (projecteur combinaison linéaire) H
*Ex 56 Soit E un espace vectoriel de dimension finie et p, q,r 3 projecteurs.

1 ) Soit f un projecteur de E . Montrez tr f est un entier.

2 ) On suppose p +p
2q +p

3r projecteur. Montrez q = r = 0. .

1 ) Pour un projecteur p, tr p = rg p. La démo est faite dans un exo un peu plus haut, je ne la reproduis pas ici.

Un élève « ambitieux » peut considérer que c’est du cours. La trace d’un projecteur est donc un entier (c’est la

dimension de l’image, cad du sev sur lequel on projette)

2 ) Une fois écrit tr(p +p
2q +p

3r ) = tr p +p
2tr q +p

3trr , on est ramené à démontrer de l’arithmétique, cad

que sachant p ′, q ′,r ′ entiers positifs, p ′+q ′p2+ r ′p3 n’est un entier que si q ′ = r ′ = 0. Ceci se comprend bien par
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l’irrationalité de
p

2 et
p

3. Mais il faut le démontrer proprement. C’est un peu limite programme de PSI.

Je redémontre rapidement
p

2 ̸∈Q. C’est analogue pour
p

3,
p

6. Par l’absurde : si
p

2 = p
q avec p ∧q = 1, premiers

entre eux, (on écrit toujours comme cela un rationnel théoriquement sinon l’écriture n’est pas unique, il en sui-

vrait de probables erreurs de raisonnement). Au carré 2q2 = p2, donc 2 |p2, donc 2 |p (2 est premier) donc 4 |p2

donc 2 |q2 donc 2 |q donc p et q ne sont pas premiers entre eux. Absurde! (tous ces donc sont de l’arithmétique

assez immédiate, je ne les détaille pas, cela vient du fait que 2 est un nombre premier.

Terminons la preuve. Si q ′,r ′ ̸= 0, comme p ′+ q ′p2+ r ′p3 entier, q ′p2+ r ′p3 est entier puis aussi le carré (p ′+
q ′p2+ r ′p3)2 = p ′2 +2q ′2 +3r ′2 +2p ′(q ′p2+ r ′p)+2q ′r ′p6 = n′+q ′r ′p6 donc

p
6 est un rationnel. Absurde

CCINP PSI 2022-2019 (égalité donnant des projecteurs)
*Ex 60 Soient E un espace vectoriel de dimension finie et p, q deux endomorphismes de E vérifiant p +q = Id

et rg(p)+ rg(q) ≤ dimE .

1 ) Montrez E = Im p ⊕ Im q
[
2019 : Question absente

]
.

2 ) Montrez p et q sont des projecteurs.

1 ) Usuellement, pour démontrer F ⊕ G = E , le plus simple est d’utiliser dimF +dimG = dimE et F ∩G = {
0
}
.

Néanmoins ici, vu les hypothèses, il est plus simple de démontrer dimF +dimG = dimE et F +G = E

• Im p + Im q = E . En effet l’hypothèse Id = p +q amène x = p(x)+q(x), avec p(x) ∈ Im p et q(x) ∈ Im q , ce

qui amène E ⊂ Im p + Im q . L’inclusion réciproque est immédiate (« tout » est dans E . . .)

• dim Im p +dim Im q = rg p + rg q ≤ dimE par hypothèse. Or l’item précédent donne dimE = dim( Im p +
Im q) puis la formule du cours dim( Im p + Im q) = dim Im p +dim Im q −dim( Im p ∩ Im q) ce qui amène

dim Im p +dim Im q = dimE +dim( Im p ∩ Im q) ≥ dimE . D’où finalement l’égalité voulue par la double

inégalité.

2 ) En composant à droite et à gauche par p et par q l’expression p +q = Id, il vient p2 +p ◦q = p2 +q ◦p = p et

q2+p ◦q = q2+q ◦p = q . On en déduit p ◦q = q ◦p. Il faut ensuite remarquer que x = (p ◦q)(y) = (q ◦p)(y) ∈ Im p

et x ∈ Im q , donc x ∈ Im p ∩ Im q = {
0
}
, d’après la question précédente. Il vient x = 0. Cette démo étant réalisée

pour tout y , p ◦q = q ◦p = 0. Puis, en réinjectant dans les 2 équations du début, p2 = p et q2 = q . p et q sont bien

des projecteurs.

Remarque : p est le projecteur sur Im p (= Ker(Id − p) = E(1)) parallèlement à Ker p (comme tout projecteur,

cours !). On sait alors que q = Id −p est le projecteur associé ou inverse, cad le projecteur sur Ker p parallèlement

à Im p. On a donc Ker p = Im q et Im p = Ker q . Vous avez suivi ? On a donc ici Im p ⊕ Ker p = Im q ⊕ Ker q =
Im p ⊕ Im q = Ker p ⊕ Ker q = E .

Mines-Ponts PSI 2015 | Mines-Ponts PC 2012 (nilpotent d’indice 2)
*Ex 61 Soient E un C-espace vectoriel de dimension finie et u un endomorphisme de E . Donnez une cns pour

qu’il existe un projecteur p de E tel que u = p ◦u −u ◦p.

On procède par Analyse-Synthèse
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Analyse Il existe un projecteur p tq u = p ◦u −u ◦ p. On passe à la trace, qui nous amène tru = 0 (tr(u ◦ p) =
tr(p◦u)). Mais ceci n’utilise pas vraiment projecteur, donc il faut continuer à analyser. On compose par p à gauche

et à droite, en se rappelant p2 = p :

p ◦u = p2 ◦u −p ◦u ◦p = p ◦u −p ◦u ◦p =⇒ p ◦u ◦p = 0

A droite, on arrive à 2u ◦p = p ◦u ◦p donc u ◦p = 0 puis, en réinjectant, u = p ◦u.

On analyse en termes d’image et noyau. On tire, de ces 2 égalités, Imu ⊂ Im p ⊂ Keru, soit Imu ⊂ Keru qui

amène à u2 = 0. Condition nécessaire. Est-elle suffisante? Oui . . .

Réciproque Soit u un endomorphisme tq u2 = 0. On a alors Imu ⊂ Keru. Il faut construire un projecteur qui, à

minima, doit vérifier Imu ⊂ Im p ⊂ Keru. On prend un projecteur sur Keru (donc Im p = Keru), parallèlement

à n’importe quel supplémentaire. On a donc u ◦p = 0. Montrons u = p ◦u et la preuve sera établie : on a Imu ⊂
Im p = Keru, or on sait Im p = Ker(Id −p), les vecteurs de Imu sont donc des vecteurs invariants par p. Ok.

Ex 62 Soit u ∈ L (R2,R3) et v ∈ L (R3,R2) tels que u ◦ v soit un projecteur de rang 2 de R2. Montrez que

Im(u ◦ v) = Imu puis que v ◦u = I dR2 .

Pour 2 applications linéaires f et g , je rappelle qu’on a immédiatement (c’est quasiment du cours) Im( f ◦ g ) ⊂
Im f et (à l’envers, vous constaterez), Ker g ⊂ Ker( f ◦ g ). Ici, bien faire attention que u et v ne sont pas des endo-

morphismes. On a néanmoins Im(u◦v) ⊂ Imu et par hypothèse dim Im(u◦v) = rg(u◦v) = 2. D’autre part Imu =
u(R2), donc dim Imu ≤ 2 (je rappelle qu’on a toujours pour tout sev F de dimension finie, dimu(F ) ≤ dimF ). On

a donc nécessairement dim Im(u ◦ v) = dim Imu = 2, puis Im(u ◦ v) = Imu.

Notons P = Imu ⊂ R3. Par théorème du rang, comme u ∈ L (R2,R3) , dim Keru = dimR2 −dim Imu = 0 cad

u est injective. En restreignant u (à l’arrivée) et en notant u′ : R2 −→ P, x −→ u(x), u′ est surjective (et injective

comme u) donc bijective : u′−1 existe. De même (u ◦ v)(R3) = u(v(R3)) est de dimension 2. Ceci impose que v(R3)

est de dimension ≥ 2 donc égale à 2 et égale à R2, puisque v(R3) ⊂ R2. En restreignant v (au départ) et en notant

v ′ : P −→R2, x −→ v(x) est surjective et dimP = 2 = dimR2 donc bijective, donc v ′−1 existe.

On a u ◦ v ◦u ◦ v = u ◦ v ce qui donne, puisque u a pour image P , u′ ◦ v ′ ◦u′ ◦ v = u′ ◦ v et en restreignant à P ,

u′ ◦v ′ ◦u′ ◦v ′ = u′ ◦v ′ puis en composant par u′−1 à gauche et v ′−1 à droite, il suit v ′ ◦u′ = I dR2 : x −→ (v ◦u)(x). En

fait v ◦u = v ′ ◦u′, puisqu’ils ont même ensemble de départ et d’arrivée.

Ex 63 Montrez que M ∈ M2(R) est nilpotente (non nulle) ssi elle est semblable à N =

0 1

0 0
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Rappelons la définition stricte de semblable : M est dite semblable à N ssi il existe une matrice inversible P telle

que M = P N P−1. Mais, cette formule étant aussi celle de changement de bases, il y a une autre façon de voir qui

est souvent plus pratique : M et N représentent le même endomorphisme dans deux bases différentes. Si nous

revenons à l’exo, il faut et il suffit donc de démontrer que pour tout endomorphisme f nilpotent (non nul) de R2,

il existe une base (e1,e2) dans laquelle la matrice de f a la forme voulue de l’énoncé. Comme on ne connaît pas

du tout cette base, on procède par analyse-synthèse.

Analyse :

S’il existe une base E = (e1,e2), telle que Mat( f , E ) = N , alors, par lecture des colonnes, on a f (e1) = 0 et f (e2) = e1.

Il faut bien analyser ces données . . .

On constate e1 ∈ Im f et e1 ∈ Ker f , soit e1 ∈ Ker f ∩ Im f . Or pour des raisons de petite dimension, on a néces-

sairement dim Ker f = dim Im f = 1, donc il n’y a pas de « réel choix » de e1, il est unique à α près (voir en dessous

pour justification). Un des problèmes de l’analyse est de comprendre quand on a terminé, ce qui signifie quand

les conditions nécessaires sont, en fait, suffisantes . . . Ici,c’est le cas. On sait comment choisir e1 et e2.

Synthèse :

f est nilpotent non nul, donc dim Ker f ̸= 2 et un endomorphisme nilpotent n’est jamais inversible, comme déjà

vu, donc dim Ker f ̸= 0. Par suite, dim Ker f = 1 et, via le théorème du rang, dim Im f = 2−dim Ker f = 1. Ensuite on

l’existence de q tel que f q = 0. Comme vu dans l’exo 54, nécessairement f 2 = f ◦ f = 0. On en déduit Im f ⊂ Ker f

puis, par égalité de dimension Im f = Vect f . Posons Im f = Vect(u). On prend alors u = e1 (comme compris dans

l’analyse. . .) et , comme e1 ∈ Im f , on a e1 = f (y). On prend e2 = y . On a donc à la fois f (e1) = 0 et f (e2) = e1. La

Matrice de f dans cette base a bien la forme voulue. La preuve est achevée. Il reste quand même à bien vérifier

que c’est une base de R2. Par la cardinalité de 2, on démontre juste la liberté : soient α,β tels que :

αe1 +βe2 = 0 =⇒ α f (e1)+β f (e2) =βe1 = 0 =⇒ β= 0

Et en réinjectant, αe1 = 0 puis α= 0,car e1 ̸= 0 (c’est le u qui est une base de Vect(u))

Remarques

•

0 1

0 0

 est semblable à

0 0

1 0

. (je vous laisse réfléchir au changement de la base de l’une vers l’autre)

• En dimension 3, c’est un peu plus compliqué, il y a deux cas possibles :


0 0 1

0 0 0

0 0 0




0 1 0

0 0 1

0 0 0




0 0 1

0 0 0

0 0 0

est semblable à


0 1 0

0 0 0

0 0 0

et


0 0 0

0 0 1

0 0 0

et


0 1 1

0 0 0

0 0 0

et


0 0 1

0 0 1

0 0 0

 !!

Essayez de trouver le changement de la base de la 1re vers les 4 autres.
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Ex 64 Soit A ∈ Mn(R) une matrice nilpotente. Etablir In − A est inversible.

Pour faire cet exo, il faut penser à la formule (dans R !) (1−x)(1+x +x2 +·· ·+xp−1) = 1−xp . Est-elle vraie dans les

matrices? (par exemple la formule (ab)2 = a2b2, elle, est, en général, fausse. . .). On écrit :

(
In − A

)(p−1∑
k=0

Ak
)
=

p−1∑
k=0

Ak −
p−1∑
k=0

Ak+1 =
p−1∑
k=0

Ak −
p∑

k=1
Ak = A0 − Ap = In − Ap

Par suite A est nilpotente donc il existe q ∈N tq Aq = 0. On prend p = q plus haut : on a donc (In−A)
(∑p−1

k=0 Ak
)= In .

A est donc inversible d’inverse A−1 =∑p−1
k=0 Ak = I + A+ A2 +·· ·+ Ap−1 = I + A+ A2 +·· ·+ Aq−1

Ex 65 Soit f ∈ L (E) nilpotent, cad ∃q ∈N, f q = 0. E de dimension finie n. On appelle indice de nilpotence

p = min{k ∈N∗, f k = 0}. Montrez l’existence de p.

1 ) Montrez qu’un endomorphisme nilpotent n’est pas inversible.

2 ) Soit x tel que f p−1(x) ̸= 0. Montrez que (x, f (x), . . . , f p−1(x)) est libre.

3 ) Montrez p ≤ n et enfin f n = 0.

4 ) L’ensemble des endomorphismes nilpotents est-il un ev ?

1 ) L’ensemble A = {
k ∈N∗, f k = 0

}
est un ensemble d’entiers, minoré (par 0 car entiers positifs !) et non vide car

il contient q . Par axiome deN, il existe donc un plus petit élément que l’on notera p. On a donc f p = 0 mais aussi

f p−1 ̸= 0 par définition de « plus petit ». On a aussi, ∀k ≥ p, f k = 0.

2 ) Méthode 1 (plus simple) : puisque f q = 0, en passant au déterminant det( f q ) = (det f )q = 0. La grande

différence (avec f ) c’est que det f est un réel ! on peut donc en déduire det f = 0 soit f non inversible.

Remarque : Attention! Pour une matrice ou un endomorphisme, on ne peut pas déduire de Ap = 0, A = 0 ! Juste-

ment, on en « déduit » une matrice nilpotente mais ce n’est que du vocabulaire. . .

Méthode 2 (par l’absurde)

Supposons f inversible donc f −1 et f −q existe. On les compose à gauche dans l’équation f q = 0

f −q ◦ f q = f −q ◦0 = 0 mais f −q ◦ f q = f 0 = I d

D’où I d = 0 Absurde!

3 ) Soit f ̸∈ Ker f p−1, cad f p−1(x) ̸= 0. Soient α0,α1, . . . ,αp−1 des scalaires réels tels que α0x +λ1 f (x) + ·· · +
αp−1 f p−1(x) = 0 (1).En appliquant f p−1, par linéarité il vient :

α0 f p−1(x)+λ1 f p (x)+·· ·+αp−1 f 2p−1(x) = f p−1(0) = 0
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Comme f k (x) =)0 pour tout k ≥ p, il reste α0 f p−1(x) = 0 soit α0 = 0 qu’on réinjecte dans l’équation de départ (1).

On applique ensuite f p−2

α1 f p−1(x)+α2 f p (x)+·· ·+αp−1 f 2p−2(x) = f p−2(0) = 0

On en tire α1 f p−1(x) = 0 puis α1 = 0. En réitérant ce processus encore p −2 fois, on aura tous les coefficients nuls,

la famille
(
x, f (x), . . . , f p−1(x)

)
est bien libre.

On utilise la question précédente et un théorème du cours qui dit que toute famille libre a un cardinal plus petit

que la dimension, le cardinal étant p −1+1 = 0p, il suit p ≤ n.

Remarques

• Ce résultat est très important, un élève « ambitieux » peut le retenir (ce n’est pas du programme), la plus

petite puissance nulle d’une matrice nilpotente est toujours inférieure à la dimension. Par exemple, si vous

avez

 a 2a −1

−a 0


7

= 0, vous pouvez en déduire

 a 2a −1

−a 0


2

= 0 (je vous laisse y réfléchir)

• En fait, on peut même dire que M est nilpotente ssi M n = 0 (le n de sa dimension)

4 ) L’ensemble des matrices nilpotentes n’est pas un ev car il n’est pas stable par + : je vous laisse vérifier avec

les deux matrices A =

0 1

0 0

 et B =

0 0

1 0

, nilpotentes car triangulaires strictes. On peut utiliser le résultat

précédent : il suffit de regarder la puissance 2 ! vous voyez l’intérêt ! Un élève « ambitieux » a intérêt à retenir ce

résultat de Q3. Je vous laisse calculer (A +B)2. Il y a une autre démo qui est que cette matrice A +B est inversible

(par un det), donc ne peut pas être nilpotente.

CCINP PSI 2021 (jordanisation matrices 4×4 nilpotentes)
*Ex 67 Soit E unK-ev de dimension 4.

1 ) Soit u un endomorphisme de E tq rgu = 2 et u2 = 0. (i) Montrez Keru = Imu. (ii) Montrez il existe une

base de E dans laquelle u est représenté par

(0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0

)
2 ) Soit u un endomorphisme de E tq rgu = 3 et u4 = 0.

(i) Montrez Keru2 = Imu2. (ii) Montrez il existe une base de E dans laquelle u est représenté par

(0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

)

1 ) Je vous rappelle la propriété g ◦ f = 0 ssi Im f ⊂ Ker g . Ici u2 = u ◦u = 0 amène Imu ⊂ Keru. Comme

rgu = dim Imu = 2 et le théorème du rang dim Keru+ rgu = dimE = 4, il vient dim Keru = 2, puis, avec l’inclusion,

Keru = Imu. On procède par Analyse-Synthèse pour trouver la base demandée.

Analyse

S’il existe une base (e1,e2,e3,e4) tq u ait la matrice voulue, alors, par lecture des colonnes (qui sont les coodonnées

de u(ei ) je rappelle), on a u(e1) = 0,u(e2) = 0,u(e3) = e1 et u(e4) = e2. On en déduit (e1,e2) dans le noyau puis, pour

des raisons de dimension, base du noyau. Ensuite comment « trouver » e3,e4 ? On constate qu’ils sont dans l’image.

Or Keru = Imu. Donc il existe bien 2 vecteurs, que l’on notera e3 et e4, tq u(e3) = e1 et u(e4) = e2. Par contre, il

n’est pas du tout évident que cette famille trouvée soit base (ou libre car ils sont 4). Il faudrait peut-être continuer
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à analyser ? C’est toujours là ou l’analyse est délicate, quand arrête t-on? On arrête là. . .ce sera nécessairement une

famille libre comme le montrera la réciproque. Il faut un minimum de compréhension / intuition des phénomènes

linéaires pour réussir une analyse. . .

Réciproque

Attention ! la synthèse / réciproque ne doit pas trop se servir des raisonnements de l’analyse, ce serait un raison-

nement à l’envers. Il faut juste se servir des conclusions qui sont les seules choses / valeurs possibles ou choses /

conditions nécessaires.

On prend donc (e1,e2) base quelconque du noyau. Ensuite Comme Keru = Imu, ces deux vecteurs sont dans

l’image, donc il existe e3 tq u(e3) = e1 et e4 tq u(e4) = e2. Montrons (e1,e2,e3,e4) famille libre, ce sera donc une

base par cardinalité.

Soit une combinaison linéaire nulleα1e1+·· ·+α4e4 = 0. On applique u qui, par linéarité, amèneα10+α20+α3e1+
α4e2 = 0 =α3e1+α4e2. Par liberté de la famille (e1,e2) il vientα3 =α4 = 0 qu’on réinjecte. On obtientα1e1+α2e2 = 0

qui, à nouveau, nous donne α1 =α2 = 0.

La matrice de u dans cette base a nécessairement la forme voulue. Vous ne comprenez pas ? e1 et e2 sont dans le

noyau donc les 2 premières colonnes sont nulles. u(e3) = e1 = 1e1+0e2+0e3+0e4 donc la 3e colonne, les coordon-

nées, est (1,0,0,0). Pour finir, u(e4) = e2 = 0e1 +1e2 +0e3 +0e4 donc la 4e colonne est (0,1,0,0).

2 ) Ici u4 = u2 ◦u2 = u3 ◦u = u ◦u3 = 0. On a donc Imu2 ⊂ Keru2, Imu3 ⊂ Keru, Imu ⊂ Keru3. rgu = 3 amène

dim Imu = 3 et, par le théorème du rang, dim Keru = 4−3 = 1.

On se rappelle la suite des noyaux itérés et celle des images, inversée :{
0
}= Keru0︸ ︷︷ ︸

dim 0

⊂ Keru︸ ︷︷ ︸
dim 1

⊂ Keru2 ⊂ Keru3 ⊂ Keru4︸ ︷︷ ︸
dim 4

= E
{

0
}= Imu4︸ ︷︷ ︸

dim 0

⊂ Imu3 ⊂ Imu2 ⊂ Imu︸ ︷︷ ︸
dim 3

⊂ Imu0︸ ︷︷ ︸
dim 4

= E

On comprend qu’on a sans doute dim Keru2 = dim Imu2 = 2. Par l’inclusion vue au-dessus, on aura l’égalité

Keru2 = Imu2 demandée par l’exercice. Montrons-le. A noter que par le théorème du rang, il faut et il suffit de

démontrer dim Keru2 = 2.

J’utilise la propriété essentielle (notée (E)) de la suite des noyaux itérés, qui n’est pas du programme d’ailleurs, (au

besoin regardez l’exo avec la démonstration, il est sur cette feuille) : si une inclusion est une égalité, toutes celles

d’après sont des égalités.

• Si dim Keru2 = 1, alors, par inclusion , Keru2 = Keru, puis, propriété (E), Keru3 = Keru donc dim Imu3 =
4−1 = 3. Imu3 ⊂ Keru est impossible pour des raisons de dimension 3 et 1. Absurde !

• Si dim Keru2 = 3, j’utilise la question 2 de ce fameux exercice, dim Keru2 ≤ 2dim Keru. Absurde!

• Si dim Keru2 = 4, alors u2 = 0, donc Imu ⊂ Keru. Les dimensions étant respectivement 3 et 1, Absurde!

On Procède par Analyse-Synthèse pour trouver la base, comme plus haut. Je ne le traite pas ici.

Remarque : L’énoncé a étudié 2 endomorphismes nilpotents de R4. En fait, à une similitude près (matrices sem-
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blables ou dans une base bien choisie), il n’y a que 3 « types » possibles :



0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0





0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 0





0 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 0


Q1) u2 = 0, rgu = 2 Q2) u4 = 0,u3 ̸= 0, rgu = 3 u3 = 0,u2 ̸= 0, rgu = 2

Je rappelle qu’un endomorphisme nilpotent de R4 vérifie nécessairement u4 = 0 (mais ce n’est pas du cours).

Ex 72 Soit E un ev de dimension n Ê 2. Soient f ∈L (E) de rang 1 et a ∈ E tels que Ker f ⊕ Vect(a) = E .

1 ) Montrer que Im f = Vect( f (a)).

2 ) Montrer qu’il existe λ ∈R tel que f 2 =λ f .

1 ) f étant de rang 1, son image est une droite. Il faut et il suffit donc de trouver un vecteur (non nul) dans l’image.

Par définition f (a) est dans l’image de f . Vérifions qu’il est non nul et la preuve sera terminée. Il faut se servir de

l’hypothèse qui nous donne deux sevs supplémentaires et on utilise une démonstration par l’absurde :

Si f (a) = 0, a ∈ Ker f . Or, a ∈ Vect(a). Comme la somme est directe, on sait que Ker f ∩ Vect(a) = {
0
}
. Il suit a = 0,

puis de la somme Ker f = Ker f +{
0
}= Ker f + Vect(a) = E . Or Ker f est de dimension n −1. Absurde.

2 ) On utilise une propriété (parmi d’autres) de 2 sevs supplémentaires F ⊕ G = E : pour prouver que deux appli-

cations sont égales (sur E), il faut et il suffit de prouver l’égalité sur F et sur G .

On a déjà vu l’inclusion immédiate (je ne la redémontre pas ici) Ker f ⊂ Ker f 2. Donc f 2, qui s’annule sur Ker f 2,

s’annule sur Ker f (je vous laisse y réfléchir). Evidemment λ f s’annule sur Ker f , quel que soit λ d’ailleurs.

Sur Vect(a), qui est la droite dirigée par a, il suffit, par la linéarité, de « comparer » la valeur prise en a par f

et f 2. Comment « comparer » f 2(a) et f (a) ? Il faut se rappeler une propriété de l’image, d’ailleurs « similaire »

à celle du noyau utilisée plus haut, ce qui n’est pas étonnant. On a l’inclusion immédiate (je ne la redémontre

pas ici) Im f 2 ⊂ Im f . Par suite f 2(a) ∈ Im f = Vect(a) : on en déduit l’existence d’un scalaire (noté λ tel que

f 2(a) =λ f (a).

Ce λ étant fixé, on a bien démontré l’égalité de f 2 et de λ f sur Ker f et sur Vect(a).

Remarque : Comme déjà signalé dans un exercice de cette feuille, tout endomorphisme de rang 1 vérifie f 2 =
tr( f ) f . Un élève « ambitieux » peut retenir cette propriété (donc λ= tr( f )).
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Ex 74 Soit f et g deux endomorphismes de E R-ev. On suppose f ◦ g ◦ f = f et g ◦ f ◦ g = g .

Etablir Ker f ⊕ Im g = E et Ker g ⊕ Im f = E

Comme il n’y a pas d’hypothèses de dimension, on démontre les deuxc propriétés suivantes :

Ker f ∩ Im g = {
0
}

Il est suffisant de démontrer l’inclusion ⊂ : soit x ∈ Ker f ∩ Im g , alors f (x) = 0 et x = g (y) ave y ∈ E . Il suit

f (x) = f (g (y)) = ( f ◦ g )(y) = 0. On applique g , il vient :

g (0) = 0 = g
(

f (g (y))
)= (g ◦ f ◦ g )(y) = g (y) = x

On a utilisé l’hypothèse dans la 4e égalité.

Ker f + Im g = E

On procède par analyse-synthèse. L’analyse permet de trouver la (seule possible) décomposition sur les deux evs

d’un vecteur f quelconque. On vérifie dans la synthèse ou réciproque.

Analyse

Supposons la décomposition x = y + z avec y ∈ Ker f et z ∈ Im g . Alors f (y) = 0 et z = g (t ) avec t ∈ E . Il vient,

par linéarité, f (x) = f (y)+ f (z) = f (g (t )). L’idée est alors identique à plus haut : on applique g ce qui va permettre

d’utiliser l’hypothèse :

g ( f (x)) = g ( f (g (t )))) = (g ◦ f ◦ g )(t ) = g (t ) = z

On a trouvé z (en fait le seul possible). Il vient alors y = x − z = x − g ( f (x)).

Réciproque

Soit x ∈ E quelconque, alors les 3 propriétés suivantes sont vérifiées :

• x = (
x − g ( f (x)))

) + g ( f (x))

• g ( f (x)) ∈ Im g . Immédiat.

• x − g ( f (x)) ∈ Ker f : f
(
x − g ( f (x))

) = f (x)− f (g ( f (x))) = f (x)− f (x) = 0 en appliquant l’autre hypothèse

qu’on n’avait pas encore utilisée.

La preuve est achevée.

CCINP MPBQ 2023->21 (somme du noyau et de l’image)
*Ex 75 Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension finie n.

1 ) Démontrer que : E = Im f ⊕ Ker f =⇒ Im f = Im f 2.

2 ) (a) Démontrer que : Im f = Im f 2 ⇐⇒ Ker f = Ker f 2.

(b) Démontrer que : Im f = Im f 2 =⇒ E = Im f ⊕ Ker f .

Cet exercice fait partie de la banque d’exos CCINP MP, n°64.

Vous pouvez regarder la correction fournie par le concours : Banque CCINP MP 2023 avec corrigés
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Ex 77 H E de base (e1 . . .en), Gi = Vect(ek )k ̸=i ) Hi = { f ∈ L (E)/ Ker f ⊃Gi }. Etablir L (E) =
n⊕

i=1
Hi

Méthode 1 : On rappelle d’abord que, à l’instar de Mn(R) dont la base canonique est (Mi j )1≤i , j≤n avec un 1 en

position (i , j ) et des 0 ailleurs, une base
(
e1, . . . ,en

)
de E étant fixée, la base canonique de E est ( fi j )1≤i , j≤n qui est

définie par pour k ̸= j , f (ek ) = 0 et f (e j ) = ei . C’est en fait l’application linéaire associée à Mi j . Je vous laisse y

réfléchir.

Ker f ⊃ Gi s’écrit : pour tout k ̸= i , f (ek ) = 0 et f (ei ) quelconque, soit f (ei ) = ∑n
j=1 α j i e j . On a alors immédiate-

ment, par linéarité, que les applications f j i pour 1 ≤ j ≤ n (cad pour k ̸= i , f (ek ) = 0 et f (ei ) = e j , forment une

famille génératrice de Hi . Comme cette famille est libre, en tant que sous-famille de la base canonique de L (E) ,

c’est une base de Hi . On applique ensuite un théorème qui dit que on a F1 ⊕ . . . ⊕ Fp = E ssi la réunion des bases

de Fi est une base de E . Ici la réunion des bases ( f j i )1≤ j≤n de Hi est la base canonique ( f j i )1≤i , j≤n de L (E) , donc

H1 ⊕ . . . ⊕ Hn = L (E) .

Méthode 2 : On va d’abord démontrer que HF = {
f ∈ L (E) , Ker f ⊃ F

}
est un sev de L (E) de dimension n(n−p)

avec dimE = n et dimF = p. C’est un exo classique. On considère un supplémentaire G de F , cad F ⊕ G = E et

dimG = n−p. On a alors que f ∈ HF ssi f/F = 0 et f/G quelconque. On note ensuite l’application restreinte f ′ : G −→
E , x −→ f (x) et l’application ϕ : f ∈ HF −→ L (G ,E) , f −→ f ′. Elle est linéaire et bijective car sa réciproque est

l’application qui à f ∈ L (G ,E) associe l’application f̂ ∈ L (E) définie par f̂/G = f et f̂/F = 0. On a immédiatement

Ker f̂ ⊃ F , cad on a bien f̂ ∈ HF . Ensuite, par isomorphisme, dim HF = dim L (G ,E) = dimG ×dimE = n(n −p).

On a dimGi = n −1, d’où par le résultat précédent dim Hi = n(n − (n −1)) = n. Ensuite, on a bien H1 ⊕ . . . ⊕ Hn =
L (E) par la double propriété :

• dim H1 +·· ·+dim Hn = n +·· ·+n = n ×n = dim L (E)

• Soit fi ∈ Hi telles que f1+·· ·+ fn = 0. En appliquant à la base (ei ), il suit que f1(ei )+·· ·+ fn(ei ) = 0+·· ·+0+
fi (ei ) = 0. Comme on a aussi par définition, fi (e j ) = 0 pour j ̸= i , il vient fi = 0.

Ex 78 Soit E unK–espace vectoriel (K=R ou C) de dimension 4. Soient f1, f2, f3 et f4 des endomorphismes

de E tels que f1 + f2 + f3 + f4 = Id E et fi ◦ f j = 0 si i ̸= j .

1 ) Montrez que les fi sont des projecteurs.

2 ) Montrez Im f1 ⊕ Im f2 ⊕ Im f3 ⊕ Im f4 = E .
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1 )

fi = fi ◦ Id = fi ◦ ( f1 + f2 + f3 + f4) = fi ◦ f1 + fi ◦ f2 + fi ◦ f3 + fi ◦ f4 =
4∑

j=1
fi ◦ f j = fi ◦ fi +0+0+0

Je rappelle que la distributivitéde ◦ à gauche sur + (le 3e égal) est correcte parce que fi est linéaire

2 )

• Im f1 + Im f2 + Im f3 + Im f4 = E

Analyse :

Soit x ∈ E se décomposant x = y1 + y2 + y3 + y4 avec yi ∈ Im fi , soit yi = fi (zi ). En appliquant f j à l’égalité,

par linéarité :

f j (x) = f j

( 4∑
i=1

y j ) =
4∑

i=1
f j ( fi (zi )) = f 2

j (z j )+0+0+0 = f j (z j ) = y j

L’analyse est terminée, le seul y j possible est y j = f j (x). . .

Synthèse :

Soit x ∈ E ; on peut décomposer comme suit :

x = Id(x) =
4∑

i=1
fi (x) avec fi (x) ∈ Im fi

Attention! au fait que l’on a seulement démontré E ⊂ Im f1 + Im f2 + Im f3 + Im f4. L’autre inclusion est

immédiate (« tout » est dans E !)

• La somme est directe :

Soient yi des vecteurs de Im fi tels que y1 + y2 + y3 + y4 = 0. Montrons qu’ils sont nuls. yi = fi (zi ). Comme

on l’a déjà utilisé à plusieurs reprises, on applique f j :

0 = f j (0) = f j

( 4∑
i=1

yi

)
=

4∑
i=1

f j (yi ) =
4∑

i=1
f j ( fi (zi )) = 0+0+0+ f 2

j (z j ) = f j (z j ) = y j

Ex 79 Soit P un polynôme de C[X ] de degré n+1. Etablir Cn[X ] ⊕ P (X )C[X ] =C[X ]

où, usuellement , P (X )C[X ] désigne l’ensemble des polynômes
{

P (X )×Q(X ) / Q(X ) ∈C[X ]
}
.

Etant donné que C[X ] est de dimension infinie, on démontre :

• Cn[X ]∩P (X )C[X ] = {
0
}

L’inclusion ⊂ suffit. Soit R(X ) ∈ Cn[X ]∩P (X )C[X ], donc R ∈ Cn[X ], soit degR ≤ n et R(X ) = P (X )Q(X ). La

formule degR = degP +degQ amène degR ≥ n + 1 (ce qui se comprend bien). Ces deux inégalités sur le

degré de R sont incompatibles entre elles, sauf pour le polynôme nul.

• Cn[X ]+P (X )C[X ] =C[X ]

En général, pour démontrer une somme (directement), on procède par analyse-synthèse pour « deviner »

comment le vecteur (ici un polynôme S(X )) se décompose suivant les 2evs (ici Cn[X ] et P (X )C[X ]). En
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fait, ici, il n’y pas vraiment besoin d’analyse, il faut deviner tout seul que c’est le théorème de la division

euclidienne (de S par P ) : comme P ̸= 0, il existent un unique quotient Q et un unique reste R tels que

S(X ) = P (X )Q(X )+R(X ) avec degR(X ) < degP (X ) ce qui donne bien degR(X ) ≤ n. Je vous laisse réfléchir

(voir) au fait que la somme est bien démontrée. . .

Remarque : L’ev P (X )C[X ] est en fait l’ensemble de tous les polynômes multiples du polynôme P (X ) qui, donc,

est bien un ev. Par contre, l’ensemble de tous les polynômes qui divisent le polynôme P (X ) n’est pas un ev. Vous

voyez pourquoi ?

Mines-Ponts PSI 2023þ (étude de 2 sevs de L
(

E ,F
)

) H
*Ex 82 Soit E un K-ev de dimension finie et a,b ∈ L (E) . on pose Da = {

a ◦ v, v ∈ L (E)
}

et Gb = {
v ◦b, v ∈

L (E)
}

1 ) Montrez que Da = {
f ∈ L (E) , Im f ⊂ Im a

}
.

2 ) Donnez une relation similaire pour Gb

3 ) Soit Hab = Da +Gb . Donnez sa dimension.

4 ) Quel est le rang maximal d’un élément de Hab ?

1 ) On pose V = {
f ∈ L (E) , Im f ⊂ Im a

}
. Da ⊂ V est immédiat puisque si f = a ◦ v, Im f ⊂ Im a. Récipro-

quement, soit f ∈ L (E) tq Im f ⊂ Im a. Construisons v tq f = a ◦ v . L’idée est « d’inverser » a. Bien sûr, a n’est

pas nécessairement inversible. On utilise le théorème du rang version théorique : en notant F un supplémentaire

quelconque de Ker a dans E , a induit un isomorphisme, noté a′, de F sur Im a. On écrit E =G ⊕ Ker f .

• Sur Ker f , on prend v = 0. On a bien f = a ◦ v

• Sur G , on prend v = a′−1 ◦ f . Possible car Im f ⊂ Im a. on a bien a ◦v = a′ ◦v , car Im v ⊂ F , = a′ ◦a′−1 ◦ f = f

f et a ◦ v étant égales sur 2 sevs supplémentaires sont égales partout.

2 ) La relation est « inversée » : Gb = {
v ◦b, v ∈ L (E)

}= {
f ∈ L (E) , Ker f ⊃ Kerb

}
Montrons l’inclusion non immédiate, cad si f ∈ L (E) tq Kerb ⊂ Ker f , construisons v linéaire tq f = v ◦b. On

prend 2 supplémentaires G et F vérifiant respectivement G ⊕ Kerb = E = F ⊕ Imb. Le théorème du rang nous

donne qu’il existe un isomorphisme, noté b′, de G sur Imb. On construit v par :

• Sur F , on prend v = 0

• Sur Imb, on prend v = f ◦b′−1.

Le lecteur vérifiera de lui-même, proprement, que l’on a bien f = v ◦b. Attention ! , il faut le vérifier sur Kerb ⊕G .

3 )

Méthode 1

On a dim Hab = dimDa +dimGb −dimDa ∩Gb . On a dimDa = n rg a, dimGb = n(n −dim Kerb) et dimDa ∩Gb =
(n −dim Kerb)rg a. Je vous traite juste ce dernier, les 2 autres ayant une démo similaire.

Soit f ∈ Da ∩Gb , cad Im f ⊂ Im a et Kerb ⊂ Ker f . Prenons B un supplémentaire de Kerb dans E , B ⊕ Kerb =
E . Considérons l’application ϕ qui à f associe l’application f ′, égale à f , mais co-restreinte, au départ à B et à
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l’arrivée à Im a. On a f ′ ∈ L
(

B , Im a
)

, ev de dimension dimB dim Im a = (n−dim Kerb)rg a.ϕ est bijective, donc

un isomorphisme, car la réciproque est l’application qui à g ∈ L
(

B , Im a
)

associe l’application de E = B ⊕ Kerb

sur E définie par g sur B et 0 sur Kerb. Je vous laisse vérifier qu’elle convient. Le résultat suit.

dim Ha = n rg a +n(n −dim Kerb)− (n −dim Kerb)rg a = n2 −dim Kerb(n − rg a)

Méthode 2

Via la une base E au départ adaptée à la décomposition Kerb ⊕B = E et une base F à l’arrivée à la décompostion

Im a ⊕ F = E , Les éléments g de Da (rp. h de Gb) ont de la base E vers la base F une matrice du type :

g :

A B

0 0

 h :

0 C

0 D

 =⇒ g +h :

A B +C

0 D

= M

Je vous laisse y réfléchir. Attention ! ces blocs n’ont aucune raison d’être carrés ! Par exemple, A ∈ Mrg a,dim Kerb(K)

et D ∈ Mn−rg a,n−dim Kerb(K) . La dimension recherchée est le nombre d’indéterminées de cette matrice (je ne

m’attarde pas sur une démo et je vous laisse y réfléchir) soit :

rg a dim Kerb + rg a(n −dim Kerb)+ (n − rg a)(n −dim Kerb) = n2 −dim Kerb(n − rg a)

4 ) Rappelons que rang maximum signifie que la valeur peut être « atteinte ». On note r = rg A et k = dim Kerb et

usuellement Jr,m,l la matrice de Mm,l (K) constituée de 0 et que de 1 sur la « diagonale » issue de la position (1,1),

qui d’ailleurs n’est pas stricto-sensu une diagonale lorsque m ̸= l .

On reprend la méthode 2 et les matrices M = (
A E
0 D

)
avec A ∈ Mr,k (K) , D ∈ Mn−r,n−k (K) et E ∈ Mr,n−k (K) . On a

rg(u + v) ≤ rgu + rg v puisque Im(u + v) = {
(u + v)(x), x ∈ E

}⊂ Imu + Im v = {
u(x)+ v(y), x, y ∈ E

}
• si r ≤ k, M = (

A 0
0 0

)+ (
0 E
0 D

)
d’où rg M ≤ rg

(
A 0
0 0

)+ rg
(

0 E
0 D

)≤ r +n −k.

En considérant M =

Jr,r,k 0

0 Jn−k,n−r,n−k

 =



1 0 . . . . . . . . . . . . 0 0 . . . . . . 0
0 1 0 0 ...

...
...

. . .
. . .

. . .
...

...
...

0 . . . 0 1 0 . . . 0 0 . . . . . . 0

0 . . . . . . . . . . . . . . . 0 1 0 . . . 0
...

... 0 1 .. .
...

...
...

...
. . . 0

...
... 0 . . . 0 1

...
... 0 . . . . . . 0

...
...

...
...

0 . . . . . . . . . . . . . . . 0 0 . . . . . . 0



, ce rang est « atteint ».

• si r ≥ k, le rang n est atteint en In ! Regardez le dessin pour comprendre que c’est bien une matrice du type
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de M : 

1 0 . . . 0 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0
0 1 .. .

...
...

...
...

. . .
. . . 0 ...

...

0 . . . 0 1 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0
0 . . . . . . 0 1 0 . . . . . . . . . . . . . . . 0
...

... 0 1 .. .
...

...
...

...
. . .

. . .
. . .

...

0 . . . . . . 0 0 . . . 0 1 0 . . . . . . 0

0 . . . . . . 0 0 . . . . . . 0 1 0 . . . 0
...

...
... 0 1 .. .

...
...

...
...

. . .
. . . 0

0 . . . . . . 0 0 . . . . . . . . . . . . . . . 0 1


Centrale PSI 2022 (polynômes de Lagrange et formules de Quadrature) H
*Ex 84 Soit (L0, . . . ,Ln) une famille de polynômes de Rn[X ] vérifiant ∀ i ,k ∈ �

0; n
�

, Lk (i ) = δi k

1 ) Donnez la forme factorisée des Lk et exprimez le coefficient dominant avec des factorielles.

2 ) Montrez (L0, . . . ,Ln) base de Rn[X ].

3 ) Soit P ∈Rn[X ] vérifiant ∀0 ≤ k ≤ n, P (k) = kn . Exprimez P de 2 manières différentes.

4 ) Donnez une expression simplifiée de
∑n

k=0

(n
k

)
(−1)n−k kn .

5 ) Donnez la dimension de L
(
Rn[X ],R

)
. Montrez il existe un unique (n +1)-uplet (λ0, . . . ,λn) ∈ Rn+1 tq, pour

tout P ∈Rn[X ],
∫ n

0 P (t )dt = ∑n
k=0 λk P (k)

1 ) C’est du cours, si (L0, . . . ,Ln) est la famille des polynômes de Lagrange associée à n+1 réels distincts a0, . . . , an :

Li (X ) =
∏

j ̸=i (X −a j )∏
j ̸=i (ai −a j )

ici
∏
j ̸=i

(i − j ) =
i−1∏
j=0

(i − j )(−1)n−i
n∏

j=i+1
(i − j ) = (−1)n−i i ! (n − i )!

On vérifie que la formule reste vraie pour les cas particuliers-limite i = 0 et i = n.

2 ) C’est du cours, je ne le redémontre pas ici.

3 ) Je rappelle que les coordonnées d’un polynôme P quelconque dans la base de Lagrange associée aux (ai )0≤i≤n

sont les (P (ai ))0≤i≤n . On en déduit une première expression du P de l’énoncé :

P (X ) =
n∑

i=0
i nLi (X ) =

n∑
i=0

(−1)n−i i n

i ! (n − i )!

∏
j ̸=i

(X − j )

En remarquant que les polynômes X n et P ont même valeurs sur les k pour 0 ≤ k ≤ n, en nombre plus grand que

le degré (au plus n), alors P (X ) = X n .

4 ) En considérant le coefficient dominant de P , cad de X n , sur les 2 expressions :

1 =
n∑

i=0

(−1)n−i i n

i ! (n − i )!
= 1

n!

n∑
i=0

(−1)n−i i n

(
n

i

)
=⇒

n∑
k=0

(
n

k

)
(−1)n−k kn = n!

5 ) D’après le cours, dim L
(
Rn[X ],R

) = dimRn[X ]×dimR = n +1. On sait que ek : P ∈ Rn[X ] −→ P (k) est une

forme linéaire de Rn[X ], cad un élément de L
(
Rn[X ],R

)
. En fait (e0, . . . ,en) en est une base. Par cardinalité, il faut

et il suffit de démontrer la liberté. Soit
∑n

i=0 αi ei = 0 (E) une combinaison linéaire nulle.

L’idée astucieuse est de l’appliquer aux polynômes de Lagrange puisque, par définition, ei (P j ) = δi j . Si on ap-

plique donc (E) au polynôme Li , on obtient αi = 0 !
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(e0, . . . ,en) étant une base de L
(
Rn[X ],R

)
etϕ : P ∈Rn[X ] −→ ∫ n

0 P étant elle-même une forme linéaire sur Rn[X ],

on en déduit l’existence d’un u nique n + 1-uplet de coordonnées (λi ) vérifiant ϕ = ∑n
i=0 λi ei ce qui, une fois

appliqué à un polynôme quelconque P , est exactement la formule de l’énoncé.

Remarques

• La base (e0, . . . ,en) de L
(
Rn[X ],R

)
vérifiant ei (L j ) = δi j est appelée base duale de la base (Li ). On note en

général ei = L∗
i . On étudie ce concept en classe de MP.

• Les formules du type
∫ n

0
P (t )dt =

n∑
k=0

λk P (k) sont appelées formules de quadrature. Elles permettent de

calculer une aire sous un polynôme P et, par approche, celle d’une fonction continue. Si vous avez bien

suivi la démo, il n’est pas nécessaire de prendre les entiers k, on peut prendre n +1 réels distincts a0, . . . , an .∫ n

0
P (t )dt =

n∑
k=0

βk P (ak ) pour tout polynôme de degré ≤ n, les βk étant fixés et indépendants de P . Pour

une fonction f continue quelconque, on n’aura pas une égalité mais une « approche ».

Par exemple pour n = 1, on obtient
∫ b

a P (t )dt = b−a
2 P (a)+ b−a

2 P (b) pour tout polynôme de degré ≤ 1. C’est

d’ailleurs évident à vérifier à la main. Ce qui est remarquable c’est que si on applique cela, en coupant en n

intervalles pour une fonction f , on obtient l’approche par la formule des trapèzes.

De même, pour n = 2 et a, a+b
2 ,b, on obtient

∫ b
a P (t ) = b−a

6 P (a)+ 4(b−a)
6 P

( a+b
2

)+ b−a
6 P (b) pour tout poly-

nôme de degré ≤ 2. En l’appliquant à un f continue quelconque en coupant en n intervalles, on obtient

l’approche par la formule de Simpson.

Ex 86

1 ) Soient λ1, . . . ,λn ̸= 2 à 2 et f : T ∈Rn−1[X ] 7→ (
T (λ3

1), . . . ,T (λ3
n)

) ∈Rn . Montrer que f est un isomorphisme.

2 ) Explicitez T −1 (on pourra utiliser les polynômes de Lagrange)

1 ) La linéarité de f est immédiate et laissée au lecteur. On remarque que les deux evs ont la même dimension :

dimRn−1[X ] = n = dimRn . Donc, il faut et il suffit de démontrer Ker f = {
0
}

(et même ⊂) pour démontrer f

bijective.

Soit T ∈ Ker f . On a alors T (λ3
i ) = 0. On en déduit que les λ3

i sont racines de T et comme ils sont distincts, ils

sont en nombre n, le polynôme T a plus de racines que son degré et est le polynôme nul. Attention! toutefois à

bien justifier que les λ3
i sont distincts : cela provient de g : x −→ x3 injective. On peut prouver l’injectivité par la

bijectivité de R sur R et les théorèmes d’analyse : g est continue et strictement croissante (par sa dérivée).

2 ) Soit donc un n-uplet de réels a = (a1, . . . , an) ; il faut comprendre comment trouver le polynôme T (de degré

≤ n −1) qui vérifie T (λ3
i ) = ai . Ce polynôme existe d’après la question précédente.
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Les λ3
i étant distincts et en nombre n, il existe un unique polynôme de degré ≤ n −1, que l’on notera Pa tel que

Pa(λ3
i ) = ai . Un autre théorème du cours nous dit que on peut l’obtenir à partir des n polynômes de Lagrange en

les / associés aux n nombres λ3
1, . . . ,λ3

n que l’on va noter usuellement L1, . . . ,Ln : c’est :

Pa(X ) =
n∑

i=1
Pa(λ3

i ) Li (X ) =
n∑

i=1
ai Li (X )

La bijection réciproque est donc ϕ−1 : (a1, . . . , an) ∈Rn −→
n∑

i=1
ai Li (X ).
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