
Fonctions ou Séries Génératrices

Comme dans tout le chapitre, on suppose donné un espace probabilisé
(
Ω, A ,P

)
et toutes les variables aléatoires

sont définies sur Ω. Par contre, dans ce chapitre on considèrera uniquement des variables aléatoires à valeurs dans

N (elles sont donc discrètes et réelles).

Théorème et Définition :

Pour toute variable aléatoire X à valeurs dans N, on définit sa fonction génératrice notée GX par la somme de la

série entière :

GX (t ) =
+∞∑
n=0

P
(

X = n
)

t n

Cette série entière a un rayon de convergence R ≥ 1 et GX est définie sur au moins
[ −1,1

]
.

Exemple : La fonction génératrice d’une va X de Bernoulli 1 X ∼B
(

p
)

est GX (t ) = pt +1−p

Démo : GX (t ) = P
(

X = 0
)

t 0 +P
(

X = 1
)

t 1 +0 = (1−p)+p t

Exemple 2 : La fonction génératrice d’une va X de Poisson 2 de paramètre λ> 0 est GX (t ) = eλ(t−1)

Démo : GX (t ) =
+∞∑
n=0

e−λ
λn

n!
t n = e−λ

+∞∑
n=0

(tλ)n

n!
= e−λ eλt = eλ(t−1)

Propriétés :

Ï Pour une variable aléatoire finie, la fonction génératrice est un polynôme et alors R =+∞.

Ï On a GX (1) =
+∞∑
n=0

P (X = n) = 1.

Ï On remarquera l’intervalle fermé (qui en dit plus que R ≥ 1). Comme :

sup
t∈[−1,1]

∣∣∣P (
X = n

)
t n

∣∣∣= P
(

(X = n)
)

série convergente (puisque de somme 1 !), il y a même convergence normale sur
[−1,1

]
, ce qui nous donne la

convergence absolue et la continuité de GX sur (au moins)
[ −1,1

]
(qui en dit plus que R ≥ 1). G est (à priori)

C∞ sur
] −1,1

[
. Pas nécessairement dérivable en 1 (voir plus bas)

Proposition : ∀ t ∈ [ −1,1
]

, GX (t ) = E
(

t X
)

Note : ceci a bien un sens car t X = f (X ) avec f (x) = t x , en se rappelant que ici x est entier et donc que t peut être

négatif. C’est la formule de transfert.

Théorème : Une loi de variable aléatoire à valeurs dans N est entièrement caractérisée par la donnée de sa

fonction génératrice GX et on a : ∀n ∈N, P
(

X = n
)= n! G (n)

X (0)

2 vas ont donc même loi ssi elles ont même fonction génératrice

Proposition : Si X et Y sont 2 va indépendantes (et à valeurs dansN), alors GX+Y =GX ×GY .

Se généralise à n variables aléatoires Xi (mutuellement) indépendantes : G ∑n
i=1 Xi

=
n∏

i=1
Gxi

Démo : Pour x ∈ [ −1,1
]

, GX+Y (x) = E
(
x X+Y

)= E
(
x X ×xY

) =︸︷︷︸
(1)

E
(
x X

)×E
(
xY

)=GX (x)×GY (x)

En utilisant en (1) f (t ) = g (t ) = x t , en se rappelant que t est ici entier (X à valeurs dans N) et donc que x peut être négatif.

puis f (X ) et g (Y ) indépendantes, puisque X et y le sont, d’après le cours.
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Exemple : :

La fonction génératrice d’une va X suivant la loi binomiale X ,→B
(

n , p
)

est GX (t ) =
(
pt +1−p

)n

Démo : Méthode 1 :

GX (t ) =
n∑

k=0

(
n

k

)
pk (1−p)n−k t k =

n∑
k=0

(
n

k

)
(pt )k (1−p)n−k =

(
pt +1−p

)n

Méthode 2 : X est la somme de n va de Bernoulli1 Xi indépendantes de paramètre p et la propriété plus bas :

E(X ) = E
( n∑

i=1
Xi

)
=

n∏
i=1

E(Xi ) =
n∏

i=1
(pt +1−p) =

(
pt +1−p

)n

Proposition : La va X admet une espérance (finie) ssi GX est dérivable en 1, et alors : E(X ) =G ′
X (1).

La va X admet une variance finie ssi sa fonction génératrice GX est 2 fois dérivable en 1 et alors : V (X ) =G ′′
X (1)+

G ′
X (1)− (

G ′
X (1)

)2

Démo : On se place dans un cas plus facile R > 1 et on démontre qu’un sens. Ici on sait, cours sur les séries entières, comme

1 ∈ ] −R,R
[

que GX est dérivable en 1 et on peut dériver terme à terme. Il vient

G ′
X (1) =

[ +∞∑
n=0

P
(

X = n
)
nxn−1

]
(x = 1) =

+∞∑
n=0

n P
(

X = n
)= E(X )

G ′′
X (1) =

[ +∞∑
n=0

P
(

X = n
)
n(n −1)xn−2

]
(x = 1) =

+∞∑
n=0

n2P
(

X = n
)− +∞∑

n=0
nP

(
X = n

)= E(X 2)−E(X )

Puis V (X ) = E(X 2)−E(X )2 =G ′′
X (1)+G ′

X (1)− (
G ′

X (1)
)2

Exemple :

Soit X à valeurs dansN telle que GX (u) = ae1+u2
. Déterminez a puis la loi de X , son espérance et sa variance.

Démo : GX (1) = 1 amène a = e−2. Ensuite, on sait pour k ∈N, P
(

(X = k)
) = k !

[
ae1+u2](k)(0). Comme cette dérivée k-ieme

n’est pas évidente à calculer (comme souvent), on développe en série entière :

GX (u) = ae1+u2 = eu2−1 =
+∞∑
n=0

e−1 u2n

n!

il vient donc, par unicité du développement en série entière qui permet l’« identification » :

P
(

(X = 2n +1)
)= 0 P

(
(X = 2n)

)= e−1

n!

GX étant clairement 1 et 2 fois dérivable en 1, l’espérance et la variance de X existent bien, puis :

G ′
X (u) = 2u eu2−1 G ′′

X (u) = eu2−1(2+4u2) et finalement :

E(X ) =G ′
X (1) = 2 V (X ) =G ′′

X (1)+G ′
X (1)−G ′

X (1)2 = 6+2−22 = 4

Note : dans certains cas, il pourrait s’avérer « plus adroit » de faire un développement limité en 1 de GX à l’ordre 2 pour

obtenir les 2 dérivées (qui sont alors les coefs des ordres 1 et 2 à la factorielle près : 1 ! et 2 ! cours de Sup). Rappelons quand

même qu’il faut d’abord « ramener » en 0 par changement de variable et que cela prend du temps aussi. Faisons-le ici et je

vous laisse comparer la rapidité. On pose v = u −1 −→ 0 puis :

eu2−1 = e(v+1)2−1 = ev2+2v−→0 = 1+ (v2 +2v)+ 1

2!
(v2 +2v)2 +o(v2) = 1+ 2︸︷︷︸

G ′
X (1)

v + 3︸︷︷︸
G ′′

X (1) / 2!

v2 +o(v2)
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