Familles Sommables

Le probléeme quand on « somme » une infinité de nombres, c’est qu’'en changeant 'ordre, cad en commutant et
ré-associant difféfremment, on peut trouver une somme différente ... C’est le probleme pour (certaines) série
convergente, en réassociant on peut méme trouver l'infini, cad une série divergente! Je vous ai traité un exemple
en cours avec la série ). # Je vous ai d’ailleurs signalé en cours que ce qu’'on appelait somme de la série
n’était pas tout a fait une somme ou, en tous cas, pas le concept « intuitif » que vous en avez (qui est le concept
de somme finie en fait). On a besoin théoriquement d'une notion un peu plus forte qu’'une série convergente, qui
est le concept de famille sommable. En Sup, vous avez déja traité un cas particulier qui est suite sommable. Je
rappelle qu'une famille (x;);e; est une suite ssi elle est indexée par I'ensemble I =N (ou N*). Dans la suite toutes

les familles (ou suites) considérée sont supposées complexes (ou réelles).

1 Svuites sommables (rappel cours de Sup)

Définition : Une suite (u,) est dite sommable ssi la série ) u,;, est absolument convergente

Remarques

* une suite positive est donc sommable ssi la série est convergente.

* Dans le cas d'une suite sommable, nous allons montrer qu’'on est bien dans le concept d’'une somme puis-
qu’en changeant |'ordre, on obtiendra la méme somme (théoreme d’apres). En conséquence, pour une série
positive convergente, ou une série absolument convergente, la somme Y./} u, « correspond » bien a une

somme au sens intuitif.

Théoreme : Soit (u,) une suite sommable. Alors, pour toute permutation o : N — N, la suite (ug(y)) est
+00

+00o
sommable et a méme somme Y Ugn = Y, Un
n=0 n=0

Démo: Je nele démontre que dans le cas u, = 0. Je rappelle qu'une série positive converge ssi les sommes partielles sont
n n

majorées. On note les 2 sommes partielles S, = Z upetT,= Z Ug (k)
k=0 k=0
n my +00
T, = Z Ugk) < Z Ug =Sm, < Z ur avec my =max(c(0),...,0(n))
k=0 k=0 k=0
La majoration résulte de la positivité des u;. On en déduit la convergence de la série }_ 14 (), doncla convergence absolue
+00 +00
par positivité. La suite (u4(;,)) est donc sommable et Z Ug(n) < Z uy,. Lautre inégalité est donnée par :
n=0 n=0
n In +00 ) .
Sn=) uk<) Ugy=Ti, < Y Ugky avecl,=max(c '(0),...,0~ " (n))
k=0 k=0 k=0

Je vous laisse réfléchir a la majoration, un peu plus délicate a appréhender que la précédente.

2 Fawmilles Sommables

On considere ici une famille (u;);c; de complexes. Les cas les plus fréquents que vous rencontrerez sont I =N, [ =
Z (par exemple la famille des coefficients de Fourier exponentiels (c;) 1ez), ou I = NxN, surtout en probabilités. Ce
dernier cas correspond a ce qu’on appelle une suite double (car doublement indexée), les (u4,,p) n, pen. Notons que

tous ces ensembles sont dénombrables. On ne considere, a votre programme, que des ensembles / dénombrables.
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2.1 Familles PosiTives

Définition : Soit (u;) ;c; une famille de réels positifs, ou égaux a +oo, cad u; e R* U { +oo}.

* Si u; n'est jamais égal a +oo et que I'ensemble { Z u;, J < 1,] fini} est majoré, on dit que la famille est som-

ie]
mable et on note Z u;, la borne supérieure de cet ensemble.
iel
¢ Dans tous les autres cas, la famille n’est pas sommable et on convient Z U = +oo

iel

Remarques

e Si on prend I = N, heureusement, on a la famille (u,),en (Qui est une suite) est une famille sommable

(concept de Spé) ssi c’est une suite sommable (concept de Sup) et dong, ssila série ) u, est convergente qui

+00
équivaut ici a absolument convergente car u, = 0. Et alors, heureusement aussi!, Z Up = Z Un
neN n=0

¢ Dans tous les cas, Z u; = 0 ssi chaque u; est nul (par positivité) ssi (u;) ;e est la famille nulle.
iel
* ATlinstar du critere de majoration des séries positives, on a aussi si (x;);es €t (y;)ie; sont 2 familles de réels

positifs tels que x; < y; et la famille (y;) est sommable, alors la famille (x;) est sommable et Z X; < Z Vi
iel iel

Sommation par Paquets :
Soient (u;);e; une famille de réels de R* U { +oo} et]= U I; une partition au plus dénombrable de I, alors

JjeJ
IRTEDIDINT
iel Jje€J iEI]-

En plus (u;) je; est sommable ssi on a les 2 propriétés :
e Pour chaque j € J, la famille (u;) ;e 1; est sommable, sa somme étant alors notée S; =3 ;¢ I; Ui

* La famille (S;) je; est sommable.

Ce théoréme vous dit donc que lorsque vous disposez de réels positifs, méme en nombre infini (au plus dénom-
brable), vous pouvez réordonner, commuter, permuter, ré-associer, couper, découper, bref, calculer « comme vous
voulez» cette somme. In fine, la famille sera sommable si vous ne trouvez pas +oo.
Attention ! Ceci est faux si ne sont pas des réels positifs
Prenons I'exemple le plus fréquent que vous rencontrerez en probas, le cas d'une suite double u;,,, donc indexée
par I =N x N. Alors les 3 découpes par paquets

NxN=[J{(mp), neN}=J{(np), peN}=J{G k-1, 0=<i<k}

peN neN keN

amenent I'égalité sommatoire (je vous laisse y réfléchir) :

+00 +00 +00 +00 +oo k

Y Unp=) Y Unp= ) D Unp= Y, ) Uik-i
p=0 n=0 n=0 p=0

(n,p)eN? k=0 i=0

2.2 Familles ouelconoues

Afin que vous soyez « convaincu» du « probléme», je vous donne tout de suite une suite double, non positive donc,
ol, sommer d’abord suivant p puis suivant n et, sommer d’abord suivant n puis suivant p (en bref, permutation
des deux }) ne donne pas la méme « somme»!

2(p—-q)
(p+qg+1)(p+qg+2)(p+qg+3)

Essayez de suivre le calcul assez fastidieux : il s’agit de u,q =
2



On décompose d’abord en élément simples par rapport a p (je ne vous mets pas le détail de la preuve)

2(p-q) __2q+1 N 4q+4 2q+3

(p+q+D(p+qg+2)(p+q+3) p+q+1 p+q+2 p+q+3

Les 3 termes se télescopent, vous le voyez? (la somme des coeffs au numérateur vaut 0 et le « décalage » en bas)

Ji‘“io *i"*"o 2g+1 4q+4 2g+3
q=0 p=0 q=0 p=0 p+q+1 p+q+2 p+q+3
oo Poo2g+1 4q+4 2g+3
=) (Jim Yy -2 SIS ST )
g=0 \P—=Fo0pTy prq+1l p+qg+2 p+qg+3
ey Poo2gq+1  FE 4g+4 BE2 2g9+3
=) (Jgim Y-Sl y Sy ST )
g=0 \P—+o0 )5 p+q+1 p:1p+q+1 p:2p+q+1
Jio( I 2g+1 2q+1+4q+4+ 4q+4 2g+3 2g+3
= im — - - -
g=0 \P—+0 g+1 q+2 qg+2 P+qg+2 P+qg+1 P+qg+3
_+Z°°2q+3 2g+1 +f 1 lim i 1 1
i g+2 g+l g+l g+2 Q—>+oo g+l g+2
Q 1 @ 11
= lim — =) — = lim —- =
Q—>+ooq:0q+1 —14g+1 Q—>+ool Q+2
+00 +00 00 400
On vient de calculer upg=1 . Comme upqg = —ugp, inutile de refaire un calcul similaire, Z Z =
q=0 p=0 =0 g=0

Si vous avez bien saisi le but de ce cours, la famille (u#y4)p,genz N€ sera donc pas sommable : voir définition et

théoréeme ci-dessous.

Définition : Soit (u;);c; une famille, au plus dénombrable, de complexes. On dit qu’elle est sommable ssi la
famille de réels positifs (|u;|);., 'est.

Remarques

* Sionprend I =N, la famille (u,) ,en (qui est une suite) est une famille sommable (concept de Spé) ssi c’est

une suite sommable (concept de Sup) et donc, ssi la série ) u, est absolument convergente.

* si (x;)jes est une famille quelconque et (y;);e; une famille de réels positifs vérifiant |xi| < y; Sila famille (y;)
est sommable, alors la famille (x;) est sommable.

¢ Reste le probleme : comment définir la somme? (sachant qu’elle est définie pour des réels positifs). On in-

troduit alors x™ et x~, comme je I’ai déja fait en cours, pour un réel x quelconque. Je rappelle x* = max(x, 0)
et x~ = max(—x,0). On a donc x* = 0 et x~ = 0. Je rappelle qu'on a aussi x = x* —x~ et [x| = x" +x~. On
constate x* < |x| et x~ < |x|. Par conséquent, si une famille de réels (x;);e; est sommable, alors les deux
familles de réels positifs (xlfr) et (x;) sont aussi sommables, d’ot on peut définir :

Y= X =) x

iel iel iel
Ensuite pour une famille (x;);c; de complexes sommable, comme Re x; < |x;| et Smx; < |x;|, les 2 familles
de réels (Re x;);es et (Smx;) ;e sont sommables, d’ol1 on peut définir :

Y xj=) Rexj+i Y Imx;

jel jel jel



Exercice: Montrons, a titre d’exercice, que la suite double vue plus haut n’est pas sommable :

+00 +00 +o00 +00 2|p_q| +00 +00 2(p_q)
DS |lupql = > D+g+1 B =z ) ) 1 2
4=0 p=0 g=0 p=o P+ g+ V(p+q+2)(p+q+3)  [Zop=q(p+qg+D(p+qg+2)(p+q+3)
ey Poo2q+1 4q+4 2g+3
= ( im L I Al )
4=0 \P—+o0 =4 p+tq+l p+qg+2 p+qg+3
_+°°( o Lo o2g+1 Pil 4q+4 Piz 2q+3 )
g=0 \P—+o0p=y p+q+1 p= q+1p+q+1 p:q+2p+q+1
+OO(

2q+1 2q+1+4q+4+ 4q+4 2q+3 2q+3 )
1m - -

P—+o0 2q+1 2q+2 2q+2 P+qg+2 P+q+2 P+qg+3
+2q+3_+°° 1
o 2g+2  fZh2q+2

= 400

Propriétés :
» Linéarité:si(x;);cs et (¥;)ie; sont sommables et a, f deux nombres réels ou complexes, alors (ax; + Byi)ier
est sommableet ) ax;+pfYi=a)d xi+p) yi.
iel iel iel

» Croissance: si(x;)ics et (y;)ie; sont sommables réelles et vérifient x; < y;, alors Z X; < Z Vi-
iel iel

Sommation par Paquets :

Soient (x;);c; une famille sommable et [ = U I; une partition au plus dénombrable de I, alors :
Jj€J
* Pour tout j € /, la famille (x;);e 1; est sommable; sa somme est notée S; = Z Xj.
i€Ij
* La famille (S;) je; est sommable et on a la formule sommatoire :

DIEEDITEDNDIEY

iel jeJ jeJ ielj

Remarques

» (C’est exactement comme plus haut pour les familles de réels positifs sauf qu’ici on doit supposer et vérifier
avant que la famille est sommable. A cette fin, on peut appliquer la sommation par paquets a la famille de
réels positifs (| x;|)

iel”
* Si on considere une famille (u,),c7 indexée par Z, en partitionnant Z = NuU —N*, on obtient (u,),cz est

sommable ssi (145) ne—n €t () nen+ sont sommables (la famille de leur 2 sommes étant nécessairement som-
mable par finitude) ssi les 2 séries Y ;>0 U, €t Y ,>1 U—, sont absolument convergentes

* Sion s'intéresse aux suites doubles (unp) n, p)enz qui seront celles que vous rencontrerez le plus en probas,
notamment pour les couples de variables aléatoires, on peut reprendre un cas particulier de ce théoreme,

vu plus haut, en considérant les 2 partitions N xN = | J {(n,p), ne N} = | {(n,p), p €N}, on obtient le
peN neN
théoreme de Fubini :

Théoréme de Fubini'
Si la suite double (t4np) (4, pene €st sommable (ou de réels positifs, sommable ou pas), alors :

+00 +00 +00 +00

2 Unp=), ) Unp=), ) Unp
n=0 p=0 p=0 n=0

(n,p)eN?

1. Guido Fubini : mathématicien italien (1879-1943).



Produit :  Soient (x;)ies et (y;)ie; deux familles sommables. Alors la famille (x; y;) (i, jierxj est sommable et :

Y xyi=(Xu) (T )

(i,)elx] iel jeJ




