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Equations Différentielles Linéaires

Equa. diff. linéaires à coefficients constants y ′′−2y ′+ y = 0 y ′′′+ y = cos x i y ′′+ y ′−3y = e i x

Equa. diff. linéaires (1+x2)y ′+x y = x3 −1 ln(x)y ′′+cos(x)y ′−3y = 0

Equa. diff. non linéaires y ′ = y2 (1+x2)y ′′+ sin y = ex y ′y +2x = 3cos x

1 Equations Différentielles Linéaires d’ordre 1

On considère (E) a(x)y ′+b(x)y = c(x) avec a,b,c : I −→R ou C continues et I intervalle.

On note (H) a(x)y ′+b(x)y = 0 l’équation homogène associée.

Théorème : Si a ne s’annule pas sur I , l’ensemble des solutions sur I de l’équation homogène est un

R-ev de dimension 1, sev de C 1
(

I , R
)

;

C’est la droite engendrée par exp
(

A(x)
)

où A est une primitive sur I de
−b(x)

a(x)

Remarques

• Si on écrit correctement, avec x0 ∈ I , y(x) =C exp
(∫ x

x0

−b(t )

a(t )
dt

)
Exercice : Intégrez l’équation différentielle y ′ sin(x)−2y cos(x) = 0.

On se place sur Ik = ]
kπ, (k +1)π

[
et y =C exp

(∫
2cos x

sin x
dx

)
=C exp

(
2ln |sin(x)|) =C sin2(x)

y

x−2π −1π 0π 1π 2π

COURBE AVEC LE MÊME C SUR R TOUT ENTIER (SOLUTIONS INCORRECTES)

y

x−2π −1π 0π 1π 2π

(x0, y0)

COURBE AVEC UNE CONSTANTE C DIFFÉRENTE SUR CHAQUE
]

kπ, (k +1)π
[

• Si a s’annule sur I , l’ensemble solution est toujours un R-ev, mais sa dimension n’est pas nécessaire-

ment 1, elle peut-être 0 et même infini. . .
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Théorème : La solution générale sur I de l’équation (E) s’obtient en ajoutant à la solution générale

de (H) une solution particulière. sol (E) = f0 + sol (H)

Remarque : Cette structure particulière des solutions d’une équation différentielle linéaire s’appelle espace

affine (c’est un ev translaté).

Théorème : (de Cauchy 1linéaire) Si a ne s’annule pas sur I , et x0 ∈ I et y0 ∈ R quelconque, alors il

existe une et une seule solution y sur I vérifiant la condition initiale y(x0) = y0.

Comment trouver une solution particulière ?

Ou on en « voit » une Ou on applique la méthode de variation de la constante

Exemple : : Intégrez (x +1)y ′ = y +1

On se place sur I = ]−∞,−1
[

ou I = ] −1,+∞[
Solutions de l’équation homogène y =C exp

(∫
1

x +1
dx

)
=C |x+1| =C (x+1) car x+1 a un signe constant

sur I et signe ×C est une constante. On cherche une solution particulière sous la forme y =C (x) (x +1) :

(x+1)C ′(x)(x+1)+C (x)×( . . .︸︷︷︸
toujours 0

) = 1 ⇐⇒ C ′(x) = 1

(x +1)2 ⇐⇒ C (x) = −1

x +1
d’où y(x) =C (x +1)−1

2 Equation Homogène Linéaire du Second Ordre à Coefficients Constants

On se donne l’équation (H) ay ′′+by ′+ c y = 0 avec a,b,c ∈R ou ∈C constantes.

Théorème : L’ensemble des solutions est un R-ev de dimension 2, sev de C ∞(
R , R

)
. L’équation aX 2+

bX + c = 0 est appelée équation caractéristique associée.

• Si ∆> 0, 2 racines distinctes r1,r2. Une base est
(
er1x ,er2x

)
• Si ∆= 0, une racine double r . Une base est

(
er x , xer x

)
• Si ∆< 0, 2 racines complexes conjuguées α± iβ. Une base est

(
eαx cos(βx),eαx sin(βx)

)
.

2 cas particuliers rencontrés en physique :

y ′′−ω2 y = 0 ⇐⇒ y = a cosh(ωx)+b sinh(ωx) y ′′+ω2 y = 0 ⇐⇒ y = a cos(ωx)+b sin(ωx)

Exemple 1 : y ′′−5y ′+6y = 0.

L’équation caractéristique associée est X 2 −5X +6 = 0 S = 5 P = 6. 2 et 3 sont les racines

Les solutions sont y = ae2x +be3x , avec a,b réels

Exemple 2 :

Intégrez (E) x2 y ′′−2x y ′+ (2+2x2)y = 0 par le changement de fonction inconnue z = y

x

1. Augustin-Louis Cauchy : français (1789-1857). Oeuvre considérable de 700 mémoires. A l’origine de l’Analyse moderne par ri-

gorisation des limites et de la continuité. Travaux en théorie des fonctions d’une variable réelle et complexe, en théorie des groupes.
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Mise à jour du 14 mars 2024 3 Equations Différentielles Linéaires d’ordre 2On se place sur I = ]
0,+∞[

ou I = ] −∞ ,0
[

y = zx × (2+2x2)

y ′ = z ′x + z × (−2x)

y ′′ = z ′′x +2z ′ ×x2

Résoudre (E) sur I équivaut à résoudre sur I : (E ′) x3z ′′+2x3z = 0 ⇐⇒ z ′′+2z = 0 Les racines de X 2 +2 = 0

sont 0± i
p

2. Une base est
(
e0x cos(

p
2x),e0x sin(

p
2x)

)
les solutions sont z = a cos(

p
2x)+b sin(

p
2x) ⇐⇒

y = ax cos(
p

2x)+bx sin(
p

2x) sur
] −∞ ,0

[
ou

]
0,+∞[

.

3 Equations Différentielles Linéaires d’ordre 2

On considère (E) a(x)y ′′+b(x)y ′+ c(x)y = d(x) avec a,b,c,c : I −→R ou C continues et I intervalle.

On note (H) a(x)y ′′+b(x)y ′+ c(x)y = 0 l’équation homogène associée.

Théorème : (de Cauchy1linéaire)

Si a ne s’annule pas sur I , et x0 ∈ I et y0, y ′
0 ∈R quelconques, alors il existe une et une seule solution y sur

I vérifiant les conditions initiales y(x0) = y0 et y ′(x0) = y ′
0.

Théorème : Si a ne s’annule pas sur I , l’ensemble des solutions sur I ; de l’équation homogène (H)

est un R-ev de dimension 2, sev de C 2
(

I , R
)

.

Démo : Sol(H) est un sev de C 2
(

I , R
)

non vide car contient la solution nulle et stable par + et . : soient f , g 2

solutions et α,β ∈R, alors :

a(x)
(
α f +βg

)′′+b(x)
(
α f +βg

)′+ c(x)
(
α f +βg

)
=α(

a(x) f ′′+b(x) f ′+ c(x) f
)+β(

a(x)g ′′+b(x)g ′+ c(x)g
)

=α 0+β 0 = 0

Soit x0 ∈ I fixé; on considère ϕ :

Sol(H) −→R2

y −→ (
y(x0), y ′(x0)

) ϕ est immédiatement linéaire et bijective par le

théorème de Cauchy. C’est un isomorphisme, donc dimSol(H) = dimR2 = 2

Remarques

• Si a s’annule sur I , l’ensemble solution est toujours un R-ev, mais sa dimension n’est pas nécessaire-

ment 2, elle peut-être 0, 1 et même infini. . .

• La grande différence, c’est qu’il n’y aucune méthode (générale) de résolution comme pour l’ordre 1.

On peut :

• Chercher des polynômes solutions.

• Chercher des séries-entières solutions (plusieurs exemples déjà traités en cours).

• Effectuer une changement de fonction inconnue (le y) ; en général donné par l’énoncé : voir

exemple 2 donné plus haut.

• Effectuer un changement de fonction paramètre (le x) ; en général donné par l’énoncé

Exercice 3 : Résoudre l’équation (E) x2 y ′′ + y = 0 sur R+∗ avec le changement d’inconnue

x = e t .

1. Augustin-Louis Cauchy : français (1789-1857). Oeuvre considérable de 700 mémoires. A l’origine de l’Analyse moderne par ri-

gorisation des limites et de la continuité. Travaux en théorie des fonctions d’une variable réelle et complexe, en théorie des groupes.
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Mise à jour du 14 mars 2024 3 Equations Différentielles Linéaires d’ordre 2On a une composée de fonctions y(x) = y(e t ) = y∗(t ). On applique les dérivées composées par

la formulation en dt , dx :

d y

d x
= d y∗

d t

d t

d x
= d y∗

d t

1

d x/d t
= d y∗

d t
e−t

d 2 y

d x2 = d

d x

[d y

d x

]
= d

d x

[d y∗

d t
e−t

]
= d

d t

[d y∗

d t
e−t

] d t

d x
=

(d 2 y∗

d t 2 e−t + d y∗

d t
(−e−t )

)
e−t

Par suite y est solution de (E) sur R+∗ ssi y∗ est solution sur ln(R+∗ ) =R de :

x(t )2e−t
(d 2 y∗

d t 2 e−t + d y∗

d t
(−e−t )

)
+ y∗ = 0 ⇐⇒ d 2 y∗

d t 2 − d y∗

d t
+ y∗(t ) = 0

On reconnaît une équation différentielle à coefficients constants d’équation caractéristique X 2−
X +1 qui a pour racines − j ,− j 2, soit y∗(t ) =αe1/2t cos

(p3
2 t

)+βe1/2t sin
(p3

2 t
)
. t = ln x puis

Finalement y(x) =αpx cos
(p3

2 ln x
)+βpx sin

(p3
2 ln x

)
• Si on connait une solution de l’homogène, il y a une méthode pour résoudre l’équation (homogène

ou pas). Voir plus loin

Théorème : La solution générale sur I de l’équation (E) s’obtient en ajoutant à la solution générale

de (H) une solution particulière. sol (E) = f0 + sol (H)

Remarques

• Cette structure particulière des solutions d’une équation différentielle linéaire s’appelle espace affine

(c’est un ev translaté).

• Il y a une méthode pour résoudre l’équation (E) lorsqu’on connaît une solution particulière f0 de

l’équation homogène. On effectue le changement de fonction-inconnue z = y

f0
(méthode de La-

grange 2) ou y = f0z .

• Attention! au sur l’intervalle I de résolution qui dépend de a(x) s’annule.

Comment trouver une solution particulière ?

Ou on en « voit » une Ou on applique la méthode de variation de la constante mais la méthode n’est pas au

programme pour l’ordre 2. Je vous la donne néanmoins à titre informatif :

Méthode de variation des Constantes (Hors-Programme PSI) : :

Soient (y1, y2) une base des solutions de sol(H). Alors il existe une solution particulière de (E) sous la

forme y(x) = a(x) y1(x)+b(x) y2(x) telle que :

{
a′(x) y1(x)+b′(x) y2(x) = 0

a′(x) y ′
1(x)+b′(x) y ′

2(x) = d(x)
a(x)

2. Joseph-Louis Lagrange : français (1736-1813). Fondateur du calcul des variations. Importants travaux en algèbre, théorie des

nombres et géométrie. Connu pour les théorèmes éponymes en théorie des groupes et fractions continues.
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