Mise a jour du 14 mars 2024 1 Equations Différentielles Linéaires d’ordre 1

Eouations DifférenTielles Linéaires

Equa. diff. linéaires a coefficients constants " —2y'+y=0 y"+y=cosx iy'+y —3y=e'*

Equa. diff. linéaires (1+x%)y +xy=x3-1 In(x)y"” +cos(x)y'=3y=0

Equa. diff. non linéaires y' =y>  (1+x%)y " +siny=e*  y'y+2x=3cosx

1 Eouartions DifférenTielles Linéaires d’ordre 1

On considere (E) a(x)y' + b(x)y = c¢(x) avec a, b, c: [ — R ou C continues et I intervalle.

On note (H) a(x)y'+ b(x)y = 01'équation homogene associée.

Théoreme : Sia nes’annule pas sur I,1'ensemble des solutions sur I de 1'’équation homogene est un

R-ev de dimension 1, sevde €' (I,R);
—b(x)

a(x)

C’est la droite engendrée par exp (A(x)) out A est une primitive sur I de

Remarques

. Y —b(1)
¢ Sion écrit correctement, avec xg € I, y(x) = C exp ( f W dt)
Xo

Exercice: Intégrez 1’ équation différentielle y’sin(x) —2ycos(x) = 0.

2
On se place sur I;. = ] kr, (k+ l)n[ ety= Cexp(f c.osxdx) =Cexp (21n|sin(x)|) = Csin?(x)
sinx
y
—‘271: —i]‘[ (04 l;T 2'71 X

COURBE AVEC LE MEME C SUR R TOUT ENTIER (SOLUTIONS INCORRECTES)

y
(X0, Yo)

o -1z 07 17 on X

COURBE AVEC UNE CONSTANTE C DIFFERENYE SUR CA/IAQUE ] kx,(k+1)m [

* Si a s’annule sur I, 'ensemble solution est toujours un R-ev, mais sa dimension n’est pas nécessaire-

ment 1, elle peut-étre 0 et méme infini. ..
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Théoreme : La solution générale sur I de 'équation (E) s'obtient en ajoutant a la solution générale

de (H) une solution particuliére. sol(E) = fo+ sol(H)

Remarque : Cette structure particuliere des solutions d'une équation différentielle linéaire s’appelle espace
affine (C’est un ev translaté).

Théoréme : (de Cauchy 'linéaire) Si a ne s’annule pas sur I, et x, € I et y, € R quelconque, alors il

existe une et une seule solution y sur I vérifiant la condition initiale y(xo) = yo.

ComMMEeNT TROUVER UNE solution particuliere ?

Ou on en « voit » une Ou on applique la méthode de variation de la constante

Exemple:: Intégrez (x+1)y' =y+1

Onseplacesur I = |—oo,—1[ oul=]—1,+00]

1
Solutions de’équation homogene y=Cexp (/ 1 dx) =C|x+1| = C (x+1) car x+1 aun signe constant
sur I et signe x C est une constante. On cherche une solution particuliére sous la forme y = C(x) (x+1) :

-1 R ~ -
(x+1)2<=>C(x)—m dou| y(x)=C(x+1)-1

(x+1DC'(x)(x+1)+C(x) x ( < )=1 <= C'(x) =

toujours 0

2 Eouation Homogene Linéaire du Second Ordre A Coefficients Constants

On se donne I'équation (H) ay” + by’ + cy =0 avec a, b, c € R ou € C constantes.

Théoreme : Lensemble des solutions est un R-ev de dimension 2, sev de €*° ( R, [R) .L'équation aX 21y
bX + c = 0 est appelée équation caractéristique associée.
¢ Si A >0, 2racines distinctes r1, 2. Une base est (erlx, erzx)

e Si A =0, une racine double r. Une base est (e’*, xe’*)

e Si A <0, 2 racines complexes conjuguées a + i . Une base est (e“x cos(fBx), e™* sin(,Bx)).

2 cas particuliers rencontrés en physique :
y"—w?y=0 < y=acosh(wx) + bsinh(wx) ¥’ +w’y=0 < y=acos(wx)+ bsin(wx)
Exemplel: y' -5y +6y=0.

L'équation caractéristique associée est X?—~5X+6=0 S=5P=6. 2et3sont les racines
Les solutions sont y = ae?* + be3*, avec a, b réels
Exemple 2 :

Intégrez (E) x2y" —2x y+2+ 2x%) y=0 parle changement de fonction inconnue z = Y
X

1. Augustin-Louis Cauchy : francais (1789-1857). Oeuvre considérable de 700 mémoires. Al’origine de '’Analyse moderne par ri-

)
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Ofseé jutdudd reb@bo| ou I=| —00,0] 3 Equations Différentielles Linéaires d’ordre 2

y=zx x(2+2x2)
y=7x+z x (—2X)
y'=zZ"x+27 x x°

Résoudre (E) sur I équivaut a résoudre sur I : (E') x3z" +2x32=0 < 7" +2z =0 Les racines de X*> +2 =0
sont 0 + iv/2. Une base est (er cos(v/2x), e%* sin(\/ﬁx)) les solutions sont z = acos(\/ix) + bsin(\/ix) —

y = axcos(vV2x) + bxsin(v2x)  sur ] —o0,0[ ou |0,+oo].

% Eouations Différentielles Linéaires d’ordre 2

On considere (E) a(x)y" + b(x)y' + c(x)y = d(x) avec a, b, c,c: [ — R ou C continues et I intervalle.

On note (H) a(x)y” + b(x)y' + c(x)y = 01'équation homogene associée.

Théoréme : (de Cauchy'linéaire)
Si a ne s’‘annule pas sur I, et x € I et yy, y; € R quelconques, alors il existe une et une seule solution y sur

I vérifiant les conditions initiales y(xo) = yo et y'(xo) = -

Théoreme : Si a ne s’annule pas sur I,1'ensemble des solutions sur I; de I'équation homogene (H)

est un R-ev de dimension 2, sevde €2(I,R).

Démo : Sol(H) est un sev de 6%(I,R) non vide car contient la solution nulle et stable par + et . : soient f,g 2
solutions et a, f € R, alors :

a(x)(ocf+ﬁg)” +b)(af+ ,Bg)’ +c)(af+pg)
=a(ax) f"+bx) f +c@)f)+p(ax)g" +bx)g +c(x)g)
—a0+$0=0

Sol(H) — R?
Soit xo € I fixé; on considere ¢ : { ¢ est immédiatement linéaire et bijective par le

y — (¥(x0), ¥’ (x0))
théoréme de Cauchy. C’est un isomorphisme, donc dim Sol(H) = dimR? = 2
Remarques
* Si a s’annule sur I, 'ensemble solution est toujours un R-ev, mais sa dimension n’est pas nécessaire-
ment 2, elle peut-étre 0, 1 et méme infini...
* La grande différence, c’est qu’il n'y aucune méthode (générale) de résolution comme pour 'ordre 1.
On peut :
* Chercher des polyndémes solutions.
e Chercher des séries-entieres solutions (plusieurs exemples déja traités en cours).
¢ Effectuer une changement de fonction inconnue (le y); en général donné par I’'énoncé : voir
exemple 2 donné plus haut.
e Effectuer un changement de fonction parametre (le x) ; en général donné par I'énoncé
Exercice 3: Résoudre I'équation (E) x?y" + y = 0 sur R** avec le changement d’inconnue

x=el.

1. Augustin-Louis Cauchy : francais (1789-1857). Oeuvre considérable de 700 mémoires. Al'origine de '’Analyse moderne par ri-

)
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Mise a jour dyd 4rigis é8#fposée de fonctions y(x) = y(e) = y* (8. GAuRSioNRG MffercasaNechivénise séedlpns

la formulation en df, dx :

dy _dy" dr _dy* 1 _dy"

dx dr dx dr dx/dt dt

d’y ddyy dpdy* _, didy* _,dr (d*y* _, dy* _,\ _,
prciabrd e e e B b el Bl S el

Par suite y est solution de (E) sur R** ssi y* est solution sur In(R**) =R de :

dr? dt

d? dy*
Y e7t+i(—e7t))+y*:0<:> +y" (1) =0

2 -t
x(t)e ( dr? dt

On reconnait une équation différentielle a coefficients constants d’équation caractéristique X2 —
X +1 qui a pour racines — j, — j2, soit y*(f) = aem‘cos(‘/?g r)+ ,Belmsin(@ t). t=Inxpuis
. 3 V3
Finalement y(x) = ay/Xcos (% Inx) + By/xsin (% Inx)
* Si on connait une solution de I’ homogene, il y a une méthode pour résoudre I'équation (homogeéne

ou pas). Voir plus loin

Théoreme : La solution générale sur I de 'équation (E) s'obtient en ajoutant a la solution générale

de (H) une solution particuliere. sol(E) = fy + sol(H)

Remarques
¢ Cette structure particuliere des solutions d'une équation différentielle linéaire s’appelle espace affine

(C’est un ev translaté).

* Il y a une méthode pour résoudre 1'équation (E) lorsqu’on connait une solution particuliere f; de

lVéquation homogene. On effectue le changement de fonction-inconnue z = fl (méthode de La-
0

grange’) ouy = fyz.

* Attention! au surl'intervalle I de résolution qui dépend de a(x) s’annule.

ComMmenT TROUVER UNE solution parTiculiere ?

Ou on en « voit» une Ou on applique la méthode de variation de la constante maisla méthode n'est pas au

programme pour I'ordre 2. Je vous la donne néanmoins a titre informatif :

Méthode de variation des Constantes (Hors-Programme PSI): :
Soient (y1,y2) une base des solutions de sol(H). Alors il existe une solution particuliére de (E) sous la

ax) px)+b(x) y(x) = 0
f = +b tell 2
UG JIG0)= (A G G P s e { d(x) Y, +b ) yy0 = 99

2. Joseph-Louis Lagrange : francais (1736-1813). Fondateur du calcul des variations. Importants travaux en algebre, théorie des
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