Démos de Théoremes sur la RéducTion

Théoreme :
Soit u € £ (E) un endomorphisme et P € K[X] un polynéme annulateur de u, cad tel que P(u) = O.

Alors les valeurs propres de u sont des racines du polynéme, ou autrement dit, Sp (#) < Racines(P)

Démo : On rappelle, vu en cours, que si A est une valeur propre de u, cad u(x) = Ax avec x # 0, alors u¥(x) = A¥x. Je
vous le redémontre juste pour k = 2, ensuite on fait une récurrence sur k :

uz(x) =u(ux)=ullx)=Au(x) =AAx = A%x
Ensuite, si P(X) = ¥7_, ax X" :
n n n n
P(u)(x) = ( Z akuk)(x) = Z akuk(x) = Z ak/lk b= ( Z ak/lk) x=P) x
k=0 k=0 k=0 k=0

Comme le polyndéme est annulateur de u, il vient P(1) x = 0, puis comme x # 0, il vient P(1) = 0, cad les valeurs propres

de u sont des racines du polynome annulateur P.

Théoréeme :

Soit u e ZL(E). Alors u est diagonalisable ssi il annule un polynome scindé a racines simples.

Démo: = Soit u diagonalisable de p valeurs propres distinctes 1,...,A, (p < n et p = n ssi toutes les valeurs
propres sont simples). Montrons que u annule le polynome P(X) = (X—A;) x---x(X—Ap), qui est bien scindé a racines
simples. La diagonalisabilité de # amene la relation (cours) :

EQA)e...®Elp)=Ker(MId-u) & ...® Ker(Ap,ld—u)=E

De cette décomposition en somme directe, il résulte que fout vecteur x de E s’écrit x = x1 + -+ + X, avec x; € E(A;) cad
u(x;) = 1;x; (et méme de fagon unique). Ensuite on écrit :

p @ p @ p p B p 4)
P(uw)(x) = P(u)( Y xj) =Y Pwx) = Y [Te-Ai1d) xp = Y [Jw-Ai1d) o (u—A;1d) (x;) =0
j=1 izl =g j=li#j A S
° (1) P(u) estun endomorphisme, donc linéaire.
*(2) I estusuel d'utiliser le symbole IT méme si c’est un o.
*(3) Lespolyndomes en u commutent entre eux, comme vu dans le cours

*(4) Lanullité provient de x; est un vecteur propre associé a A, donc (u — JL]- Id) (x;) =0.

< Soit P(X) = (X = A1) x -+ x (X = 1)) un polynéme annulateur de u scindé a racines simples (les 1; sont donc
distincts mais Aftention ! ce ne sont pas nécessairement des vp de ). On pose alors L; =];%;(X —A;), polyndme de
degré p—1.0Onaalors L; x (X — A;) = P(X). On reconnait (presque) la base de Lagrange, polynomes enles A; #, a a
pres car ils ne vérifient pas L;j(A;) = 1, c’est une base de R;,_1[X]. On sait (cours!) 2?21 L; = 1 mais ici, il faut corriger
par la constante multiplicative manquante :

l=a1L1(X)+--+apLly(X) dou Id =ai1Ly(u) +---+apLy(u) dot x=1d(x) = a1 Ly (u)(x) +---+ apLy(u)(x)
X
1 xp
Montrons x; € E(A;), cad (u—2A;1d)(x;) =0: (u—2A;1d)(x;) = a;((u—A;1d) o L;) (x) = 4; P(w) (x;) =0
Nous venons donc de démontrer que Ker(A;1d —u) +---+ Ker(A,1d — u) = E. Comme on sait que cette somme est

directe (cours), on a en fait Ker(A1;1d —u) @ ... ® Ker(A,Id — u) = E ce qui amene u diagonalisable.

Théoreme : Soit u€ £(E) un endomorphisme et Ay,...,1, des valeurs propres de u 2 a 2 distinctes.
Alors la somme des sous-espaces propres E(A;) +--- + E(Ap) est directe. (on peut donc toujours la noter
E(A) & ... ® E(Ap)).




Démo :

Méthode 1: Démonstration par récurrence sur p =2

*Sixe E(M)NE(Ay), u(x) = 11x = Azx d’olt (A2 — A;)x =0 et comme A; # Ay, x =0, soit E(A1) N E(A2) < {0} puis =

* Supposons la propriété vraie pour p et soit u de valeurs propres Ay,..., A, distinctes 2 a 2. Pour montrer que la
somme est directe, supposons que x1 + -+ Xp+1 = 0 avec x; € E(A;), cad encore u(x;) = A;x;. Appliquons u :

p+1 p+1 p+1 p+1 p+1 p
0=u(0) = u( > xi) =Y ux) =) Aixi= ) Aixi—Aps1 ) xi =Y (Ai—Aps1)x;
i=1 i=1 im1 i=1 i=1 i=1
——

0
On applique I'hypothéss de récurrence a I'ordre p, la somme E(1;) ® +... ® E(p) est directe donc pour tout 1 <i < p,
ona (Ad; —Ap41)x; = 0. Les valeurs propres étant distinctes, il suit x; = 0, mais pour 1 < i < p. Il suffit de I'injecter dans

X1+ -+ +Xp+1 = 0 pour obtenir aussi x,+1 = 0.

Méthode 2 : Pour montrer que la somme est directe, partons aussi d'une combinaison linéaire nulle x; +---+x, =0
avec x; € E(1;), cad u(x;) = A;x; et montrons les x; = 0. On applique v, il vient :
p p
u(xr++xp)= > ulx) =Y Aix; =u0)=0
i=1 i=1
X1+t Xp

/11x1+--~+/1pxp =
En réappliquant u successivement, on obtient le systeme

-1 -1
/Uf X1 +---+/1Z xp = 0
Ce n’est pas tout-a-fait un systéme linéaire car les variables x; sont des vecteurs, il sufit de prendre une & = (ey, ..., e;)
et de « projeter » sur ces «axes» ej. Si on note les coordonnées de x; x;;, on obtient alors n systemes linéaires pour
l<j<n:
Xyj+eet Xpj = 0
/hxlj +~-+)prpj
1

Pl i P 1,
Al xi+ +/1p Xpj

0

On reconnait un systtme de Vandermonde ' et comme les 1; sont distincts 2 & 2, la matrice associée est inversible,
autrement dit, il n'y a qu’une seule solution qui ne peut étre que (0, ...,0). Par conséquent, tous les x;; sont nuls, puis

tous les x;

Théoreme : Soit ue Z(E), avec E = K — ev de dimension finie 7, tel que son polyndme caractéristique
soit y, = ]'[le(X— A)™i avecles A; 2 a 2 distincts. Alors 1 <dimE(A;) = dim Ker (A; Id — u) < m;

Démo : A; étant valeur propre, on a nécessairement dim E(1;) = 1. Pour montrer I'autre inégalité, remarquons que
E(A;) est stable par u, puisque noyau d’'un polyndme en u (cours). On considére alors 'endomorphisme v’ induit
par u sur E(1;). On a donc v’ = A;Id (je vous laisse y réfléchir). C’est une homothétie de rapport 1;, de polynome
caractéristique y,» = (X —1;)" ol n; est la dimension de E(A;). On applique une propriété des endomorphismes

induits et des divisions de polynémes: y,s / x, qui amene n; < m;.

Théoreme de Cayley-Hamilton :
Le polynéme caractéristique de u est annulateur de u, soit y,(u) =0

Démo : Cette démonstration est Hors-Programme. Néanmoins si elle vous intéresse, vous trouverez plusieurs dé-

monstrations sur Internet : les Deux premiéres sont abordables : Démos du théoréme

1. Alexandre-Théophile Vandermonde : mathématicien et physicien francais (1735-1796).



https://uel.unisciel.fr/mathematiques/reducmat1/reducmat1_ch04/co/apprendre_04_3.html

