
Démos de théorèmes sur la Réduction

Théorème :

Soit u ∈ L (E) un endomorphisme et P ∈K[X ] un polynôme annulateur de u, cad tel que P (u) =O.

Alors les valeurs propres de u sont des racines du polynôme, ou autrement dit, Sp(u) ⊂ Racines(P )

Démo : On rappelle, vu en cours, que si λ est une valeur propre de u, cad u(x) = λx avec x ̸= 0, alors uk (x) = λk x. Je

vous le redémontre juste pour k = 2, ensuite on fait une récurrence sur k :

u2(x) = u(u(x)) = u(λx) =λu(x) =λλx =λ2x

Ensuite, si P (X ) = ∑n
k=0 ak X k :

P (u)(x) =
( n∑

k=0
ak uk

)
(x) =

n∑
k=0

ak uk (x) =
n∑

k=0
akλ

k x =
( n∑

k=0
akλ

k
)

x = P (λ) x

Comme le polynôme est annulateur de u, il vient P (λ)x = 0, puis comme x ̸= 0, il vient P (λ) = 0, cad les valeurs propres

de u sont des racines du polynôme annulateur P .

Théorème :

Soit u ∈ L (E) . Alors u est diagonalisable ssi il annule un polynôme scindé à racines simples.

Démo : =⇒ Soit u diagonalisable de p valeurs propres distinctes λ1, . . . ,λp (p ≤ n et p = n ssi toutes les valeurs

propres sont simples). Montrons que u annule le polynôme P (X ) = (X −λ1)×·· ·×(X −λp ), qui est bien scindé à racines

simples. La diagonalisabilité de u amène la relation (cours) :

E(λ1) ⊕ . . . ⊕ E(λp ) = Ker(λ1I d −u) ⊕ . . . ⊕ Ker(λp I d −u) = E

De cette décomposition en somme directe, il résulte que tout vecteur x de E s’écrit x = x1 +·· ·+xp avec xi ∈ E(λi ) cad

u(xi ) =λi xi (et même de façon unique). Ensuite on écrit :

P (u)(x) = P (u)
( p∑

j=1
x j

) (1)︷︸︸︷=
p∑

j=1
P (u)(x j )

(2)︷︸︸︷=
p∑

j=1

p∏
i=1

(u −λi Id) (x j )
(3)︷︸︸︷=

p∑
j=1

∏
i ̸= j

(u −λi Id)◦ (u −λ j Id) (x j )︸ ︷︷ ︸
0

(4)︷︸︸︷= 0

• (1) P (u) est un endomorphisme, donc linéaire.

• (2) Il est usuel d’utiliser le symboleΠmême si c’est un ◦.

• (3) Les polynômes en u commutent entre eux, comme vu dans le cours

• (4) La nullité provient de x j est un vecteur propre associé à λ j , donc (u −λ j I d) (x j ) = 0.

⇐= Soit P (X ) = (X −λ1)× ·· ·× (X −λp ) un polynôme annulateur de u scindé à racines simples (les λi sont donc

distincts mais Attention ! ce ne sont pas nécessairement des vp de u). On pose alors L j = ∏
i ̸= j (X −λi ), polynôme de

degré p −1. On a alors L j × (X −λ j ) = P (X ). On reconnaît (presque) la base de Lagrange, polynômes en les λi ̸=, à α j

près car ils ne vérifient pas L j (λ j ) = 1, c’est une base de Rp−1[X ]. On sait (cours !)
∑p

j=1 L j = 1 mais ici, il faut corriger

par la constante multiplicative manquante :

1 =α1L1(X )+·· ·+αp Lp (X ) d’où Id =α1L1(u)+·· ·+αp Lp (u) d’où x = Id(x) =α1L1(u)(x)︸ ︷︷ ︸
x1

+·· ·+αp Lp (u)(x)︸ ︷︷ ︸
xp

Montrons xi ∈ E(λi ), cad (u −λi Id)(xi ) = 0 : (u −λi Id)(xi ) =αi
(
(u −λi Id)◦Li

)
(x) =λi P (u)(xi ) = 0

Nous venons donc de démontrer que Ker(λ1 Id −u)+ ·· ·+ Ker(λp Id −u) = E . Comme on sait que cette somme est

directe (cours), on a en fait Ker(λ1 Id −u) ⊕ . . . ⊕ Ker(λp Id −u) = E ce qui amène u diagonalisable.

Théorème : Soit u ∈ L (E) un endomorphisme et λ1, . . . ,λp des valeurs propres de u 2 à 2 distinctes.

Alors la somme des sous-espaces propres E(λ1) + ·· · + E(λp ) est directe. (on peut donc toujours la noter

E(λ1) ⊕ . . . ⊕ E(λp )).



Démo :

Méthode 1 : Démonstration par récurrence sur p ≥ 2

• Si x ∈ E(λ1)∩E(λ2), u(x) =λ1x =λ2x d’où (λ2 −λ1)x = 0 et comme λ1 ̸=λ2, x = 0, soit E(λ1)∩E(λ2) ⊂ {
0
}

puis =
• Supposons la propriété vraie pour p et soit u de valeurs propres λ1, . . . ,λp+1 distinctes 2 à 2. Pour montrer que la

somme est directe, supposons que x1 +·· ·+xp+1 = 0 avec xi ∈ E(λi ), cad encore u(xi ) =λi xi . Appliquons u :

0 = u(0) = u
(p+1∑

i=1
xi

)
=

p+1∑
i=1

u(xi ) =
p+1∑
i=1

λi xi =
p+1∑
i=1

λi xi −λp+1

p+1∑
i=1

xi︸ ︷︷ ︸
0

=
p∑

i=1
(λi −λp+1)xi

On applique l’hypothèss de récurrence à l’ordre p, la somme E(λ1) ⊕+ . . . ⊕ E(λp ) est directe donc pour tout 1 ≤ i ≤ p,

on a (λi −λp+1)xi = 0. Les valeurs propres étant distinctes, il suit xi = 0, mais pour 1 ≤ i ≤ p. Il suffit de l’injecter dans

x1 +·· ·+xp+1 = 0 pour obtenir aussi xp+1 = 0.

Méthode 2 : Pour montrer que la somme est directe, partons aussi d’une combinaison linéaire nulle x1+·· ·+xp = 0

avec xi ∈ E(λi ), cad u(xi ) =λi xi et montrons les xi = 0. On applique u, il vient :

u
(
x1 +·· ·+xp

)= p∑
i=1

u(xi ) =
p∑

i=1
λi xi = u(0) = 0

En réappliquant u successivement, on obtient le système


x1 +·· ·+xp = 0

λ1x1 +·· ·+λp xp = 0
...

λ
p−1
1 x1 +·· ·+λp−1

p xp = 0
Ce n’est pas tout-à-fait un système linéaire car les variables xi sont des vecteurs, il sufit de prendre une E = (e1, . . . ,en)

et de « projeter » sur ces « axes » e j . Si on note les coordonnées de xi xi j , on obtient alors n systèmes linéaires pour

1 ≤ j ≤ n : 
x1 j +·· ·+xp j = 0

λ1x1 j +·· ·+λp xp j = 0
...

λ
p−1
1 x1 j +·· ·+λp−1

p xp j = 0

On reconnait un système de Vandermonde 1 et comme les λi sont distincts 2 à 2, la matrice associée est inversible,

autrement dit, il n’y a qu’une seule solution qui ne peut être que (0, . . . ,0). Par conséquent, tous les xi j sont nuls, puis

tous les xi

Théorème : Soit u ∈ L (E) , avec E =K− ev de dimension finie n, tel que son polynôme caractéristique

soit χu =∏p
i=1(X −λi )mi avec les λi 2 à 2 distincts. Alors 1 ≤ dimE(λi ) = dim Ker(λi I d −u) ≤ mi

Démo : λi étant valeur propre, on a nécessairement dimE(λi ) ≥ 1. Pour montrer l’autre inégalité, remarquons que

E(λi ) est stable par u, puisque noyau d’un polynôme en u (cours). On considère alors l’endomorphisme u′ induit

par u sur E(λi ). On a donc u′ = λi I d (je vous laisse y réfléchir). C’est une homothétie de rapport λi , de polynôme

caractéristique χu′ = (X −λi )ni où ni est la dimension de E(λi ). On applique une propriété des endomorphismes

induits et des divisions de polynômes : χu′ / χu qui amène ni ≤ mi .

Théorème de Cayley-Hamilton :

Le polynôme caractéristique de u est annulateur de u, soit χu(u) = 0

Démo : Cette démonstration est Hors-Programme. Néanmoins si elle vous intéresse, vous trouverez plusieurs dé-

monstrations sur Internet : les Deux premières sont abordables : Démos du théorème

1. Alexandre-Théophile Vandermonde : mathématicien et physicien français (1735-1796).

https://uel.unisciel.fr/mathematiques/reducmat1/reducmat1_ch04/co/apprendre_04_3.html

