AlgGebre Bilinéaire

1 Marrices Orthogonales

» M e M,(R) est dite orthogonale (M € 0, (R)) ssi ’'une des propriétés équivalentes suivantes est vérifiée

< (Cy,...,Cy) est une BON de R" muni de sa structure euclidienne canonique.
< M est inversible et M~ =M

= M'M=MM=1,

< (Ly,...,L,) estune BON de R" euclidien canonique.

< M représente un endomorphisme (automorphisme !) orthogonal dans une BON.

» Toute matrice orthogonale M vérifie det M =+1 et les seules valeurs propres possibles sont +1

démo: On écrit det CM M) = (detM)2 = detl,=1let | X|I?='XX='X'MMX ="(MX)MX = |MX|? =22 X|?.
> (O(n), x) est un sous-groupe de (Gl(n), x) appelé Groupe Orthogonal de E

» Le sous-ensemble de O, (R) des matrices de déterminant 1 est un sous-groupe de O(n), noté SO(n) et appelé
groupe spécial orthogonal. Ses matrices sont appelées matrices orthogonales directes (ou droites) ou encore

matrices de rotations.

» Toute matrice de passage d’une BON a une BON (rp. d’une BOND a une BOND) est orthogonale (rp orthogonale

directe).

» Formule de Changement de Base Orthonormale :
V& ,FBONde E VfeL(E), Mat(f,&) = 'P Mat(f,&) P avec P=P§

cosf —esinf

» Pour n=2, les matrices de O(2) sont (

cosf —sinf
avec € = =1 et celles de SO(2) sont

sinf@ ecosf sinf cos@

2 Projecrtions eT SyméTries orthogonales

Dans toute la suite (E (|)) désigne un espace préhilbertien réel ou complexe.

» Soit F un sev de dimension finie de E. On appelle projection orthogonale sur F (on la note en général pr) la

projection sur F parallélement a F*. on sait Fe FX =E, Imp=F, Kerp=F*
» VxeE, x-p(x)eF*+.0naméme Id-pr=pp..
» Caractérisation du projeté : pr(x)=y < yeFetx—yeF" .
» Soit p une projection de E ( cad linéaire tq po p = p). Elle est (en plus) orthogonale ssi

< Le "\\" est orthogonal au "sur”, c’est-a-dire Kerp L Imp (= Ker(Id—p)) < Kerp=(Imp)*.
<~ Vx€E, pkx) L x-pk

< (spé) p est un endomorphisme symétrique (auto-adjoint), cad p* = p, ou encore

Vx,yeE, (px) 1y = (xI|pQ)



» Formules du projeté
p
Si (e1,...,ep) estune BON de F, p(x) = ) (eilx) e;
i=1

p 14
démo: y = Z (e,- Ix] e; € Festévidentet (ejlx—y) = (ejlx)—(z (ejlx) (ejle,-)) = (ejlx) —(ejlx) =Osoitx—y€FJ-
i=1 i

. . L a’”
Si D est une droite dirigée par a, pp(x) = (alx) W
a

Si H est un hyperplan dont un vecteur normal non nul est w (cad H- =< w >), alors py(x) = x — (w|x) @
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» Soit F un sev de dimension finie de E. On appelle symétrie orthogonale par rapport a F (on la note en général

sr) la symétrie par rapport a F parallélement a F*.

On appelle réflexion, une symétrie orthogonale par rapport a un hyperplan
» On a sp=2pr-Idg, e qui permet d’utiliser les formules plus haut (en les adaptant légerement. . .).
» Caractérisation du symétrisé : sp(x)=y < x+yeFetx—yeF’.
» Une symétrie est orthogonale ssi elle conserve la norme, (cad ssi s € O(E))

(spé) det sy =(—1)""dimF - (_1)codimF ponc, si s est déja une symétrie

A\

sp € SO(E) < la symétrie s est une rotation < n-— dim F = codim F est paire

% Endomorphismes (ou Automorphismes) Orthogonaux

Dans toute la suite E désigne un R-ev euclidien de dimension finie n.

» Soit f un endomorphisme de E. f est appelé endomorphisme orthogonal, ou automorphisme orthogonal, ou

isométrie vectorielle (on écrit f € O(E)) ssi 'une des propriétés suivantes est vérifiée.

< f conserve la norme (euclidienne), cad Vxe E | f(x)| = llxl

< f conserve le produit scalaire Vx,ye E (f(x)|f(y) = (x]y)

< f conserve la distance (euclidienne) Vx,ye E d(f(x), f(y) =d(x,y)
< Il existe une base & orthonormée telle que Mat(f, &) soit orthogonale.
< Pour toute base & orthonormée, Mat(f, &) est orthogonale.

< L’image par f d’une base orthonormée est une base orthonormée.

< (spé€) Lendomorphisme adjoint f* de f vérifie f* = f1.
> (O(E),o) est un groupe, sous-groupe de (GL(E),o), d’ailleurs lui-méme sous-groupe de (Bijection(E),o).
» det f =41 et les seules valeurs propres possibles de f sont +1.

» Le sous-ensemble de O(E) des automorphismes orthogonaux de déterminant 1 est un sous-groupe de O(E),
noté SO(E) et appelé groupe spécial orthogonal. Ses éléments sont appelés endomorphismes orthogonaux

directs (ou droits) ou rotations ou isométries vectorielles directes.



