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I – Réduction : Diagonalisabilité / Eléments propres à étudier

CCP PSI 2022-2021þ -2019 (diagonalisabilité endomorphisme)

Enoncé 2

Soient E un ev de dimension n, l une forme linéaire non nulle sur E et a ̸= 0 ∈ E . On pose f : x ∈ E −→ l (a)x−l (x)a.

1 ) Montrez f endomorphisme de E . Calculez f (a).

2 ) 2019 : Déterminez Ker( f ) et calculez f ( Ker l ) .

3 ) Calculez les éléments propres. L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?
[
2021 : Ind. : distinguer les cas

l (a) = 0 et l (a) ̸= 0)
]

4 ) 2021,2019 : On suppose l (a) = 0. Calculez f 2, en déduire un polynôme annulateur de f . Retrouvez le résultat

de Q4)

1 ) La linéarité de f résulte de la linéarité de l et de celle de Id : x −→ x. Je ne le démontrerais donc pas ici. l étant

une forme linéaire, l (a) et l (x) sont des réels, l (a)x − l (x)a est bien un vecteur de E , d’où endomorphisme.

f (a) = 0. On en déduit Vect(a) ⊂ Ker f (Attention ! à l’erreur de raisonnement : il n’y a pas égalité !)

2 ) On x ∈ Ker f ⇐⇒ l (a)x = l (x)a. Cette écriture permet de comprendre que, si l (a) ̸= 0, x est colinéaire à a. On

distingue les deux cas :

• Si l (a) ̸= 0, on vient de voir Ker f ⊂ Vect(a) (je vous laisse y réfléchir), donc d’après la question précédente,

Ker f = Vect(a).

• Si l (a) = 0, on a immédiatement x ∈ Ker f ⇐⇒ l (x).a = 0 ⇐⇒ x ∈ Ker l (car a ̸= 0). Soit Ker f = Ker l qui est

alors un hyperplan (forme linéaire non nulle).

On constate que si x ∈ Ker l , f (x) = l (a).x. Donc, si l (a) = 0, f ( Ker l ) = {
0
}
, l’ev nul. Si l (a) ̸= 0, f (x) colinéaire à x

est donc dans Ker l . Attention ! , à priori, seulement f ( Ker l ) ⊂ Ker l . On étudie l’inclusion réciproque : en fait si

x ∈ Ker l , il suffit de remarquer x = f
( 1

l (a)
x
)

et aussi
1

l (a)
x ∈ Ker l , d’où l’égalité.

Remarque : Plus subtil : dans le cas l (a) ̸= 0, on peut remarquer que Ker f et Ker l sont en somme directe, donc

l’endomorphisme induit sur Ker l est une bijection (je vous laisse y réfléchir), d’où l’égalité pour des raisons de

même dimension.

3 ) La question Q2 aidait (un peu) car elle nous donne la valeur propre 0 et l’espace propre associé qui est Ker f

mais elle n’était pas posée en 2021-2022. On procède par Analyse-Synthèse.

Analyse :

Soit λ vp de f , il existe x ̸= 0 tel que f (x) = l (a)x − l (x)a = λx soit
(
l (a)−λ)

x = l (x) a, égalité vectorielle, à un

scalaire près, entre x et a. Même raisonnement qu’avec le noyau : on distingue 2 cas :

• Si λ ̸= l (a), alors x est colinéaire à a.

Il faut bien comprendre le raisonnement : ceci signifie que si la valeur propre n’est pas l (a), une seule autre

valeur propre est « possible », celle associée au vecteur propre a, si il l’est. . .
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• Si λ= l (a), alors l (x) = 0.

Il faut, ici aussi, bien comprendre le raisonnement : les seules vecteurs propres (possibles) associés à la vp

l (a) sont ceux qui vérifient l (x) = 0.

On en sait assez pour procéder à une synthèse. . .

Synthèse :

On a vu f (a) = 0 = 0.a. Donc c’est une autre valeur propre que l (a) ssi l (a) ̸= 0 d’où les 2 cas indiqués par l’énoncé

pour vous aider :

• l (a) ̸= 0. On a donc 2 vp de f d’après l’analyse : l (a) et 0. On a vu E
(
l (a)

)⊃ Ker l = H qui est un hyperplan, et

E
(
0
) ⊃ Vect(a). Pour des raisons de dimension (ces deux espaces propres étant en somme directe) ce sont

deux égalités. D’où dimE
(
l (a)

)+dimE
(
0
)= n−1+1 = dimE . f est diagonalisable (on peut aussi raisonner

avec la multiplicité).

• l (a) = 0. Une seule valeur propre 0. On sait alors f diagonalisable ssi f = 0.I d ce qui n’est pas car l n’est pas

l’application nulle.

En fait, on a ici, multiplicité de 0 égale à n et dimension de l’espace propre associé (le noyau) égale à n −1

4 ) l (a) = 0. f n’est pas diagonalisable donc on sait déjà qu’un polynôme annulateur de f ne sera pas scindé à

racines simples. Comme il n’y a pas de vp complexes, il sera scindé (dans R) à racines multiples. Comme la seule

valeur propre est 0, un polynôme annulateur « simple » est sans doute X 2 ou X 3. . . Je vous laisse y réfléchir . . .

∀x ∈ E , f 2(x) = f
(

f (x)
)= f

(
l (a)x − l (x)a

)= l (a)︸︷︷︸
0

f (x)− l (x) f (a)︸︷︷︸
−→
0

= 0

X 2 est annulateur de f . On en déduit f nilpotent donc non diagonalisable, mais ce n’est pas « stricto-sensu » du

cours, on le redémontre (un élève « ambitieux » peut néanmoins le retenir). Attention! à ne pas commettre l’erreur

de raisonnement suivante (c’est le « piège » !) : X 2 n’est pas scindé à racines simples donc f n’est pas diagonalisable.

Je démontre qu’un endomorphisme nilpotent f (non nul) ne peut pas être diagonalisable. On a f p = 0. D’abord la

seule vp possible est 0 puisque f (x) = λx,avec x ̸= 0, amène f p (x) = λp x donc λp = 0, puis λ= 0 (car c’est un réel

ou complexe). Par suite f est diagonalisable ssi f = 0.Id ce qui n’est pas.

Remarque : Si l (a) = 0, f (x) =−l (x) a. f est de rang 1. Je vous laisse y réfléchir.

CCP PSI 2022-2014-2013 �

Enoncé 6 Soient A ∈ Mn(R) telle que tr A ̸= 0 et f : M ∈ Mn(R) −→ ( tr M) A.
[
2014 : 2(tr M) A

]
.

1 ) Montrez f endomorphisme. Donnez son noyau.
[
2014 : Pas le noyau

]
.

2 ) f est-il diagonalisable ? Quelle est la trace de f ?

1 ) Linéaire est immédiat,je ne le traite pas ici. Quant à « endo », il suffit de remarquer que tr M A est bien une

matrice n ×n réelle.

On a immédiatement M ∈ Ker f ⇐⇒ tr(M)A = 0 ⇐⇒ tr(M) = 0 car A ̸= 0 car tr A ̸= 0. On reconnaît un hyperplan,

la trace étant une forme linéaire non nulle, cad, ici, un sev de de dimension n2 −1.
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2 ) Ker f est un hyperplan et donc 0 est vp et µ(0) ≥ n2 −1. Il « manque » une vp que normalement on trouve par

la trace mais, ici,c’est peu pratique car on ne possède pas de matrice de f .

Méthode 1 : On procède rapidement par Analyse-Synthèse : si f (M) = λM , alors tr M A = λM , donc si λ ̸= 0 M

colinéaire à A. La seule autre vp que 0 ne peut être donc fournie que par le vecteur propre (s’il l’est !).

Réciproquement, f (A) = tr(A)A. Comme A ̸= 0, tr(A) est valeur propre. Finalement 2 vp : E(0) = Ker f et E( tr(A)) ⊃
Vect(A) (Attention ! au raisonnement). Pour des raisons de dimension, on a nécessairement E( tr(A)) = Vect(A).

On conclut, par exemple, par dimE(0)+dimE( tr(A)) = n2 −1+1 = n2 = dim Mn(R) . f est donc diagonalisable.

Par cette méthode on a immédiatement la trace comme somme de toutes les vps, soit tr( f ) = (n2 −1)0+ tr(A) =
tr(A).

Méthode 2 : On cherche un polynôme annulateur, donc on commence par évaluer f 2 :

f 2(M) = f
(

f (M)
)= f

(
tr M A) = tr(M) f (A) = tr(M) tr(A) A = tr(A) f (M)

f annule donc X 2 − tr(A)X = X (X − tr(A)), polynôme scindé à racines simples car tr(A) ̸= 0. f est donc diagona-

lisable.

Remarques

• f est de rang 1. Un élève « ambitieux » peut retenir (ce n’est pas du cours) qu’un endomorphisme de rang 1

est diagonalisable ssi sa trace est non nulle. Sinon il est nilpotent d’indice 2.

• p = 1

tr A
f est la projection sur A parallèlement à H (puisque f 2 = tr(A) f ). On retrouve ainsi f diagonali-

sable et même la trace puisqu’on est censé savoir tr(p) = rg p pour un projecteur. f est donc l’affinité par

rapport à la droite Vect(A), parallèlement à H , et de rapport tr A (affinité n’est pas au programme mais c’est

une transformation qu’un ingénieur devrait connaître).

Centrale PSI 2022 (matrice circulante)

Enoncé 10 Soient a0, . . . , an−1 ∈C et θ ∈R. On pose

J =



0 1 0 . . . 0
...

. . .
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . 0

0
. . . 1

1 0 . . . 0 0


A =



a0 a1 . . . an−2 an−1

an−1 a0 a1 an−2

an−2 an−1
. . .

. . .
...

...
. . .

. . .
. . . a1

a1 . . . an−2 an−1 a0


V =



e iθ

e2iθ

...

...

e i nθ


1 ) Exprimez A comme polynôme en J

2 ) Montrez J diagonalisables dans C. Déterminez une CNS pour que V soit vecteur propre de J .

3 ) Montrez A diagonalisable dans C. Exhiber P ∈ Gln(C) tq P−1 AP est diagonale. En déduire une expression de

det A.

1 ) Si j ∈ L (Rn) est l’endomorphisme canoniquement associé à J , il vérifie j (ei ) = ei−1 en utilisant usuellement

l’indice modulo n (en+1 = e1, e−3 = en−3, e0 = en , . . . par exemple). Ceci évite de multiplier les cas. On en déduit

immédiatement que j k (ei ) = ei−k , en particulier j n = Id. La matrice J k est la matrice constituée de 0 et les 1 sur

les diagonales j = i −k, toujours modulo n, (donc aussi j = i +n −k) (pour 1 ≤ i , j ≤ n).
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Par suite, on a A = a0I +a1 J +·· ·+an−1 J n−1.

Remarque : A est appelée matrice circulante.

2 ) On a vu J n = I donc J annule X n − 1 polynôme scindé à racines simples dans C (de racines les n racines

n-ièmes de 1). Les vp de J sont donc des racines n-ièmes de 1 (les ?)

On a JV = (e2iθ, . . . ,e i nθ,e iθ) V est vecteur propre de J associé à λ ssi existe k tq e j iθ = λe( j−1)iθ (toujours avec la

convention l’entier j modulo n). Ceci amène e i nθ =λne0 = 1. Réciproquement, si e i nθ = 1, on a JV = e iθV

3 ) Comme J est diagonalisable, tout polynôme en J l’est, donc A, car J = PDP−1 amène immédiatement Q(J ) =
PQ(D)P−1 et Q(D) est bien une matrice diagonale (somme et produit de matrices diagonales).

Prenons θ = 2π
n . On a bien e i nθ = 1. Notons ω = e iθ = e2iπ/n . La question précédente permet de constater que

V (θ), . . . ,V (nθ) sont des vecteur propres et forment une famille libre puisqu’associés à des vps toutes distinctes :

les e i kθ =ωk pour 1 ≤ k ≤ n, qui sont d’ailleurs les n racines n-ièmes de 1.

La matrice, par blocs de colonnes, P = [V (θ) . . .V (nθ)] est donc inversible et vérifie P−1 JP = Diag(ω,ω2 . . . ,ωn),

puis P−1 J k P = Diag(ωk ,ω2k , . . . ,ωnk ) et enfin P−1 AP = Diag
(∑n−1

k=0 akω
k ,

∑n−1
k=0 akω

2k , . . . ,
∑n−1

k=0 akω
nk

)
.

Mines-Ponts PSI 2022 (diagonalisabilité matrice 3×3 à paramètres) �

Enoncé 12 Soient a,b,c ∈R et A =

a2 ab ac

ab b2 bc

ca cb c2

 et f l’endomorphisme canoniquement associé à A

1 ) Montrez il existe un vecteur colonne C tq A =CCT

2 ) Déterminez noyau et image de A.

3 ) Chercher les éléments propres de A. A est-elle diagonalisable ?

4 ) Retrouvez le résultat en remarquant que f est proportionnel à un projecteur.

1 ) On remarque que A est de rang 1 et il faut se rappeler un résultat / exercice très classique : une matrice est de

rang 1 ssi elle s’écrit sous la forme X Y T avec X ,Y matrices-colonnes : X est un vecteur auquel toutes les colonnes

sont colinéaires et Y la matrice des n facteurs de colinéarité. Ce résultat se retrouve / comprend facilement en

calculant la matrice X Y T (Attention ! à ne pas confondre avec la matrice / réel / produit scalaire canonique XT Y ) :



y1

...

...

yn


(

x1 . . . . . . xn

)
︸ ︷︷ ︸

XT

( n∑
i=1

xi yi

)
︸ ︷︷ ︸

XT Y

(
y1 y2 . . . yn

)


x1

x2

...

xn


︸ ︷︷ ︸

X



x1 y1 x1 y2 . . . x1 yn

x2 y1 x2 y2 . . . x2 yn

...
...

xn y1 xn y2 . . . xn yn


︸ ︷︷ ︸

X Y T

Ici, on prend

donc C = (
a b c

)T pour avoir le résultat. Cela convient aussi pour a = b = c = 0, cad A = 0 ou rg A = 0.

2 ) En notant les colonnes de A par Ci , on sait Im A = Vect(C1, . . . ,Cn) ce qui donne immédiatement ici Im A =
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Vect(C ). Le théorème du rang amène dim Ker A = n−1, un hyperplan, et on trouve ax+by+cz = 0, hyperplan que

si (a,b,c) ̸= (0,0,0). Dans toute la suite, on supposera d’ailleurs a,b,c non tous les 3 nuls, cas sans intérêt A = 0,

mais qu’il ne faut pas oublier, sous peine de perdre des points.

3 ) Comme Ker A ̸= {
0
}
, 0 est vp et d’ordre n −1 puisque le noyau est un hyperplan. Reste une vp à trouver (qui,

Attention ! , « pourrait » être 0 aussi). On la trouve par la trace tr A = a2+b2+c2 = 0+·· ·+0+λ. Reste à trouver un

vecteur propre associé à cette vp (qui est de multiplicité 1). En fait c’est C car :

AC =CCT C =C
(

CT C︸︷︷︸
réel

)= (CT C ) C = (
C C

)
C = (a2 +b2 + c2) C

On pouvait aussi alternativement résoudre le système associé à λ mais c’était plus maladroit et plus difficile à

cause des variables indéterminées. On a donc E(0) = Ker A et E(a2 + b2 + c2) = Vect(C ). Comme la dimension

égale la multiplicité, A est diagonalisable. On peut aussi remarquer dimE(0)+dimE(λ) = n −1+1 = n qui donne

la même conclusion.

Remarque : Un élève « ambitieux » peut se rappeler qu’une matrice de rang 1 est diagonalisable ssi tr A ̸= 0. Sinon

elle est nilpotente. En fait un polynôme annulateur est X (X − tr A).

4 )

A2 =CCT CCT =C CT C︸︷︷︸
réel

CT =CT C CCT = (
C C

)
A

Donc, en considérant α= (
C C

)= a2+b2+c2, la matrice B = 1
α A est un projecteur donc diagonalisable de vp 0 et

1. Ceci amène que A =αB est diagonalisable de vp 0 et α.

IMT PSI 2022 (diagonalisabilité matrice n ×n)

Enoncé 14 Soit A = (ai j )1≤i , j≤n ∈ Mn(R) où ai j = i j pour 1 ≤ i , j ≤ n. Déterminez les éléments propres de A

Il faut remarquer que toutes les colonnes sont colinéaires : si on note U = (i )1≤i≤n ∈ Mn,1(R) , on a C j = jU . La

matrice est de rang 1 puisque U ̸= 0 et on a même A =UUT . Par le théorème du rang, dim Ker A = n−1 donc 0 est

vp de multiplicité au moins n−1. En fait on peut même remarquer que A est symétrique réelle donc diagonalisable

donc la multiplicité de 0 est égale à la dimension de E(0) = Ker A soit n −1.

On trouve la vp « manquante » par la trace tr A = 0+·· ·+0+λ= ∑n
i=1 i 2 = n(n+1)(2n+1)

6 .

Espace propre associé à 0 C’est le noyau, on sait que c’est un hyperplan et une brève étude des lignes, qui sont

toutes colinéaires, montre que c’est 1x1+2x2+·· ·+nxn = 0. Méthode alternative, un peu plus élégante : X ∈ Ker A

ssi UUT X = (
U X

)
can U = 0 ssi

(
U X

)
can = 0 et on retrouve la même équation. En fait Ker A = Vect(U )⊥.

Espace propre associé à λ On peut calculer et résoudre le système n×n, sachant que c’est une droite, mais c’est

maladroit et d’ailleurs assez difficile. On se rappelle son cours sur les matrices symétriques réelles : E(λ) ⊥ E(0) et

son cours sur les orthogonaux à un hyperplan et on arrive à E(λ) = (Vect(U )⊥)⊥ = Vect(U )
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CCINP PSI 2022þ (matrice par blocs)

Enoncé 19 Soit B =
(

A A

0n 0n

)
∈ M2n(C)

1 ) Soit P ∈C[X ]. Montrez que P (B) =
(

P (A) P (A)

0n 0n

)
+P (0)

(
0n −In

0n In

)
2 ) En déduire le rang de la matrice B en fonction de celui de A.

3 ) On suppose A diagonalisable. Montrez B est diagonalisable et déterminez ses valeurs propres.

1 ) On commence par calculer B k . A cette fin, on calcule d’abord B 2,B 3, . . . jusqu’à ce qu’on conjecture. On

démontre (propose au correcteur de) par récurrence. Je ne met pas cette récurrence ici. On trouve B k =

Ak Ak

0n 0n

.

Attention ! cette formule ne convient pas pour k = 0 ! (je vous laisse y réfléchir)

Soit P = ∑p
k=0 ak X k , en n’oubliant pas que a0 = P (0), et qu’il faut « l’isoler » :

P (B) =
p∑

k=1
ak B k +P (0)I2n =

p∑
k=1

ak

Ak Ak

0n 0n

+P (0)


In In

0n 0n

+

0n −In

0n In




=
p∑

k=0
ak

Ak Ak

0n 0n

+P (0)

0n −In

0n In

=

∑p
k=0 ak Ak ∑p

k=0 ak Ak

0n 0n

+P (0)

0n −In

0n In


=

P (A) P (A)

0n 0n

+P (0)

0n −In

0n In



2 ) Je ne vois pas trop comment déduire le rang. . . ou alors quelque chose de bien compliqué. J’utilise le théorème

usuel de Sup : si A est de rang r , on peut écrire A = P Jr Q, avec P,Q inversibles et Jr la matrice diagonale composée

de r 1 puis de n − r 0. On écrit alors

P−1 0

0 P−1


A A

0 0


Q−1 0

0 Q−1

=

P−1 AQ−1 P−1 AQ−1

0 0

=

Jr Jr

0 0

=C

Comme les deux matrices « encadrantes » sont clairement inversibles (quel est leur inverse ?), le rang de B est égal

à celui de C . Si on regarde les lignes de C , comme il y a 2n−r lignes nulles, rgB ≤ r . Et si l’on regarde les colonnes,

comme les r premières colonnes représentent le r premiers vecteurs de la base canonique de C2n (je vous laisse

y réfléchir), alors rgB ≥ r . Finalement rgB = r = rg A. Ce raisonnement pouvait d’ailleurs quasiment être produit

sur la matrice initiale, en gérant un peu différemment les colonnes.

3 ) On utilise Q1. Soit P un polynôme annulateur scindé à racines simples de A. C’est possible comme A est

diagonalisable et d’ailleurs le cours nous en donne un, le plus simple d’ailleurs de degré minimal que tant qu’à

faire on prend !, P (X ) =∏
i (X −λi ) où les λi sont les valeurs propres distinctes de A, on ne les compte pas avec la

multiplicité. Deux cas :

• Si P (0) = 0, ce qui équivaut à 0 vp de A, alors P (B) = 0, et P , scindé à racines simples, annule B , donc B est
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diagonalisable.

• Si P (0) ̸= 0, on considère Q(X ) = X P (X ) est aussi scindé à racines simples (je vous laisse y réfléchir) et annule

A, vérifie Q(0) = 0. Q, scindé à racines simples, annule B , B est donc diagonalisable.

Ces 2 cas nous donnent déjà (comme P ou Q annulent B) SpB ⊂ Sp A
⋃{

0
}
. Reste à prouver l’égalité

Méthode 1 : On peut calculer le polynôme caractéristique de B vu que la matrice est triangulaire par blocs :

χB (λ) = det(λI2n −B) = det

λIn − A −A

0 λIn

= det(λIn − A)det(λIn) =λnχA(λ)

Le résultat suit.

Méthode 2 : Comme B est diagonalisable, rappelons que la multiplicité des valeurs propres est la dimension de

l’espace propre associé.rgB = r donc 0 est valeur propre de B de multiplicité 2n−r . Soit λ une vp de A et X ̸= 0 tq

AX =λX . Alors en ayant l’idée de chercher un vecteur propre sous forme de blocs Y = (
X
0

)
, on arrive à :

BY =

A A

0 0


X

0

=

AX

0

=

λX

0

=λY

Ceci donne bien λ vp de B car (important) Y ̸= 0. Par cette méthode, on a plus les vecteurs propres.

Question : A t-on, sous cette forme, tous les vecteurs propres de B ?

CCINP PSI 2022þ -2019 | Centrale PSI 2018 | ENSAM 2015 | Mines PSI 2012 (endomorphisme de fonctions)

Enoncé 20 E = C 0
(

[0,1] , R
) [

Pas CCINP : sur R+ et pas [0,1]
]

.

On définit T qui à f ∈ E associe T ( f ) tq T ( f )(x) = 1

x

∫ x

0
f (t )dt si x ̸= 0, et T ( f )(0) = f (0)

1 ) Montrez T est un endomorphisme de E .

2 ) Montrez que 0 n’est pas valeur propre.
[
Autres :Déterminez les éléments propres

]
3 ) Montrez que 1 est valeur propre et donnez l’espace propre associé.

4 ) Déterminez les autres valeurs propres.
[
2022 : Donnez la dimension des espaces propres

]
.

5 ) Pas CCINP : T est injectif ? surjectif ?

1 ) Voilà un exemple où on ne peut pas trop dire que T linéaire est immédiat, car il faut bine le gérer. Pour tous

scalaires réels α,β et toutes fonctions f , g ∈ E :

T
(
α f +βg

)
(x) =


1

x

∫ x

0

(
α f +βg

)
(t )dt =α1

x

∫ x

0
f (t )dt +β

∫ x

0
g (t )dt six > 0

(
α f +βg

)
(0) =α f (0)+βg (0) six = 0

=


αT ( f )(x)+βT (g )(x) six > 0

αT ( f )(0)+βT (g )(0) six = 0

=
(
αT ( f )+βT (g )

)
(x)

Ne pas oublier endo-morphisme, cad ici vérifier que T ( f ) est continue sur
[

0,1
]

. Etant que l’on sait, par le théo-

rème fondamental de l’analyse, que x → 1

x

∫ x

0
f est C 1 donc continu sur R+∗ (théorème de Sup), par continuité de

f , reste à montrer que lim
x→0

1

x

∫ x

0
f = f (0).
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Méthode 1 par le dl : On utilise un dl en 0. La continuité de f en 0 amène (équivaut en fait) l’existence du dl à

l’ordre 0 : f (x) = f (0)+o(1). Le théorème de primitivation d’un dl donne :∫ x

0
f = 0+x f (0)+o(x) =⇒ 1

x

∫ x

0
f = f (0)+o(1)

ce qui donne bien la limite recherchée

Remarque : Je rappelle qu’on ne peut pas dériver un dl cad, plus précisément, c’est un problème d’existence :

f admet un dl n’entraîne pas f ’ admet un dl. Par contre, si on sait que f ′ admet un dl (par Taylor-Young par

exemple), on peut alors dériver le dl de f .

Méthode 2 :

En posant F (x) =
∫ x

0
f , T ( f )(x) = 1

x

∫ x

0
f = F (x)−F (0)

x −0
x→0−−−−→ F ′(0) = f (0)

2 ) Ceci équivaut à prouver KerT = {
0
}
.

Soit f ∈ KerT , alors f (0) = 0 et ∀x > 0,
1

x

∫ x

0
f (t )dt = 0 donc ∀x > 0,

∫ x

0
f (t )dt = 0 donc en rappelant que

∫ x

0
f ,

primitive de f qui s’annule en 0, a pour dérivée f (x), il suit : ∀x > 0, f (x) = 0 et f (0) = 0 soit f = 0 Réciproquement,{
0
}⊂ Ker f , soit KerT = {

0
}

.

3 ) On procède ici par Analyse-Synthèse :

Analyse : T ( f ) = f , d’où f (0) = f (0) et pour x > 0 on dérive, comme plus haut /

1

x

∫ x

0
f (t )dt = f (x) =⇒ x f (x) =

∫ x

0
f =⇒ f (x)+x f ′(x) = f (x) =⇒ f ′(x) = 0 =⇒ f (x) = k

Remarque : Il vaut mieux dériver après avoir multiplié par x !

Synthèse : On « essaye » k : T
(
k
)
(x) =


1

x

∫ x

0
k dt = k si x > 0

= k si x = 0

}
= k

Conclusion : 1 est valeur propre de T et E(1) = Vect(1) (je rappelle que c’est l’ensemble des vecteurs invariants)

4 ) Analyse : Soit λ une valeur propre de T , alors T ( f ) =λ f , d’où f (0) =λ f (0) et pour x > 0 :

1

x

∫ x

0
f (t )dt =λ f (x) =⇒ λx f (x) =

∫ x

0
f =⇒ λ f (x)+λx f ′(x) = f (x) =⇒ f solution sur

[
0,1

]
de λx y ′+(λ−1)y = 0

Les solutions de cette équation différentielle sont, pour λ ̸= 0 (le cas λ= 0 a déjà été traité) :

y =C exp
(∫

1−λ
λ

1

x
dx

)
=C exp

(
1−λ
λ ln |x|)=C x

1−λ
λ

Ne pas oublier f (0) =λ f (0) qui amène λ= 1 ou f (0) = 0. Donc, si λ ̸= 1, f (0) = 0 et la continuité (à ne pas oublier

non plus) amène que l’on doit avoir limx→0 C |x| 1−λ
λ = 0 d’où 1−λ

λ > 0 ou encore 0 <λ< 1 (si λ ̸= 0,1).
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Synthèse : Réciproquement, pour λ ∈ ]
0,1

[
, les seuls vecteurs propres possibles conviennent puisque, en po-

sant fλ(x) = x1−λ/λ, on a bien des fonctions continues sur R+ , vu la positivité de 1−λ
λ (sinon ce serait R+∗ ) et :

T
(

fλ
)
(x) =


1

x

∫ x

0
t 1−λ/λdt = 1

x
x

1−λ
λ +1/

1−λ
λ

+1 =λx
1−λ
λ =λ fλ(x) si x > 0

0 =λ0 =λ fλ(0) si x = 0

}
=λ fλ(x)

Donc une droite pour l’espace propre. On constate que le cas λ = 1 étudié plus haut donne cette même droite.

Conclusion : SpT = ]
0,1

]
E(λ) = Vect

(
x

1−λ
λ

)
5 )

• T est injective puisque KerT = {
0
}
.

• T n’est pas surjective car T ( f ) est une fonction C 1 sur
]

0,1
]

, ensemble de fonctions strictement inclus dans

E , les fonctions continues sur
[

0,1
]
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II – Réduction : Autres

CCP PSI 2022-2016-2013 | CCP PC 2012-2010 (racine d’une matrice symétrique)

Enoncé 23 Soit A symétrique réelle d’ordre n telle que Ak = In avec k entier non nul. Montrez A2 = I .

A annule le polynôme X k −1, scindé à racines simples mais dans C (les k valeurs propres k-ièmes de 1), donc est

diagonalisable dans C. Ceci dit, on sait qu’elle est diagonalisable dans R, puisque symétrique réelle.

Par contre, on apprend que ses vp sont parmi les k racines k-ièmes de 1, or les vps de A sont réelles. On en déduit

Sp A ⊂ { − 1,1
}
, puisque −1 et 1 sont les seuls nombres réels racines n-ièmes de 1 (suivant la parité). A étant

diagonalisable, elle annule donc (X −1)(X +1) soit X 2 −1, ce qui amène A2 = I .

CCINP PSI 2022 (commutant endomorphisme cyclique)

Enoncé 25 Soit E un ev de dimension finie n ≥ 1, f ∈ L (E) avec λ1, . . . ,λn ses vp distinctes.

1 ) Montrez P −→ (P (λ1), . . . ,P (λn)) est un isomorphisme de Rn−1[X ] sur Rn .

2 ) (i) Soit g un endomorphisme tq f et g commutent. Montrez que les espaces propres de f sont stables par g

puis que tous les vecteurs propres de f sont vecteurs propres de g .

(ii) Montrez il existe une base de E formée par les vecteurs propres communs à f et g .

(iii) Montrez l’existence et l’unicité d’un polynôme P tq g = P ( f ).

3 ) Montrez que l’ensemble des endomorphismes g de E qui vérifient g ◦ f = f ◦g est un sev de L (E) et précisez

sa dimension.

1 ) La linéarité de cette application (on la note ϕ) est immédiate et laissée au lecteur. On cherche le noyau de ϕ :

si P ∈ Kerϕ, alors P (λ1) = ·· · = P (λn) = 0. Comme les réels λi sont supposés distincts, le polynôme P , de degré

≤ n −1, a plus de racines que son degré, donc est le polynôme nul ; d’où Kerϕ⊂ {
0
}
. L’inclusion réciproque étant

claire, on en déduit Kerϕ= {
0
}

et ϕ injective. Comme les deux evs de départ et d’arrivée ont même dimension n,

on en déduit que ϕ est un isomorphisme.

2 ) (i) f ◦ g = g ◦ f donc les espaces propres de f sont stables par g : c’est du cours ! Je vous le redémontre

néanmoins : Soit E(λ) = Ker(λ Id − f ) l’espace propre de f associé à λ. On montre g
(
E(λ)

)⊂ E(λ) :

x ∈ E(λ) =⇒ f (x) =λx =⇒ g ( f (x)) =λg (x) =⇒ f (g (x)) =λg (x) =⇒ g (x) ∈ E(λ)

Il faut se rappeler qu’ici, comme les n vp de f sont toutes distinctes, que tous les espaces propres E f (λ) sont des

droites, donc 2 éléments quelconques de E f (λ) sont nécessairement colinéaires. Comme, relire démo au dessus,

x, g (x) ∈ E(λ). On en déduit qu’ils sont colinéaires et comme x ̸= 0, g (x) =µx

(ii) Comme f est un endomorphisme d’un ev de dimension n et dispose de n vp distinctes, il est diagonalisable.

Par suite, on sait que E(λ1) ⊕ . . . ⊕ E(λn) = E . En prenant un vecteur non nul ei de chaque E(λi ), d’une part on a

une base de E et d’autre part, d’après l’item précédent, ei est vecteur propre à la fois de f et g

(iii) On a f (ei ) =λi ei et g (ei ) =µi ei . En utilisant les polynômes de Lagrange (L1, . . . ,Ln) associés aux réels distincts

λi , on sait qu’il existe un polynôme P , unique si degP ≤ n −1, vérifiant P (λi ) = µi (allez réviser votr cours sur les

polynômes de Lagrange). C’est d’ailleurs le polynôme P (X ) = ∑n
i=1 µi Li (X ).
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Montrons g = P ( f ). Comme ce sont des applications linéaires, il faut et il suffit de montrer l’égalité sur la base

(e1, . . . ,en) de E :

P ( f )(ek ) =
n∑

i=1
µi Li ( f )(ek ) =

n∑
i=1

µi Li (λk )ek =
n∑

i=1
µiδi k ek =µk ek = g (ek )

3 ) L’ensemble des endomorphismes g commutants avec f , noté C , est un sev de L (E) . On l’appelle d’ailleurs

le commutant de f . Pour le démontrer le plus simple est sans doute de le voir comme le noyau de l’application

linéaire g → g ◦ f − f ◦ g (je vous laisse y réfléchir). La question précédente a établi que g est un polynôme f .

La réciproque est immédiate, un polynôme en f commute avec f , c’est d’ailleurs du cours. Reste à trouver la

dimension de ce sev.

On montre qu’il est de dimension n en montrant E = ( Id, f , f 2, . . . , f n−1) base de C :

• Ce sont des polynômes en f , donc des éléments de C .

• E est génératrice de C :

Soit R( f ) ∈C avec R polynôme. Notons χ f le polynôme caractéristique de f qui est de degré n et effectuons

la division euclidienne de R(X ) par χ f (X ), alors il existe un quotient Q et un reste R, de degré < n, tq R(X ) =
Q(X )χ f (X )+R(X ). En utilisant le théorème de Cayley-Hamilton, χ f ( f ) = 0, il suit R( f ) = ∑n−1

k=0 ak f k . La

preuve est faite.

• E est libre :

Si la famille était liée, il existerait des réels ai non tous nuls tq
∑n−1

k=0 ak f k = 0, par suite le polynôme non

nul
∑n−1

k=0 ak X k est annulateur de f . Or il est de degré ≤ n −1. Il vient que le spectre de f a au plus n −1 vp.

Absurde!

Remarque : Le commutant de f ne contient ici que des polynômes en f . un tef f s’appelle endomorphisme cy-

clique. Il existe des endomorphismes (matrices) dont le commutant contient plus que les polynômes en f , cad

des endomorphismes (matrices) qui ne sont pas des polynômes en f . Par exemple, la matrice Diag(2,2,1), je vous

laisse vérifier.
Mines-Ponts PSI 2022 (dimension commutant)

Enoncé 27 Soit Jn la matrice carrée de taille n dont tous les coefficients valent 1.

1 ) Montrez Jn diagonalisable et il existe une matrice orthogonale Pn ∈ On(R) tq Jn = Pn Diag(0, . . . ,0,n)P−1
n

2 ) Calculez P2 et P3

3 ) Montrez que l’ev des matrices de M3(R) commutant avec J3 est de dimension 5.

1 ) Jn est symétrique réelle donc diagonalisable. Toutes les colonnes sont égales, donc elle est de rang 1, donc

dim Ker Jn = n−1, ce qui amène que 0 est vp et sa multiplicité vérifie µ(0) ≥ n−1. On calcule la dernière vp à l’aide

de la trace tr Jn = n = 0+·· ·+0+λ, soit λ= n. Par conséquent d’après le théorème spectral, il existe une matrice

orthogonale Pn tq Jn = Pn Diag(0, . . . ,0,n)Pn .

2 ) Rappelons que les espaces propres sont orthogonaux ce qui permet de n’en calculer qu’un : le noyau hy-

perplan. On aura le deuxième E(n) par son orthogonal, qui est donné par le cours. Pour n = 2, Ker J2 : x + y = 1
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donc E(2) = ( Ker J2)⊥ = Vect(−1,1). Pour n = 3, Ker J3 : x + y + z = 0 donc E(3) = ( Ker J3)⊥ = Vect(1,1,1). Reste

à donner une BON de chacun. Pour une calculer une BON du plan Ker J3, on pourrait utiliser le procédé d’or-

thonormalisation de Schmidt à la base
(
(1,−1,0), (1,0,−1)

)
mais il est plus simple d’utiliser le produit vectoriel

(1,−1,0)∧ (1,1,1) = nécessairement dans Ker J3, il vaut (−1,−1,2). Il reste à normer tous ces vecteurs et alors :

J2 = 1p
2

 1 1

−1 1

 J3 =


1p
2

1p
3

−1p
6

− 1p
2

1p
3

−1p
6

0 1p
3

2p
6



3 ) Notons C l’ev du commutant de J3. Alors

M ∈C ⇐⇒ M J3 = J3M ⇐⇒ MP3D3P−1
3 = P3D3P−1

3 M ⇐⇒ (P−1
3 MP3)D3 = D3(P−1

3 MP3)

Par isomorphisme M −→ P−1
3 MP3, on est ramené à chercher la dimension du commutant de D3 = Diag(0,0,3).

Vu la petite dimension, il est tout aussi simple de chercher le commutant. On raisonne par blocs pour être un peu

plus efficace :

D3 =

022 012

021 3

 M ′ =

A U

V α

 D3M ′ =

022 012

3V 3α

= M ′D3 =

022 3U

021 3α

 ⇐⇒ U =V = 0

LA dimension de C est donc 5 (A est une matrice 2×2 quelconque).

CCINP PSI 2022-2021þ | TPE PSI 2016 (equation matricielle avec transposée) �

Enoncé 31 Soit M ∈ Mn(C) vérifiant M 2 +MT = In .

1 ) Montrez que si un polynôme P annule M , alors les vp de M sont des racines de P
[
2016 : Q. absente

]
2 ) On suppose M symétrique. Montrez M diagonalisable.

[
2021 : Est-elle diag.?

]
Montrez det(M)× tr(M) ̸= 0.

3 ) On ne suppose plus M symétrique. Montrez M diagonalisable.

4 ) Montrez M inversible ssi 1 n’est pas vp de M .
[
2021 : Montrez alors M symétrique

]
1 ) C’est du cours ! à redémontrer donc : si P (M) = 0, Sp M ⊂ Rac(P ) Je ne le re-fais pas ici. Attention ! cette

question tombe régulièrement.

2 ) Il y a un piège ! C’est (peut-être) faux si elle est (vraie) complexe ! Mais l’équation s’écrit alors M 2 + M = In ,

ce qui nous donne le polynôme annulateur X 2 + X − 1 de racines α,α′ = 1±p5
2 , scindé à racines simples donc

diagonalisable (dans C à priori ! D est réelle, mais, à priori, P pourrait être complexe). 0 n’est pas valeur propre

donc M inversible, soit det(M) ̸= 0. Si on note p la multiplicité de α avec 0 ≤ p ≤ n, alors celle de α′ est n −p, ce

qui amène :

tr(M) = p
1+p

5

2
+ (n −p)

1−p
5

2
= n

2
+ (2p −n)

p
5

2

Si tr(M) = 0,
p

5 = n

n −2p
est rationnel. Absurde!

Remarque : Il vaut peut être mieux savoir redémontrer ce résultat valide pour
p

2,
p

3,
p

5, . . . . Par l’absurde, donc.
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Si
p

5 = p
q est rationnel (on suppose toujours p et q premiers entre eux (p ∧ q = 1) sinon des raisonnements

pourraient ête invalidés). Alors, au carré, 5q2 = p2, donc 5 |p2 donc nécessairement 5 |p (c’est de l’arithmétique

somme toutes assez logique), d’où 52 |p2 puis, en réinjectant, 5 |q . Absurde! car p et q sont premiers entre eux.

3 ) On cherche un polynôme annulateur en essayant de se « débarrasser » de la transposée. De l’équation on tire

(MT )2 = (In −M 2)2 = M 4 −2M 2 + In , formule du binôme de Newton 1 valide puisque les deux matrices M 2 et In

commutent. En passant à la transposée dans l’équation on obtient aussi : (M 2)
T = (In − tM)T = In −M . L’égalité

amène M 4 −2M 2 + In = In −M , soit M 4 −2M 2 +M = 0.

Le polynôme X 4−2X 2+X = X (X 3−2X +1) = X (X −1)(X −α)(X −α′) est donc annulateur de M avecα= −1±p5
2 . On

en déduit Sp M ⊂ {0,1,α,α′}. Le polynôme étant scindé à racines simples, la matrice est diagonalisable (à priori

dans C : une matrice complexe peut avoir des vecteurs propres complexes associés à des vp réelles !). Si la matrice

est réelle, le polynôme annulateur est scindé à racines simples réelles donc la matrice est diagonalisable dans R.

4 ) Je démontre la contraposée des 2 implications :

Si 1 est vp de M , alors M X = 1.X avec X ̸= 0, puis M 2X = 12X = X , soit (M 2 − I )X = 0 ce qui amène par l’équation

hypothèse de l’énoncé, MT X = 0, soit MT non inversible (car X ̸= 0), puis, c’est du cours, M non inversible (cela

vient de det(M) = det(MT ) = 0).

Si M non inversible, MT ne l’est pas non plus, ni donc M 2 − I . Par conséquent, cours, 1 est vp de M 2.Attention !

on ne peut pas en déduire 1 vp de M (pensez à (−I )2). Par contre, on a un résultat qui nous dit (lisez-bien, c’est à

l’envers en fait) : si λ1, . . . ,λn sont les n vp complexes (comptées avec la multiplicité), alors λ2
1, . . . ,λ2

n sont les n vp

de M 2. Pour le démontrer, il suffit de trigonaliser : si M = PT P−1, M 2 = PT 2P−1 et sur la diagonale de T 2, il y a les

vp au carré, cad les coefficients diagonaux de T au carré. On en déduit alors que ou 1 est vp de M , ou −1 est vp de

M . En reprenant Q3, ce ne peut-être que 1.

Je vous démontre la question posée (en plus) à l’oral CCINP de 2021 : si M est inversible, 0 et 1 ne sont pas vp donc

M − I inversible aussi. En reprenant l’équation M 4 −2M 2 + In = M(M − I )(M −αI )(M −α′I ) et en la multipliant

par M−1×(M − I )−1 (inutile de préciser à gauche ou à droite, toutes ces matrices, polynômes en M , commutent, il

vient (M −αI )(M −α′I ) = M 2 +M − I = 0. Or, par hypothèse on a M 2 +MT − I = 0. Il suit MT = M .

CCINP PSI 2022 (matrice normale 2×2)

Enoncé 34 Soit M ∈ M2(R) tq M MT = MT M et M 2 +2I2 = 0.

1 ) Montrez MT M est diagonalisable.

2 ) Montrez que les vp d’une matrice sont racines de tout polynôme annulateur de cette matrice.

3 ) Déterminez les vp de MT M .

4 ) Montrez 1p
2

M orthogonale.

5 ) Déterminez les matrices M qui conviennent.

1. Isaac Newton : anglais (1643-1727). Partage avec Leibniz la découverte du calcul infinitésimal. Connu pour la formule du binôme et

la méthode éponyme d’approximation des zéros d’une fonction.
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1 ) S = MT M symétrique réelle car ST = (MT M)
T = MT (MT )

T = MT M = S.

Remarque : On sait même MT M ∈ S +
n (R) , cad ses vp sont≥ 0 ? C’est quasiment du cours : puisque∀X ∈ Mn,1(R) , XT MT M X =

(M X )T (M X ) = M X 2
can ≥ 0

2 ) Question de cours que je ne redémontre pas ici.

3 ) Il faut trouver un polynôme annulateur de S = MT M en se servant de M 2 +2I = 0. En ×(MT )2 à gauche :

0 = (MT )2M 2 +2(MT )2
(1)︷︸︸︷= (MT M)2 +2(M 2)

T
(2)︷︸︸︷= (MT M)2 −4I2

• (1) (MT )2M 2 = (MT M)2 car M et MT commutent par hypothèse.

• (2) On a transposé l’équation : M 2 + I = 0

il suit que X 2 − 4 est un polynôme annulateur de S = MT M , donc SpS ⊂ { − 2,2
}
. Par positivité, SpS ⊂ {

2
}
.

SpS =; est impossible car S est diagonalisable donc possède n vp réelles, comptées avec la multiplicité. Comme

S est diagonalisable avec la seule vp 2, ce ne peut être que 2I (j’ai déjà démontré / expliqué cela en cours, je ne le

redémontre pas ici).

4 ) On a vu MT M = 2I2 qui s’écrit aussi
( 1p

2
M

)T 1p
2

M = I2, soit P = 1p
2

M orthogonale.

5 ) Rappelons le cours : les seules matrices orthogonales d’ordre 2 sont :

R(θ) =

cosθ −sinθ

sinθ cosθ

 ∈ SO(2) S(θ) =

cosθ sinθ

sinθ −cosθ


Les matrices R(θ) sont les (matrices de) rotation d’angle (de mesure) θ, de déterminant 1 et les S(θ) de déterminant

-1 sont les matrices de symétrie orthogonale (par rapport à une droite). Alors S(θ)2 = I2 et on sait R(θ)2 = R(2θ).

Par suite l’hypothèse
( 1p

2
M)2 = 1

2 M 2 =−I2 = R(π) amène que seul R(θ) est possible avec 2θ ≡ π, à 2π près, ce qui

amène les 2 valeurs θ = π
2 et θ = 3π

2 . Les deux matrices M solutions du problème de l’énoncé sont donc :

p
2R

(π
2

)=
 0 −p2
p

2 0

 p
2R

(3π

2

)=
 0

p
2

−p2 0


Mines-Ponts PSI 2022 (valeurs propres des matrices antisymétriques) H
Enoncé 39

1 ) Prouvez, pour toutes A ∈ Mn,p (C) et B ∈ Mp,q (C) , l’égalité AB = A B .

2 ) Soit A ∈ An(R) et λ une vp de A. En utilisant la question précédente, montrez λ=−λ.

3 ) Soit A ∈ An(R) .

(i) Donnez la forme de χA .

(ii) Que dire de χA(0) lorsque n est impair ?

(iii) On suppose n pair et 0 ̸∈ Sp A. Montrez det(A) > 0.

1 )

∀1 ≤ i , j ≤ n,
[

AB
]

i j

(1)︷︸︸︷= [
AB

]
i j =

n∑
k=1

Ai k Bk j

(2)︷︸︸︷=
n∑

k=1
Ai k Bk j

(3)︷︸︸︷=
n∑

k=1
Ai k B k j =

[
A B

]
i j

• (1) Définition de la conjuguée M : ∀1 ≤ i , j ≤ n,
[
M

]
i j = Mi j
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• (2) Propriété des nombres complexes

• (3) Définition de la conjuguée d’une matrice

2 ) On sait que dans les matrices des espaces euclidiens, il est intéressant de manier les quantités XT X , XT AX , XT AT AX . . .

car elles ramènent au produit scalaire / norme euclidienne. Quant on raisonne dans C, il est plus utile de consi-

dérer les quantités X
T

X , X
T

AX . . . car la quantité X
T

X = ∑n
i=1 |xi |2 est une norme et vérifie donc la propriété de

séparation : X
T

X = 0 ⇐⇒ X = 0, ce qui n’est pas le cas de XT X dans C.

Soit λ une vp complexe de A antisymétrique et X ̸= 0 ∈ Mn,1(C) tq AX = λX . On en déduit, en utilisant Q1,

AX = A X = AX car A réelle, soit AX = λ X . Ceci dit, c’est du cours : les vp conjuguées d’une matrice réelle sont

associés aux vecteurs propres conjugués. Considérons X
T

AX :

X
T

AX =λX
T

X
(1)︷︸︸︷= (X

T
AX )

T = XT AT X
(2)︷︸︸︷= −XT AX =−λXT X

(3)︷︸︸︷= −λX
T

X

• (1) X
T

AX est une matrice 1×1, donc égale à sa transposée.

• (2) A est antisymétrique

• (3) X
T

X = XT X car
∑n

i=1 |xi |2 = ∑n
i=1 |xi |2

Comme X ̸= 0 amène XT X ̸= 0, il vient λ=−λ

Remarque : Les vps d’une matrice antisymétrique sont alors imaginaires pures. La seule vp réelle possible est

donc 0, et il suit qu’une matrice antisymétrique de dimension impaire n’est jamais inversible.

3 ) (i) Comme (X −λi )(X +λi ) = (X 2 +λ2), on en déduit que le polynôme caractéristique est de la forme (mot

jamais très clair. . .) χA(X ) = X m
n−m∏
i=1

(X 2 +a2
i ) avec ai réel (et sans compter la multiplicité)

(ii) Remarque plus haut : χA(0) = 0 si n est impair.

(iii) La matrice antisymétrique étant réelle et inversible, toutes les vps sont imaginaires pures, des i a j avec a j ̸= 0

et réel et 2 à 2 conjuguées. Par suite det A =∏
j

(i a j )(−i a j ) =∏
j

a2
j > 0.
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III – Algèbre Linéaire

Mines-Ponts PSI 2022 (dérivation discrète de polynômes) H
Enoncé 45

Soit P ∈R[X ]. Montrez il existe un unique Q ∈R[X ] tq Q(0) = 0 et Q(X +1)−Q(X ) = P (X )

On considère l’endomorphisme ∆ : Q(X ) ∈R[X ] −→Q(X +1)−Q(X ) (on l’appelle « dérivation discrète »).

Calculons son noyau : Q ∈ Ker∆ vérifie Q(X + 1) = Q(X ). En raisonnant dans C, si α est une racine complexe

de Q, par récurrence immédiate, α+n (avec n ∈ Z) est aussi racine de Q. Q ayant une infinité de racines, est le

polynôme nul. On en déduit (Attention ! au raisonnement) que Q n’a pas de racines, soit est constant. Réciproque

immédiate. Ker∆= Vect(1) (on voit l’analogie avec la dérivation)

Soit n le degré de P . On cherche donc à prouver qu’il existe un unique Q vérifiant Q(0) = 0 et∆(Q) = P . Soit p ≥ 1 le

degré de Q. Les formules du cours donnent deg∆(Q) ≤ p mais en regardant le coefficient dominant, on s’aperçoit

que deg∆(Q) = p −1 (je ne mets pas les détails ici). Il suit que tout polynôme vérifiant ∆(Q) = P est dans Rp+1[X ].

Considérons alors la co-restriction de ∆ à Rp+1[X ], notée δ. C’est donc un endomorphisme. Le théorème du rang

(qu’on ne peut appliquer dans R[X ] d’où cette idée) amène dim Imδ= p +2−1 = p +1 et comme Imδ⊂ Rp [X ],

il vient Imδ= Rp [X ]. Il existe donc un polynôme Q tel que δ(Q) = P . Ce polynôme étant unique à une constante

près (voir remarque), il est unique si l’on suppose Q(0) = 0.

Remarque : Un résultat du cours, pas stricto-sensu du cours, mais que tout élève « ambitieux » devrait savoir est

que si f est une application linéaire de E dans F et que y ∈ Im f , cad il existe x ∈ E tq y = f (x), alors tous les autres

antécédents sont les x +u où u ∈ Ker f . Ce n’est pas très difficile à démontrer, je vous laisse y réfléchir.

CCINP PSI 2022 (endomorphisme de polynômes) H
Enoncé 56 Soient a ∈R et ϕ : P ∈R[X ] −→ (X −a)(P ′−P ′(a))−2(P −P (a)).

1 ) Montrez ϕ endomorphisme de R[X ].

2 ) Montrez il existe un entier k ∈N∗ tq (X −a)k divise ϕ(P ) pour tout P ∈R[X ]. Trouvez le plus grand k vérifiant

cette condition.

3 ) Déterminez le noyau et l’image de ϕ.

1 ) Aucune difficulté pour la linéarité, je ne le traite pas ici. Quant à endo, on peut ajouter que l’expression de

ϕ(P ) est bien un polynôme qui est d’un degré inférieur ou égal à celui du polynôme entrant.

2 ) Je rappelle que (X −a)p divise un polynôme Q ssi Q(a) =Q ′(a) = ·· · =Q(p−1)(a) = 0 (Attention ! au décalage).

a est racine de multiplicité p ssi on a en plus Q(p)(a) ̸= 0. On calcule donc les différentes dérivées de ϕ(P ) en

remarquant qu’on a déjà ϕ(P )(a) = 0 :

ϕ(P )′(X ) = P ′(X )−P ′(a)+ (X −a)P ′′(X )−2P ′(X ) ϕ(P )′(a) =−2P ′(a)

On a donc X −a divise ϕ(P ) et comme on n ’a pas, pour tout polynôme, P ′(a) = 0 (pour un a fixé), le plus grand k

vérifiant la condition de l’énoncé pour tout polynôme P est k = 1.
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3 ) On commence par le noyau : P ∈ Kerϕ ⇐⇒ (X −a)
(
P ′(X )−P ′(a)

)= 2
(
P −P (a)

)
(E).

Méthode 1 : On va procéder par analyse-synthèse :

Analyse : Si ϕ(P ) = 0, alors ϕ(P )′(X ) = 0, donc ϕ(P )′(a) = 0, donc P ′(a) = 0. a est racine de P (X )−P (a). Notons p

sa multiplicité, soit P (X )−P (a) = (X −a)pQ(X ) avec Q(a) ̸= 0. Alors l’équation (E) s’écrit :

(X −a)
(
p(X −a)p−1Q(X )+ (X −a)pQ ′(X )

)= 2(X −a)pQ(X ) =⇒ (X −a)Q ′(X ) = (2−p)Q(X )

X = a amène p = 2 ou Q = 0. Ces 2 cas amenant, en réinjectant, Q ′(X ) = 0 dc Q = cste. Finalement P (X ) = P (a)+
k(X −a)2 ∈ Vect

(
1,(X −a)2

)
Synthèse : Par linéarité, il suffit d’essayer le polynôme constante-1 et (X −a)2, s’ils conviennent bien dans l’équa-

tion (E). Je vous laisse effectuer ce calcul élémentaire. Finalement Kerϕ= Vect
(
1,(X −a)2

)
.

Méthode 2 : On raisonne dans la base F = (
(X − a)n

)
n∈N de R[X ]. On note les coordonnées an de P . Ce qui

signifie P (X ) = ∑+∞
n=0 an(X − a)n et d’ailleurs, par la formule de Taylor pour les polynômes, on sait an = P (n)(0)

n! .

L’équation (E) s’écrit alors simplement :

(X −a)
+∞∑
n=1

nan(X −a)n−1 = 2
+∞∑
n=1

an(X −a)n ⇐⇒ ∀n ≥ 1, nan = 2an ⇐⇒ ∀n ̸= 0,2 an = 0

On notera ici l’équivalence. Par conséquent Kerϕ est le plan Vect
(
1,(X −a)2

)

Pour l’image, le théorème du rang ne peut s’utiliser car la dimension est infinie. En fait on a que l’image est de

codimension 2 mais cette notion n’est pas du tout au programme (un « déficit » de 2 dans la dimension infinie de

R[X ]). Cà peut quand même aider un peu . . .

Méthode 1 : Comme on a ϕ(P )(a) = 0, on a Imϕ ⊂ {
P ;P (a) = 0

} = (X − a)R[X ] = Vect
(
(X − a)n≥1

)
mais cette

inclusion est stricte : on peut le comprendre en comprenant qu’il y a seulement un « déficit » de 1 (regardez le

vect). On calcule une dérivée successive de ϕ(P ) :

ϕ(P )′′(X ) = P ′′(X )+P ′′(X )+ (X −a)P ′′′(X )−2P ′′(X ) = (X −a)P ′′′(X )

Par conséquent, a est racine de ϕ(P ), comme déjà vu, mais ne peut pas être racine double car sinon ϕ(P )′′(a) ̸= 0.

On en déduit (X − a)2 n’est pas dans l’image de ϕ, d’où Imϕ ⊂ Vect
(
(X − a)n

)
n ̸=0,2. Reste à prouver que cette

inclusion est une égalité. Par linéarité, il suffit de prouver que chaque (X −a)n est bien dans l’image, pour n ̸= 0,2.

Par « intuition », on calcule, les ϕ((X − a)k ). Pour k ≥ 3, P ′(a) = 0 puis ϕ((X − a)k ) = (k − 2)(X − a)k et pour k =
1, ϕ(X −a) =−2(X −a). On en déduit :

∀n ≥ 3, (X −a)n =ϕ
( 1

n −2
(X −a)n

)
(X −a) =ϕ

(
− 1

2
(X −a)

)

Méthode 2 : On reprend la base F :

ϕ(P )(X ) = (X −a)
+∞∑
n=1

nan(X −a)n−1 −2
+∞∑
n=1

an(X −a)n =
+∞∑
n=1

an(n −2)(X −a)n
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Un polynôme
∑+∞

n=0 bn(X − a)n est dans l’image ssi il existe une suite (an) telle que (n −2)an = bn pour n ≥ 1 et

b0 = 0 (çà on le savait déjà). la CNS est donc b0 = b2 = 0 et Imϕ= Vect
(
(X −a)n

)
n ̸=0,2.

On notera aussi qu’on peut déterminer un antécédent d’un polynôme de l’image par cette méthode.

Remarque : Kerϕ et Imϕ sont supplémentaires : Kerϕ ⊕ Imϕ=R[X ]

Mines-Ponts PSI 2022 (sev de matrices) H�

Enoncé 57 Soient n ∈N∗, A,B ∈ Mn(R) . Montrez
{

M ∈ Mn(R) , AMB = 0
}

est un sev de Mn(R) Précisez sa

dimension.

Notons F cet ensemble immédiatement sev comme noyau de l’application linéaire M −→ AMB . Si r = rgB , on

sait B = P Jr Q−1 avec P,Q inversibles et Jr = Diag(1, . . . ,1,0, . . . ,0). Ensuite :

AMB = 0 ⇐⇒ AMP Jr Q−1 = 0 ⇐⇒ AP︸︷︷︸
A′

P−1MP︸ ︷︷ ︸
M ′

Jr = 0 ⇐⇒ A′M ′ Jr = 0

Jr =

Ir 0

0 0

 M ′ =

X Y

Z T

 M ′ Jr =

X 0

Z 0

 puis A′M ′ Jr = 0 ⇐⇒ A′

X

Z

= 0 et Y ,T quelconques

On pose r ′ = rg A′ = rg A car P inversible. Considérons ϕ : (X Z )T ∈ Mn,r (R) −→ A′ (X Z )T ∈ Mn,r (R) . ϕ est

linéaire et si on note les colonnes C1, . . . ,Cr , elle est isomorphe à ψ : (C1, . . . ,Cr ) ∈ (Mn,1(R) )r −→ (A′C1, . . . , A′Cr ) ∈
(Mn,1(R) )r . Comme Ci ∈ Mn,1(R) −→ A′Ci est de rang r ′, ψ est de rang r r ′ puis, par le théorème du rang, son

noyau est de dimension nr − r r ′. De même pour Kerϕ. Comme Y ∈ Mn−r,r (R) et T ∈ Mn−r,n−r (R) , il suit

dimF = nr − r r ′+ r (n − r )+ (n − r )2 = n2 − r r ′ = n2 − rg A rgB
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IV – Algèbre Euclidienne

Centrale PSI 2022 (projection matrice de rotation) H
Enoncé 59 On pose ϕ : (A,B) ∈ (M3(R) )2 −→ tr(AT B).

1 ) Montrez ϕ produit scalaire. Montrez S3(R) et A3(R) supplémentaires orthogonaux. Donnez l’expression de

S(M) symétrie orthogonale de M par rapport à S3(R).

2 ) Soit A une matrice de SO3(R). Soit S A sa projection orthogonale sur S3(R) et SpS A son spectre. Montrez

1 ∈ SpS A ⊂ [ −1,1
]

.

1 ) Montrez ϕ produit scalaire est quasiment du cours, je ne le redémontre pas ici. Je rappelle que c’est le produit

scalaire canonique sur Mn(R) . Montrons rapidement Sn(R) et An(R) supplémentaires orthogonaux :

∀S ∈ Sn(R) ,∀ A ∈ An(R) ,
(

S A
)

can = tr(ST A) = tr(S A) = tr(AS)

= (
A S

)
can = tr(AT S) =− tr(AS) =⇒ (

S A
)

can = 0

Comme An(R) et Sn(R) sont orthogonaux, ils sont en somme directe. D’autre part, dim Sn(R) +dim An(R) =
n(n+1)

2 + n(n−1)
2 = n2 = dim Mn(R) , d’où leur supplémentarité. On en déduit aussi Sn(R)⊥ = An(R) .

On a S(M) = MT

Méthode 1 : En utilisant la décomposition sur Sn(R) ⊕ An(R) , M = 1
2 (M +MT )+ 1

2 (M −MT ), p(M) = 1
2 (M +MT )

est la projection orthogonale sur Sn(R) . Comme on sait S = 2P − Id, le résultat suit.

Méthode 2 : S2 = Id donc S est une symétrie.
(

S(M) N
)

can = tr(M N ) et
(

M S(N )
)

can = tr(MT NT ) = tr(N M)

donc S est un endomorphisme symétrique, soit une symétrie orthogonale. Comme l’ev des vecteurs invariants

(E(1)) est immédiatement Sn(R) , le résultat suit.

2 ) On sait, déjà utilisé plus haut, S A = p(A) = 1
2 (A + AT ). On rappelle que A conserve la norme (euclidienne

canonique) notée ∥.∥. AT A = I permet de comprendre qu’on a aussi AT ∈ O3 et, comme det(AT ) = det(A) = 1,

AT ∈ SO3. AT conserve la norme aussi. Puis, si λ est une vp de S A et X ̸= 0 tq S A X =λX :

∥S A X ∥ = |λ| ∥X ∥ ≤ 1

2
(∥AX ∥+∥AT X ∥ = ∥X ∥ =⇒ |λ| ≤ 1 car X ̸= 0

Reste à prouver que 1 est bien vp de S A . Soit U un vecteur propre de A associé à 1. Montrons qu’il est aussi vecteur

propre de AT associé à 1. On en déduira U vecteur propre de S A = 1
2 (A+ AT ) associé à 1

2 (1+1) = 1.

∥U∥2 = (
U U

)= (
AU U

)= (
U AT U

)≤ ∥U∥∥AT U∥ = ∥U∥2

On a appliqué l’inégalité de Cauchy-Schwarz et on s’aperçoit qu’on a égalité
(
U AT U

) = ∥U∥∥AT U∥. Ce théo-

rème nous donne alors que UT et U sont colinéaires. Par conservation de la norme, le facteur de colinéarité ne

peut-être que ±1. Comme c’est une rotation en dimension 3, ce ne peut être que 1.

Remarques
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• Je rappelle que la seule vp réelle d’une rotation en dimension3 est 1 et d’ailleurs, l’espace propre associé est

l’axe (c’est du cours). Les deux autres valeurs propres sont complexes et sont en fait e±iθ où θ est l’angle

(non orienté) de la rotation.

• On a que si A est la rotation d’axe ∆ et d’angle θ (en ayant orienté l’axe), AT = A−1 est aussi la rotation d’axe

∆ mais d’angle −θ (si l’axe est orienté dans le même sens ! ). Ceci explique pourquoi le même U plus haut

« marche » et pourrait être une démonstration alternative mais celle plus haut n’utilise pas la dimension 3

(presque. . .)

IMT PSI 2022 (projections orthogonales) �

Enoncé 64

1 ) Montrez que la matrice d’une projection orthogonale dans une BON est symétrique.

2 ) Montrez que toue matrice A tq A2 = A et AT = A est la matrice d’une projection orthogonale dans la base

canonique de R3.

3 ) Que dire de la matrice M = 1
14

1 2 3

2 4 6

3 6 9


1 ) Soit

(
E , (.|.)) un ev euclidien et p une projection orthogonale sur F . On a F ⊕ F⊥ = E . Montrons que p est un

endomorphisme symétrique.

∀x = f + g , y = f ′+ g ′ ∈ E ,
(

p(x) y
)= (

f f ′+ g ′ )= (
f f ′ )+ (

f g ′ )= (
f f ′ ) car f ∈ F ⊥ g ′ ∈ F⊥

(
x p(y)

)= (
f + g f ′ )= (

f f ′ )+ (
g f ′ )= (

f f ′ ) car f ′ ∈ F ⊥ g ∈ F⊥

On sait alors que p a une matrice symétrique dans une BON.

Remarque : On a même un ssi : p, une projection, est orthogonale ssi elle est (un endomorphisme) symétrique.

2 ) A est une matrice de projection symétrique et donc est la matrice d’une projection orthogonale si la base

utilisée est orthonormée. Ondit que c’est la base canonique de Rn . Donc elle est orthonormée si (ssi) Rn e muni

de sa structure euclidienne canonique. Ce n’est pas dit dans l’énoncé. C’est sans doute pour savoir comment

l’étudiant va réagir.

3 ) On calcule aisément M 2 = M . Je ne mets pas les détails mais Attention ! néanmoins au 1
14 qui vous donne

un 1
142 . La matrice M est visiblement symétrique donc c’est la matrice d’une projection orthogonale (si la base

utilisée est orthonormée).

Remarque : Comme on voit rg M = 1 et Im M = Vect(1,2,3) = D , c’est alors la projection orthogonale sur cette

droite.

CCINP PSI 2022-2014-2012 | CCEM PSI 2015 (inégalité trace d’une matrice symétrique)

Enoncé 69 Soit A une matrice symétrique réelle. Montrez (tr A)2 ≤ rg A tr(A2).
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A étant symétrique réelle, on lui applique le théorème spectral : il existe une matrice P orthogonale et une matrice

D = Diag(λ1, . . . ,λn) telles que A = PD tP . On a (tr A)2 = (
∑n

k=1 λk )2 = ( trD)2. On sait aussi rg A = n −dim Ker A.

Comme A est diagonalisable, on a dim Ker A est la multiplicité de 0 dans le polynôme caractéristique. Par consé-

quent, rg A est le nombre de valeurs propres non nulles.

Supposons les vp numérotées de telle façon que les r premières vp soient non nulles, cad λ1, . . . ,λr . Ensuite

(
tr A

)2 =
( n∑

k=1
λk

)2 =
( r∑

k=1
λk

)2 =
( r∑

k=1
1×λk

)2
(∗)︷︸︸︷≤

( r∑
k=1

λ2
k

)( r∑
k=1

12
)
=

( n∑
k=1

λ2
k

)
rg A = tr

(
A2) rg A

En (*), on a appliqué l’inégalité de Cauchy 2-Schwarz 3 au produit scalaire canonique de Rn , cad :( n∑
k=1

ak bk

)2 ≤
( n∑

k=1
ak

)2 ( n∑
k=1

bk

)2

Remarques :

• L’inégalité demandée provenant uniquement de l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a même la condition d’égalité

qui est le « vecteur » des λk colinéaire au « vecteur » des 1. En se rappelant qu’une matrice diagonalisable de valeurs

propres 0 et 1 ne peut être qu’une projection P , on en déduit que l’égalité est réalisée uniquement pour les αP ,

avec P matrice de projection. En fait pour une projection p, tr p2 = tr p = rg p.

• Remarquons que tr(A2) = 0 ssi toutes les valeurs propres sont nulles, ce qui par la diagonalisabilité, amène A

nulle, d’où l’hypothèse de l’énoncé qui permet de diviser ensuite par tr(A2).

• Pour une matrice quelconque, le rang n’est pas en général le nombre de valeurs propres non nulles. Il suffit

de prendre une matrice triangulaire « stricte », cad avec des 0 sur la diagonale. Le nombre de valeurs propres non

nulles est 0, par contre, le rang peut prendre toutes les valeurs entre 0 et n−1 selon le choix des autres coefficients

(mais pas n, pourquoi ?)

Centrale PSI 2022 (matrice de Gramm famille de vecteurs angles égaux) H
Enoncé 76 Soient n ≥ 2, a,b ∈R et M ∈ Mn(R) avec des a sur la diagonale et des b en dehors.

1 ) Donnez les conditions sur (a,b) pour que M soit inversible.

On munit Rn du produit scalaire canonique. soit (u1, . . . ,un+1) une famille de vecteurs unitaires tq, pour tous i ̸= j ,(
ui u j

)=α. Soit enfin G ∈ Mn+1(R) de coefficients
(

ui u j
)
.

2 ) Montrez que le rang de G est au plus n.

3 ) Déterminez la valeur de α tq G soit exactement de rang n.

1 ) En nommant J la matrice constituée uniquement de 1, on a M = b J+(a−b)I . les vps de J sont immédiatement

0 (rg J = 1 dc µ(0) ≥ n −1) et n (car tr(J ) = n). Par suite celles de M sont a −b et bn +a −b. M est donc inversible

ssi 0 n’est pas vp soit a ̸= b et a ̸= (1−n)b

2 ) On peut noter que l’hypothèse se traduit (je rappelle que cos(x, y) = (x|y)
∥x∥∥y∥ ) par les angles (non orientés) entre

les vecteurs sont tous égaux. D’autre part, pour information, la matrice
[
(ui |u j )

]
s’appelle matrice de Gramm

2. Augustin-Louis Cauchy : français (1789-1857). Oeuvre considérable de 700 mémoires. A l’origine de l’Analyse moderne par rigorisa-

tion des limites et de la continuité. Travaux en théorie des fonctions d’une variable réelle et complexe, en théorie des groupes.

3. Hermann Schwarz : mathématicien allemand (1843-1921). Elève de Weierstrass. Analyse fonctionnelle.
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associé à la famille (ui ). Elle a des propriétés intéressantes.

Si on pose U la matrice des colonnes des coordonnées de (u1, . . . ,un+1) dans n’importe quelle BON, on constate

que G = UT U puisque
[
UT U

]
i j = ∑n+1

k=1 UkiUk j = (
Ui U j

)
en rappelant que l’expression d’un produit scalaire

quelconque dans une BON est l’expression canonique entre les coordonnées (cours). On en tire rgG = rgU (pro-

priété générale de la matrice de Gram : son rang est égal à celui de la famille). A cette fin on montre KerUT U =
KerU . L’inclusion KerU ⊂ KerUT U est immédiate et pour l’inclusion réciproque :

Si X ∈ KerUT U , UT U X = 0 puis XT UT U X = (U X )T U X = ∥U X ∥2 = 0, soit U X = 0 ou X ∈ KerU .

Reste à démontrer rgU = rg(u1, . . . ,un+1) ≤ n. IL suffit de remarquer que ce sont des vecteurs de Rn . . .

3 ) La matrice G a 1 sur la diagonale
(

ui ui
)= ∥ui∥2 = 1) et α ailleurs. On se sert des questions précédentes : elle

est non inversible.

• Si α = 1, on obtient ∥ui −u j∥2 = ∥ui∥2 +∥u j∥2 −2
(

ui u j
) = 0 soit ui = u j cad les vecteurs tous égaux. Puis

rgG = 1 (c’est le cas 0 racine de multiplicité n)

• Si 1 = (1− (n +1))α cad α=− 1
n , alors 0 est racine de G de multiplicité 1 (regardez Q1), donc nécesairement

dim KerG = 1 et rgG = (n +1)−1 = n

La réponse est α=− 1
n . On peut noter que c’est un angle obtus car de cosinus négatif et que pour n = 2 (3 vecteurs

dans R2) c’est l’angle 2π
3

Remarque : On peut montrer, qu’à un automorphisme orthogonal près, il existe dans Rn une unique famille de

n+1 vecteurs de même norme et donc les angles entre eux sont tous égaux. Nécessairement l’angle a pour cosinus

− 1
n et la somme des vecteurs est nulle.

IMT PSI 2022þ | Ensam PSI 2018 | CCP PSI 2013 (matrice de projection orthogonale)

Enoncé 77 On munit R4 de sa structure euclidienne canonique. Soit F le sev d’équations
{ x + y + z + t = 0

x − y + z − t = 0
.

1 ) Déterminez une base orthonormée de F et de F⊥.

2 ) Donnez la matrice dans la base canonique de la projection orthogonale sur F⊥.
[
2013 : sur F

]
.

[
Laurine :

Elle ne se rappelle plus bien, ce pourrait être plutôt la symétrie orthogonale par rapport à F , mais je ne pense pas.
]

(Absent FllExos)

1 )

 x + y + z + t = 0 (H1)

x − y + z − t = 0 (H2)
⇐⇒



x = −z

y = −t

z = z

t = t

(u, v) avec u = (−1,0,1,0) et v = (0,−1,0,1) est donc une base de F . Le principe est alors d’orthonormaliser par

l’algorithme de Gram 4-Schmidt 5, mais ici ce n’est pas nécessaire si on remarque que la base est déjà orthogonale :

4. Jorgen Pedersden Gram : mathématicien danois (1850-1916).

5. Erhard Schmidt : allemand (1876-1959) fondateur de l’analyse fonctionnelle.
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(
u v

)= 0. Il suffit alors de normer, cad diviser par la norme, pour rendre la base orthonormée.
(

1p
2

u, 1p
2

v
)

est une

BON de F .

Pour trouver une BON de F⊥, au moins 2 méthodes

Méthode 1 (calcul « mental ») :

C’est possible ici car la base est constituée de 0 et 1 . . . On (devine) considère e = (1,0,1,0). On a immédiatement(
e u

)= (
e v

)= 0 (car c’est le produit scalaire canonique), donc e ∈ F⊥. Idem avec f = (0,1,0,1). On constate (e, f )

famille libre (les 2 vecteurs sont visiblement non colinéaires) et dimF⊥ = dimR4−dimF = 4−2 = 2. Par suite, (e, f )

est une base de F⊥. Par « chance », les deux vecteurs sont déjà orthogonaux donc
(

1p
2

e, 1p
2

f
)

est une BON de F⊥

Méthode 2 :

On a F = H1 ∩ H2 avec H1, H2 hyperplans. Comme ces 2 équations sont des équations des hyperplans dans la

base canonique de R4, que le produit scalaire cet exo est le produit scalaire canonique et que l’on sait alors que

la base canonique est orthonormée, on en déduit (cours) H⊥
1 = Vect(1,1,1,1) et H⊥

2 = Vect(1,−1,1,−1), vecteurs

respectivement notés g et h. On utilise alors F = H1∩H2 ⊂ H1, d’où H⊥
1 ⊂ F⊥ et de même H⊥

2 ⊂ F⊥. Raisonnement

élémentaire comme plus haut, (g ,h) est une base de F⊥ qui, par « chance », est encore orthogonale. . . Attention !

quand même, ici ∥g∥ = ∥h∥ = 2, donc ( 1
2 g , 1

2 h) est une BON de F⊥

Remarque : On n’obtient pas la même BON mais pas de quoi « s’affoler », il y a une infinité de BON. . . Le lecteur est

d’ailleurs invité à vérifier manuellement Vect
(
(1,1,1,1), (1,−1,1,−1)

)= Vect
(
(1,0,1,0), (0,1,0,1)

)
.

2 ) Attention ! je calcule la matrice de la projection sur F (de toute façon, il suffit de changer la base)

Pour calculez la matrice de p dans la base canonique (donc orthonormée ici) il faut et il suffit de calculer ses

images par p. On dispose d’une formule, qui n’est pas toujours applicable à cause du coût de calcul de la BON de

F , mais ici, elle est déjà calculée. . .On a donc p(x) = 1
2

(
u x

)
u + 1

2

(
v x

)
v et on l’applique aux 4 vecteurs εi de la

base canonique de R4. Le calcul est très aisé, je ne donne que le résultat :

p(1,0,0,0) = 1
2 (1,0,−1,0)

p(0,1,0,0) = 1
2 (0,1,0−1)

p(0,0,1,0) = 1
2 (−1,0,1,0)

p(0,0,0,1) = 1
2 (0,−1,0,1)

Mat(p,ε) = 1

2



1 0 −1 0

0 1 0 −1

−1 0 1 0

0 −1 0 1



Remarques

• La matrice est symétrique ce qui était « prévisible » puisque une projection orthogonale est un endomor-

phisme symétrique et la base utilisée est orthonormée (cours de la semaine prochaine)

• Les 4 endomorphismes, projection orthogonale sur F (ici p), sur F⊥ (noté p ′), symétrie orthogonale par

rapport à F (s), par rapport à F⊥ (s′) de « déduisent » les uns des autres, donc leur matrice aussi. Si on se
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rappelle, partant de E = F ⊕ F⊥, soit x = f + g , alors p(x) = f , p ′(x) = g , s(x) = f − g , s′(x) = g − f , il vient :

p +p ′ = Id s = 2p − Id = Id −2p ′ s′ = 2p ′− Id = Id −2p =−s

un élève « ambitieux » peut retenir ceci.

IMT PSI 2022 | CCINP PSI 2022þ (produit scalaire et orthogonal d’un sev)

Enoncé 79 Soient des réels a0, . . . , an n+1 réels 2 à 2 distincts. On définit sur E =Rn[X ], l’application de E×E

dans R par ϕ(P,Q) =
n∑

k=0
P (ak )Q(ak )

1 ) Montrez que c’est un produit scalaire sur E .

2 ) On pose F = {
P ∈ Rn[X ] | ∑n

k=0 P (ak ) = 0
}

Trouvez F⊥.
[
CCP : En +, Montrez que F sev de E et donnez sa

dimension
]

.

3 ) Déterminez la distance de P à F .
[
CCP : Question absente ?

]
1 ) Méthode 1 : La symétrie et la bilinéarité sont immédiates. La positivité résulte de ϕ(P,P ) = ∑n

k=0 P (ak )2 ≥ 0

car ce sont des carrés de réels. Quant à définie : la « réalité » amène ∀0 ≤ k ≤ n, P (ak ) = 0. Comme ce sont n +1

réels distincts, le polynôme de degré ≤ n a au moins n +1 racines, donc c’est le polynôme nul.

Méthode 2 : On se place dans la base des polynômes de Lagrange associés aux (ak ) (cad les n + 1 polynômes

Li , tous de degré n, vérifiant Li (a j ) = δi j ). On sait que tout polynôme P a pour coordonnées dans cette base

(P (a0),P (a1, . . . ,P (an)). Par conséquent, l’expression de l’énoncé dans cette base est l’expression du produit sca-

laire canonique. On en déduit aussi que la base de Lagrange est une base orthonormée.

2 ) L’application ψ : P ∈ Rn[X ] −→ ∑n
k=0 P (ak ) est une forme linéaire (je ne le démontre pas ici), par conséquent

son noyau, qui est F , est un hyperplan, cad un sev de dimension (n+1)−1 = n. (si on reprend la base des polynômes

de Lagrange, F a pour équation x0 +·· ·+ xn = 0, je vous laisse y réfléchir). L’orthogonal de F est donc une droite,

conformément au cours. Il faut et il suffit de trouver un vecteur orthogonal à tous ceux de F . Si l’on sait bien son

cours sur l’orthogonal d’un hyperplan, on a immédiatement l’orthogonal via les polynômes de Lagrange, c’est

Vect(1, . . . ,1) mais attention! , coordonnées dans la base de Lagrange, ce qui donne le polynôme constante-1.

Sinon, si on ne devine pas, on est contraint de procéder par analyse-synthèse.

Analyse : Soit Q ∈ F⊥. Alors, pour tout P tel que
∑n

k=0 P (ak ) = 0, on a ϕ(P,Q) = ∑n
k=0 P (ak )Q(ak ) = 0. Il faut

analyser pour en déduire des « choses » sur Q. Pas facile. . . On essaye des polynômes particuliers P bien choisis, en

général, c’est la bonne idée. On a envie d’essayer le polynôme
∏

k (X − ak ), sauf qu’il est de degré n +1 ! Allez, il

faut penser tout seul au polynôme Q vérifiant Q(ak ) = 1, puis ceci doit vous amener à penser à constante-1.

Synthèse : On considère Q = 1. pour P ∈ F , cad vérifiant
∑n

k=0 P (ak ) = 0, on a immédiatement
∑n

k=0 P (ak )Q(ak ) =
0, soit

(
P Q

) = 0, ou encore Vect(Q) = Vect(1) ⊂ F⊥. Pour des raisons de dimension, comme dimF⊥ = 1, on a

l’égalité F⊥ = Vect(1).

3 ) Un théorème nous donne d 2(P,F ) = ∥P − q(P )∥2 = ∥P∥2 −∥q(P )∥2, où q est la projection orthogonale sur F .
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Pour des raisons de dimension, la projection q ′ sur F⊥ est plus facile à déterminer, en appliquant ses formules :

q(P ) = P −q ′(P ) = P − (
P 1

) 1

∥1∥2 1 = P −
∑n

k=0 P (ak )

n

d 2(P,F ) =
n∑

k=0
P (ak )2 −

n∑
k=0

(
P (ak )−

∑n
k=0 P (ak )

n

)2 = 0+2
n∑

k=0
P (ak )×

∑n
k=0 P (ak )

n
−

( ∑n
k=0 P (ak )

n

)2

= 2

∑n
k=0 P (ak )

n

n∑
k=0

P (ak )− 1

n2

( n∑
k=0

P (ak )
)2 =

( 2

n
− 1

n2

) ( n∑
k=0

P (ak )
)2

d’où d(P,F ) =
√

2

n
− 1

n2

∣∣∣ n∑
k=0

P (ak )
∣∣∣
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V – Séries : Convergence, Calcul de Sommes et de Rayons de Convergence

Mines-Telecom PSI 2022-2017 (série à terme récurrent)

Enoncé 90 Soit la suite réelle (un) définie par u1 = 1 et ∀n ∈N∗, un+1 = 1

n2/3
e−un .

1 ) Montrez que la suite (un) converge vers 0.

2 ) Montrez que un ∼ 1
n2/3 .

3 ) Trouvez la nature des séries
∑

un
∑ un

n2/3

[
2017 :

∑ un

n1/3

∑ un

n1/3 ln2 n

]
.

4 ) Justifiez la convergence de
∑

n≥1 wn où wn = (−1)n+1un+1 + (−1)n

n2/3

5 ) Déterminez le rayon de convergence de
∑

n≥1(−1)nun xn ainsi que le domaine de convergence de la somme

f .
[
2017 : Question absente

]
.

6 ) Montrez limx→−1 f (x) =+∞.
[
2017 : Question absente

]
.

1 ) On a clairement, un+1 ≥ 0,donc pour n ≥ 1,0 ≤ un+1 ≤ 1

n2/3
−→ 0, d’où par encadrement, la suite (un) converge

vers 0.

2 ) Comme un −→ 0,e−un ∼ 1 puis, un ∼ 1

n2/3

3 ) Du critère de Riemann, il résulte immédiatement que la série
∑

un diverge puisqueα= 2
3 ≤ 1,

un

n2/3
∼ 1

n4/3
, soit

cette série converge car 4
3 > 1. Ces séries sont positives, le critère d’équivalent s’applique.

4 )

wn = (−1)n+1un+1 + (−1)n

n2/3
= (−1)n

n2/3

(
−e−un +1

)
∼ (−1)nun

n2/3
=⇒ wn ∼ un

n2/3

la série
∑

wn étant positive, le critère d’équivalent s’applique, en vertu de la question précédente, la série
∑

wn

converge absolument donc converge.

5 ) On peut commencer par remarquer que, comme la série
∑

un converge, R ≥ 1. Normalement, on essaye

d’appliquer d’abord la méthode de d’Alembert, mais on se rappelle plutôt que si an ∼ bn , alors les séries entières∑
an xn et

∑
bn xn ont même rayons. Je rappelle aussi que les séries entières

∑
an xn et

∑
an xn ont même rayon.

Ici (−1)nun ∼ 1
n2/3 donc la série entière de l’énoncé à même rayon que

∑ 1
n2/3 xn qui est R = 1. C’est du cours, donc

c’est une perte de temps d’utiliser la règle de d’Alembert.

Pour Donner le domaine de convergence, reste à établir si la série converge pour x = ±1. Pour x = −1, non, c’est

la question 2. Pour x = 1, il faut utiliser la question Q4 : la série
∑

wn converge ainsi que
∑ (−1)n

n2/3 par le CSSA, Il

en résulte que la série différence converge, qui n’est rien d’autre que la série
∑

(−1)nun . Par conséquent Def f =] −1,1
]

6 ) Commençons par remarquer que, ce n’est pas parce qu’une série entière diverge à une de ces 2 extrémités

(cad ±R) que sa limite y vaut l’infini ! Par exemple la série usuelle
∑

xn diverge en x =−1 et la limite est 1
2 (je vous

laisse y réfléchir).
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Pour simplifier un peu, on effectue le simple changement x −→−x ce qui amène qu’il faut regarder la série entière

f (−x) = ∑
un xn quand x −→ 1. On est moins perturbé par les signes : tout est positif au voisinage de 1 ! On écrit

alors, par positivité

∀N ∈N,
+∞∑
n=1

un xn ≥
N∑

n=1
un xn

Ensuite on remarque que x −→ ∑+∞
n=1 un xn est croissante sur

[
0,1

[
, car somme de fonctions croissantes, donc

f (−x) admet une limite qu’on note ℓ (qui peut être finie ou infinie). C’est très important : ceci permet de passer à

la limite dans l’inégalité ci-dessus et amène ℓ≥∑N
n=1 un , pour tout N .

Comme la série
∑

un diverge et est positive,
∑+∞

n=1 un = +∞, ou on peut dire aussi que
∑N

n=1 un croit vers +∞
lorsque N −→+∞. Ceci entraîne ℓ≥+∞ donc ℓ=+∞.

CCP PSI 2022-2021-2018-2016 | TPE PC 2019 (série à terme récurrent)

Enoncé 91 On s’intéresse à la suite définie par u0 ∈
]

0,π/2
[

et, pour n ∈N, un+1 = sin(un).
[
PC : u0 ∈R

]
.

1 ) Etablir la convergence de cette suite et déterminer sa limite.

2 ) En considérant un+1 −un , montrez que
∑

u3
n converge.

[
PC : En considérant la limite de un+1−un

n3

]
3 ) En considérant ln(un+1)− ln(un), montrez la série

∑
u2

n diverge.
[
2018 : pas le résultat

]
.

[
PC : Donnez la

nature de
∑

ln
(un+1

un

)
et en déduire la nature de

∑
u2

n

]
.

1 ) Je rappelle un théorème de base sur les suites récurrentes : toute limite éventuelle ℓ de la suite récurrente

un+1 = f (un) vérifie ℓ = f (ℓ) (en supposant f continue ce qui est toujours le cas dans la pratique). Attention ! à

aussi prouver que la suite converge ! Pour une étude de série, on a en général f (0) = 0 (vous voyez pourquoi?)

Pour résoudre sin x = x, on étudie g (x) = sin x − x : g ′(x) = cos x −1 ≤ 0. g décroit strictement et est continue de R

sur R, elle induit donc une bijection : 0 est « atteint » une et une seule fois. On constate que c’est en 0 : g (0) = 0.

Conclusion : la seule limite possible de la suite (un) est 0. Reste à prouver qu’elle converge.

Pour prouver la convergence, on commence en général par s’orienter vers l’étude de la monotonie. On sait, in-

égalité de convexité usuelle, |sin x| ≤ |x| mais la valeur absolue « gêne » un peu. Par contre, pour x ≥ 0,sin x ≤ x.

On démontre donc, par récurrence immédiate, un ≥ 0 et même d’ailleurs 0 ≤ un ≤ 1 (je ne le fais pas ici). Il en suit

un+1 = sinun ≤ un d’où la décroissance et par la minoration (par 0) la convergence.

2 ) Comme un −→ 0, un+1−un = sinun−un ∼ 1
6 u3

n , dl usuel en 0. On se rappelle le résultat important qu’une suite

(vn) converge ssi la série
∑

vn+1 − vn converge, ce qui a le grand avantage de permettre d’utiliser tous les critères

de séries pour prouver qu’une suite converge (où on a peu de critères).

Comme u3
n ≥ 0, on peut appliquer le critère d’équivalent sur les séries : la série

∑
u3

n converge ssi la série
∑

un+1 −
un converge ssi la suite (un) converge, ce qui est le cas.

3 ) On utilise le dl de sinun car un −→ 0 :

lnun+1 − lnun = ln
(un+1

un

)
= ln

(sinun

un

)
= ln

(
1− 1

6
u2

n +o(u2
n)

)∼−1

6
u2

n
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Un raisonnement analogue à plus haut nous donne que la série
∑

u2
n diverge puisque la suite lnun −→ ln0 =−∞

diverge. Je vous laisse le reproduire.

Remarque : Pour les élèves ambitieux, il peut être utile de savoir qu’il est possible, dans certains cas, de trouver un

équivalent d’une suite récurrente. C’est le cas ici. La méthode est la suivante et utilise la moyenne de Césaro que

je vous rappelle (ce n’est pas au programme) : si la suite un −→ ℓ ∈R, alors la moyenne
u1 +·· ·+un

n
−→ ℓ aussi.

On prend une inconnue a ∈R qu’on choisira ultérieurement, puis :

ua
n+1 −ua

n = (
un − 1

6
u3

n +o(u3
n)

)a −ua
n = ua

n

((
1− 1

6
u2

n +o(u2
n)

)a −1
)
= ua

n

(− a

6
u2

n +o(u2
n)

)∼−a

6
ua+2

n

On choisit donc a = −2 pour que la suite ua
n+1 −ua

n converge (et alors vers − a
6 = 1

3 ). Le théorème de Césaro nous

amène alors que la suite :

1

n

n∑
k=1

u−2
k+1 −u−2

k = u−2
n+1

n
− u−2

1

n
−→ 1

3
=⇒ u−2

n+1 ∼
n

3
∼ n +1

3
=⇒ un ∼

p
3p
n

Cet équivalent nous donne alors rapidement la réponse aux questions 2 et 3 (je vous laisse y réfléchir).

CCP PSI 2022-2018-2013-2012-2011 | IMT PC 2019 | IMT PSI 2016 (série à terme récurrent)

Enoncé 94 Soit (un) définie par u0 ∈R et ∀n ∈N,un+1 = e−un

n +1
.

1 ) Déterminez limun
[
Selon Années : limite donnée ou question absente

]
2 ) Déterminez la limite de (nun).

3 ) Nature des séries de terme général un et (−1)nun ?

1 ) On a immédiatement un+1 ≥ 0 puis l’encadrement 0 ≤ un+1 ≤ 1

n +1
qui amène un −→ 0.

2 ) On écrit (n +1)un+1 = e−un −→ e0 = 1 soit limnun = 1.

Remarque : Il faut prêter attention que ceci amène un ∼ 1

n
, utile pour la suite. . .

3 ) La remarque précédente entraîne immédiatement la divergence de la série
∑

un , critère de Riemann.

On peut aussi écrire
(−1)n

un
∼ (−1)n

n
mais je rappelle que le critère d’équivalent ne s’applique pas ici car le signe

n’est pas constant : on peut avoir une série alternée convergente équivalente à une série alternée divergente (j’ai

donné un exemple dans le cours). On peut d’ailleurs préciser que c’est bien une série alternée car un est de signe

constant. Normalement on commence par essayer le CSSA mais ici démontrer la décroissance de |un | est difficile.

L’idée est de faire un dl de (−1)nun :

(−1)n+1un+1 = (−1)n+1

n +1
e−un = (−1)n+1

n

1

1+ 1
n

exp
(
− 1

n
+o

( 1

n

))
= (−1)n+1

n

(
1− 1

n
+o

( 1

n

))(
1− 1

n
+o

( 1

n

))= (−1)n+1

n︸ ︷︷ ︸
an

− 2(−1)n+1

n2︸ ︷︷ ︸
bn

+o
( 1

n2

)
︸ ︷︷ ︸

cn

• La série
∑

an est convergente par le CSSA.
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• La série
∑

bn est absolument convergente par Riemann 6 ou converge par le CSSA.

• La série
∑

cn est convergente comme « petit o » d’une série positive convergente (c’est un critère).

Par sommation, on en déduit que la série
∑

(−1)nun est convergente.

CCINP PSI 2022-2019 (série alternée avec terme intégral)

Enoncé 101 On pose In =
∫ π/4

0
tann(t )dt .

1 ) Calculez lim In .

2 ) Calculez In + In+2
[
2019 : (on fera le changement de variables u = tan t )

]
.

3 ) En déduire
+∞∑
n=0

(−1)n

2n +1
Ind : faire apparaître un télescopage.

[
2019 : pas en déduire et pas d’indication

]
4 ) Montrez que la série de terme général

∑
(−1)n In converge et calculez sa somme.

1 ) On commence par remarquer que l’intégrale existe puisque fn(t ) = tann(t ) est continue sur I = [
0, π4

]
fermé.

• Etude de la convergence simple de la suite de fonctions ( fn) sur I :

On remarque, pour 0 ≤ t ≤ π
4 , 0 ≤ tan t ≤ 1 puis : tann(t )

n→+∞−−−−−−→


0 si 0 ≤ t < π

4

1 si t = π
4

}
= f (t )

Convergence simple sur I vers la fonction continue par morceaux f

• Hypothèse de Domination sur I :

∀ t ∈ I , ∀n ∈N,
∣∣∣ fn(t )

∣∣∣= tann(t ) ≤ 1 = ξ(t )

On a déjà remarqué que 0 ≤ tan t ≤ 1 pour 0 ≤ t ≤ π
4

ξ est intégrable sur I : la fonction constante-1 est continue sur le segment borné I = [
0, π4

]
Par application du théorème de convergence dominée de Lebesgue 7 lim In =

∫ π/4

0
f = 0

2 ) On utilise le changement de variables u = tan t C 1 de
[

0, π4
]

sur
[

0,1
]

on a du = (1+ tan2 t )dt

In + In+2 =
∫ π/4

0
tann t + tann+2 t dt =

∫ π/4

0
tann t (1+ tan2 t )dt =

∫ 1

0
un du = 1

n +1

3 ) La série converge immédiatement par le CSSA puis :

+∞∑
n=0

(−1)n

2n +1
=

+∞∑
n=0

(−1)n(I2n + I2n+2) = lim
N→+∞

N∑
n=0

(−1)n I2n +
N∑

n=0
(−1)n I2n+2

= lim
N→+∞

N∑
n=0

(−1)n I2n +
N+1∑
n=1

(−1)n−1I2n = lim
N→+∞

(−1)N I2N+1 + I0 = I0 =
∫ π/4

0
1dt = π

4

Remarque : Il y a une autre méthode à bien connaître (mais qui ne convient pas ici à cause du en déduire) qui est

le passage à la limite en 1 dans le DSE usuel du cours arctan x =
+∞∑
n=0

(−1)n

2n +1
x2n+1 vraie, à priori, sur

] −1,1
[

4 ) On montre d’abord rapidement la convergence de la série alternée
∑

n(−1)n In par le CSSA :

6. Bernhard Riemann : mathématicien allemand de génie (1826-1866). Travaux fondamentaux sur les fonctions analytiques, la théorie

de l’intégration, la géométrie différentielle. Sa fonction ζ donne des indications sur la répartition des nombres premiers.

7. Henri-Léon Lebesgue : mathématicien français (1875-1941). Reconnu pour sa théorie de l’intégration initiée dans sa thèse de 1902

« Intégrale, longueur, aire ».
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• Série alternée car In ≥ 0 car tann(t ) ≥ 0 pour 0 ≤ t ≤ π
4 .

• lim In = 0 d’après Q1.

• In ↘ par croissance de l’intégrale puisque tann+1(t ) ≤ tann(t ) puisque 0 ≤ tan(t ) ≤ 1.

Ensuite on pose S = ∑+∞
n=0 (−1)n In puis

S +
+∞∑
n=0

(−1)n In+2 =
+∞∑
n=0

(−1)n(In + In+2) =
+∞∑
n=0

(−1)n

n +1
= ln2

= S +
+∞∑
n=2

(−1)n−2In = S +
+∞∑
n=2

(−1)n In = 2S − I0 + I1 = 2S − π

4
+

∫ π/4

0
tan t dt

= 2S − π

4
+

[
− ln |cos t |

]π/4

0
= 2S − π

4
− ln

( 1p
2

) =⇒ S = π

8
+ 1

4
ln2

Mines-Ponts PSI 2022 (série-intégrale) H

Enoncé 103 Soit, pour α> 0 et n ∈N, un(α) =
∫ π/2

0
sinα(t )cosn(t )dt .

1 ) Déterminez la nature de la série de terme général un(α) selon les valeurs de α.

2 ) Calculez les sommes des séries de terme général un(2) et un(3).

1 )
N∑

n=0

∫ π/2

0
sinα(t )cosn(t )dt =

∫ π/2

0
sinα(t )

N∑
n=0

cosn(t )dt =
∫

]0,π/2]

sinα(t ) (1−cos(t )N+1)

1−cos(t )
dt

On a |cos t | < 1 pour t ∈ ]
0, π2

]
. On « voit bien » que si on passe à la limite à l’intérieur, on obtiendra sinα t

1−cos t ∼0
2

t 2−α

qui n’est intégrable en 0 que ssi 2−α< 1 ssi α> 1. On distingue donc 2 cas

Si α > 1,
N∑

n=0

∫ π/2

0
sinα(t )cosn(t )dt ≤

∫ π/2

0

sinα(t )

1−cos(t )
dt < +∞ puisque l’intégrale converge comme on l’a vu plus

haut (avec la continuité sur
]

0, π2
]

). Les sommes partielles de cette série à termes positifs étant majorées, la série

converge.

Si α ≤ 1, on fixe d’abord ε > 0. Puis, sur
[
ε, π2

]
, 1 − cos(t )N+1 ≥ 1 − cos(ε)N+1. Comme cos(ε)N+1 → 0 lorsque

N →+∞, par propriété de limite, pour N assez grand, 1−cos(t )N+1 ≥ 1−ε sur
[
ε, π2

]
, puis

N∑
n=0

∫ π/2

0
sinα(t )cosn(t )dt

(1)︷︸︸︷≥
∫ π/2

ε

sinα(t ) (1−cos(t )N+1)dt

1−cos(t )
≥ (1−ε)

∫ π/2

ε

sinα(t )dt

1−cos(t )

(2)︷︸︸︷≥ 2(1−ε)2α

πα

∫ π/2

ε

tαdt

t 2

• (1) La quantité intégrande est ≥ 0.

• (2) On applique l’inégalité de convexité sin t ≥ 2
π t , qui est la corde entre 0 et π

2 , par concavité de sin sur

ce même intervalle. Ensuite, on utilise 1−cos t ≤ 1
2 t 2 pour t ≥ 0, que l’on peut démontrer par l’étude de la

fonction t → 1−cos t − 1
2 t 2 (je ne le traite pas ici)

Si on fait tendre ε→ 0, cette intégrale de Riemann positive diverge (non intégrable en 0) donc la limite vaut +∞.

Cette quantité de droite est aussi grande que l’on veut. La somme de ces nombres positifs est donc égale à +∞, la

série diverge.
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Remarque : On se rappelle que dans le cas d’une série positive
∑

un , la somme
∑+∞

n=0 un existe toujours. Quant la

série diverge, on peut considérer que c’est +∞. En classe de MP, ils ont un théorème qui permet d’intégrer terme

à terme lorsque les quantités sont positives, d’où plus rapidement :

+∞∑
n=0

∫ π/2

0
sinα(t )cosn(t )dt =

∫ π/2

0

+∞∑
n=0

sinα(t )cosn(t )dt =
∫ π/2

0

sinα t

1−cos t
dt <+∞ ssi α> 1

2 ) Il reste à démontrer l’intégration terme à terme dans le casα> 1 puis à effecteur un calcul d’intégrale. On pose

fn(t ) = sinα t cosn t .

• Les fn sont continues par morceaux et intégrables sur
]

0, π2
]

(continuité sur un segment).

• La série de fonctions
∑

fn converge simplement sur
]

0, π2
]

(série géométrique de raison |cost | < 1) et sa

somme est continue par morceaux sur
]

0, π2
]

.

• La série numérique
∑∫]

0, π2

] ∣∣∣ fn

∣∣∣ converge C’est la série étudiée plus haut puisque | fn | = fn

un(2) =
∫ π/2

0

sin2 t

1−cos t
dt =

∫ π/2

0
1+cos t dt = π

2
+1

un(3) =
∫ π/2

0

sin3 t

1−cos t
dt =

∫ π/2

0

(1−cos2 t )sin t

1−cos t
dt =

∫ π/2

0
(1+cos t )sin t dt =

[
−cos t + 1

2
sin2 t

]π/2

0
= 3

2

IMT PSI 2022 (équivalent somme)

Enoncé 105 Trouvez un équivalent de
2n∑

k=n+1

1p
k

en utilisant

(i) une comparaison série-intégrale (ii) les sommes de Riemann

La fonction x → 1p
x

est décroissante d’où l’encadrement :
∫ k+1

k

dxp
x
≤ 1p

k
≤

∫ k

k−1

dxp
x

, la 2e seulement pour k ≥ 2.

Puis, on somme les inégalités :

2(
p

2n +1−p
n +1) =

∫ 2n+1

n+1

dxp
x
=

2n∑
k=n+1

∫ k+1

k

dxp
x

≤
2n∑

k=n+1

1p
k

≤
2n∑

k=n+1

∫ k

k−1

dxp
x
=

∫ 2n

n

dxp
x
= 2(

p
2n −p

n)

On a 2(
p

2n −p
n) = 2(

p
2−1)

p
n et on effectue un petit dl pour la quantité de gauche :

2(
p

2n +1−p
n +1) = 2

(p
2n

(
1+ 1

2n

)1/2 −p
n

(
1+ 1

n

)1/2)= 2
(p

2n
(
1+ 1

2

1

2n
+o

( 1

n2

))−p
n

(
1+ 1

2

1

n
o
( 1

n2

)) )
= 2

(
(
p

2−1)
p

n +O
( 1p

n

))∼ 2(
p

2−1)
p

n

Par le théorème encadrement des équivalents, on conclut
2n∑

k=n+1

1p
k
∼∼ 2(

p
2−1)

p
n

Je rappelle que, pour utiliser les sommes de Riemann, il faut chercher à ramener à des quantités du type Sn =
1
n

∑n
k=1 f ( k

n ) (ou
∑n−1

k=0). Attention !
∑n

k=0 n’est pas correct car un des « rectangles d’approche déborde » de l’aire
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concernée, ou de l’intervalle
[

0,1
]

si vous préférez (faites un dessin).

2n∑
k=n+1

1p
k
= 1p

n

2n∑
k=n+1

p
np
k
= 1p

n

n−1∑
k=1

p
np

k +n
= 1p

n

n∑
k=1

1√
k
n +1

− 1p
2n

=p
n

1

n

n∑
k=1

1√
k
n +1

− 1p
2n

La somme de Riemann Sn = 1
n

∑n
k=1

1√
k
n +1

, comme f (x) = 1p
x+1

est continue sur
[

0,1
]

tend vers
∫ 1

0
dxp
x+1

= I , soit

Sn ∼ I (si I ̸= 0). Ensuite le 2e terme soustrait plus haut en 1p
n

est négligeable devant
p

n. Il vient alors :

2n∑
k=n+1

1p
k
=p

nSn +o(
p

n) ∼p
n I avec I =

∫ 1

0

dxp
x +1

=
[

2
p

x +1
]1

0
= 2

p
2−2

CCINP PSI 2022þ (série entière récurrente ordre 3)

Enoncé 109

On pose a0 =−4, a1 = 2, a2 = 4 et ∀n ≥ 0, an+3 = an+2 +an+1 −an . On introduit la série entière S(x) =
+∞∑
n=0

an xn .

1 ) Montrez |an | ≥ 2N+2, pour tout n ∈N. (je ne comprends pas le N de Pierre)

2 ) En déduire que le rayon de convergence est non nul. On pose ρ = min(1,R).

3 ) Montrez, pour tout x ∈ ] −ρ,ρ
[

, S(x) = −4+6x +6x2

(x −1)2(x +1)
4 ) Décomposez en éléments simples et en déduire la valeur de an .

1 ) Je rappelle l’inégalité importante du cours pour des réels comme des complexes :

|x|− |y | ≤ x ± y ≤ |x|+ |y |

On en déduit, en particulier, |x ± y | ≥ |x|− |y | et ici, il ne faut pas tricher et s’en servir, même avec 3 termes (je ne

le démontre pas ici) |x ± y ± z| ≥ |x|− |y |− |z| (on peut inter-changer l’ordre !). Sinon, je ne comprends pas trop ce

qu’a rapporté Pierre, ce N ? et n ne convient pas. . . Laissons tomber, de toute façon, on devait faire une récurrence

et utiliser la récurrence entre les an .

2 ) Je rappelle que si |an | ≤ |bn |, alors R
(∑

an xn
)≥ R

(∑
bn x

)
. Ici, si on suppose que Q1 estr de la forme |an | ≥ r n ,

alors le rayon vérifie R ≤ 1
r : en effet la série entière

∑
r n xn a pour rayon 1

r .

3 )

S(x) =−4+2x +4x2 +
+∞∑
n=3

an xn =−4+2x +4x2 +
+∞∑
n=3

(an−1 +an−2 −an−3) xn

=−4+2x +4x2 +
+∞∑
n=3

an−1xn +
+∞∑
n=3

an−2xn −
+∞∑
n=3

an−3xn

=−4+2x +4x2 +x
+∞∑
n=3

an−1xn−1 +x2
+∞∑
n=3

an−2xn−2 −x3
+∞∑
n=3

an−3xn−3

=−4+2x +4x2 +x
+∞∑
n=2

an xn +x2
+∞∑
n=1

an xn −x3
+∞∑
n=0

an xn

=−4+2x +4x2 +x(S(x)+4−2x)+x2(S(x)+4)+x3S(x)

En regroupant les S(x), on arrive à (1− x − x2 + x3) S(x) =−4+6x +6x2, ce qui amène au résultat vu que, une fois

repéré la racine élémentaire x = 1, 1−x −x2 +x3 = (x −1)2(x +1) et aussi que l’on peut diviser puisque |x| < 1 !
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4 ) On écrit :
−4+6x +6x2

(x −1)2(x +1)
= a

x −1
+ b

(x −1)2 + c

x +1
.

On trouve rapidement b et c par la méthode usuelle (multiplication par (x−1)2 et valeur en 1), soit b = 4 et c =−1.

La valeur en 0 amène a = 7

5 ) La décomposition en élément simples permet le développement en série entière, par le DSE usuel de 1
1−x ,

pour |x| < 1, et la dérivation terme à terme :

S(x) =−7
1

1−x
−1

1

1− (−x)
+4

( 1

1−x

)′ =−7
+∞∑
n=0

xn −
+∞∑
n=0

(−x)n +4
+∞∑
n=0

nxn−1 =
+∞∑
n=0

(−7− (−1)n +4(n +1)
)
xn

L’unicité du DSE permet d’identifier, soit an = 4n −3− (−1)n

Remarque : Le cours nous apprend à résoudre les récurrences à coefficients constantes des suites, récurrence

d’ordre 2 : on écrit le polynôme caractéristique associé et on en déduit une expression. Ici, la récurrence est d’ordre

3, mais cela marche aussi ! L’équation caractéristique associé est x3 − x2 − x + 1 = (x − 1)2(x + 1) donc les suites

solutions sont de la forme an =α1n +βn1n +γ(−1)n . On trouve α,β,γ par les 3 termes initiaux.
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VI – Séries et Suites de Fonctions

CCINP PSI 2022 | TPE PC 2016 (suite de fonctions)

Enoncé 113 Soient α ∈R, n ∈N∗ et fn : x ∈R+ 7→ x(1+nαe−nx ).
[
TPE : x ∈R]

1 ) Montrez que ( fn) converge simplement vers une fonction f à préciser.
[
TPE :Étudier la cvgce de la suite ( fn).

Préciser la limite.
]

2 ) Pour quelles valeurs de α a-t-on convergence uniforme sur R+ ?

3 ) Calculer limn→+∞
∫ 1

0 x(1+p
n e−nx )dx.

1 ) Pour x > 0, par croissances comparées (le - est un « vrai » -), nαe−nx −→ 0 lorsque n −→+∞. Par suite fn(x) −→
x. Pour x = 0, fn(0) = 0 −→ 0. On constate 0 = x. On en conclut que la suite de fonctions converge simplement vers

la fonction x −→ x sur R+ .

2 ) On considère gn(x) = fn(x)− f (x) = xnαe−nx et on calcule g ′
n(x) = nαe−nx (1−nx) puis le tableau de variations :

x

g ′
n(x)

gn(x)

0 1
n +∞

+ −

00

gn( 1
n )gn( 1
n )

00

On a donc ∥ fn − f ∥∞ = supx∈R+ |gn(x)| = gn( 1
n ) = nâl−1e−1 −→ 0 ssi α < 1. Il y a donc convergence uniforme sur

R+ ssi α< 1.

3 ) Comme α= 1
2 < 1, il y a convergence uniforme de la suite de fonctions fn vers f sur

[
0,1

]
, et f (x) = x étant

bien continue. On peut appliquer le théorème d’interversion :

lim
∫ 1

0
fn =

∫ 1

0
f =

∫ 1

0
x dx = 1

2

CCP PSI 2022-2019-2017-2016-2012 (série de fonctions)

Enoncé 116 Soit n ≥ 2. Pour x > 0, on pose un(x) = ln x

xn lnn
1 ) Domaine de convergence D de la série

∑
un .

2 ) Convergence normale sur D ?
[
Selon Années : Réponse donnée

]
.

3 ) On note Rn(x) =∑+∞
k=n+1 uk (x) ; Montrez |Rn(x)| ≤ 1

ln(n+1) .

4 ) Montrez que la somme S de cette série est continue sur D .

5 ) S est-elle intégrable sur D ?
[
Selon Années : Réponse donnée

]
.

1 ) Attention à ne pas se tromper de variable ! Le critère d’Alembert amène∣∣∣un+1(x)

un(x)

∣∣∣= ∣∣∣ xn lnn

xn+1 ln(n +1)

∣∣∣= 1

x

lnn

ln(n +1)
n→+∞−−−−−−→ 1

x

Par suite la série
∑

un(x) converge pour x > 1 et diverge pour 0 < x < 1. Pour x = 1, on ne peut conclure par cette

règle, mais c’est la série nulle !

Conclusion : le domaine de convergence (simple) de la série de fonctions
∑

un est D = [
1,+∞[

.

36



2 ) On doit calculer ou évaluer
∥∥∥ ln x

xn lnn

∥∥∥∞ = sup
x∈D

∣∣∣ ln x

xn lnn

∣∣∣ = 1

lnn
sup
x∈D

ln x

xn︸︷︷︸
fn (x)

f ′
n(x) = 1−n ln x

xn+1 .

x

f ′
n(x)

fn(x)

1 e1/n +∞
+ 0 −

00

fn(e1/n)fn(e1/n)

00

∥∥∥ ln x

xn lnn

∥∥∥∞ = 1

lnn
fn

(
e1/n)= 1

lnn

ln(e1/n)

e
= 1

n lnn

1

e

Cette série de Bertrand diverge. Je rappelle que le critère naun très efficace pour les séries de Bertrand, malheu-

reusement, ne « marche » pas pour les séries
∑ 1

n lna n . Il faut donc revenir aux sommes partielles et effectuer une

comparaison séries-intégrales. On ne fait que la minoration ici.

Par décroissance de x −→ 1

x ln x
sur

[
k,k +1

]
:

1

k lnk
≥

∫ k+1

k

dx

x ln x
puis on somme les inégalités :

Sn =
n∑

k=2

1

k lnk
≥

n∑
k=2

∫ k+1

k

dx

x ln x
=

∫ n+1

2

1/x dx

ln x
=

[
ln(ln x)

]n+1

2
= ln(ln(n +1))− ln(ln2)

n→+∞−−−−−−→ +∞

Il n’y a donc pas de convergence normale de la série de fonctions
∑

un(x) sur D .

Remarque : En regardant le tableau de variations et le fait que e1/n −→ 1, on en déduit que la série de fonctions∑
un converge normalement sur

[
a,+∞[

avec a > 1.

3 )

∀x > 1, Rn(x) =
+∞∑

k=n+1

ln x

xk lnk
= ln x

+∞∑
k=n+1

1

xk lnk

(1)︷︸︸︷≤ ln x
1

ln(n +1)

+∞∑
k=n+1

1

xk

(2)︷︸︸︷= ln x

ln(n +1)

1
xn+1

1− 1
x

= 1

ln(n +1)

ln x

xn+1 −xn = 1

ln(n +1)

ln x

xn(x −1)

(3)︷︸︸︷≤ 1

ln(n +1)

• (1) lnk ≥ lnn +1 pour k ≥ n +1

• (2) Formule de somme d’une série géométrique car la raison vérifie 0 ≤ 1
x < 1

• (3) Inégalité de convexité usuelle ln(x) ≤ x −1 et 1
xn ≤ 1 car x ≥ 1.

Remarque : La majoration est aussi valide pour x = 1 car ln x = 0.

4 ) La continuité sur D = [
1,+∞[

de S(x) =
+∞∑
n=2

un(x) résulte de l’application du théorème de continiuté d’une

série de fonctions :

• Chaque un(x) est clairement continue sur D .

• La série de fonctions converge uniformément sur D car sup
x∈D

[
Rn(x)

∣∣∣≤ 1

ln(n +1)
n→+∞−−−−−−→ 0.

Remarque : On n’a pas eu besoin d’appliquer la convergence uniforme sur tout segment [a,b] ⊂ D .
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5 ) Méthode 1 : On a la continuité sur D = [
1,+∞[

. Reste à étudier l’intégrabilité en +∞ :

S(x) =
+∞∑
n=2

ln x

xn lnn
≤ ln x

ln2

+∞∑
k=2

1

xk
= ln x

ln2 (x2 −x)
∼+∞

ln x

ln2 x2

Le critère de majoration s’applique car S(x) ≥ 0. L’intégrabilité de la fonction de Bertrand x → ln x
x2 résulte du critère

xa f (x) : lim+∞ x3/2 ln x

x2 = lim+∞
ln xp

x
= 0 avec 3

2 > 1.

Méthode 2 : Je rappelle que les théorèmes d’intégration terme à terme donnent comme conclusion l’intégrabilité

de la fonction-somme (en plus du « terme à terme »). Vérifions-le sur D :

• un(x) est continue par morceaux et intégrable sur D , pour n ≥ 2 (Riemann).

• La série de fonctions
∑

un converge simplement sur D vers une fonctions continue par morceaux Q1 et Q4

• La série
∑∫ +∞

1 |un(x)|dx converge puisque une simple ipp donne (on « omet » le 1
lnn ) :∫ +∞

1
ln x︸︷︷︸
u(x)

1

xn︸︷︷︸
v ′(x)

=
[

ln(x)
1

−n +1

1

xn−1

]+∞
1

− 1

−n +1

∫ +∞

1

1

x

1

xn−1 dx = 1

(n −1)2

Centrale PSI 2022 (équivalent série entière) H
Enoncé 126

1 ) Donnez un exemple de série entière de rayon égal à 1 dont la somme est définie et majorée sur
[

0,1
]

.

Soit
∑

an xn une série entière et f la fonction somme associée.

2 ) On suppose nan −→ 0 quand n −→+∞.

(a) Montrez f définie sur
] −1,1

[
.

(b) Montrez f (x) = o(ln(1−x)) quand x −→ 1−.

3 ) On pose f (x) = ∑+∞
n=0

p
n2 +1xn . Déterminez un équivalent au voisinage de 1 à l’aide de Q2.

1 ) On considère ln(1 + x) = ∑+∞
n=1 (−1)n+1 xn

n de rayon R = 1 majorée sur
[

0,1
]

(par continuité de ln sur un

segment). Par contre, stricto-senso dans le cours, on est seulement censé savoir qu’elle est définie sur
] −R,R

[
,

donc en ce qui nous concerne ici
[

0,1
[

. Ceci dit, elle est définie en 1, immédiatement par le CSSA.

Remarques

• Une autre série usuelle qui conviendrait est arctan x =
+∞∑
n=0

1(−1)n x2n+1

2n +1
.

• Pour la série du ln, comme vu, il est immédiat que la série converge en x = 1, mais la question qui se pose

est : vaut-elle aussi ln(1+ x) (soit ln2)?. La réponse est oui. On le prouve par passage à la limite / continuité

en utilisant le théorème sur les séries de fonctions. A savoir faire.

• Un autre exemple intéressant, mais qui ne convient pas, est 1
1+x = ∑+∞

n=0 (−1)n xn qui est bien majorée sur[
0,1

[
, et donc sur

[
0,1

]
par continuité, mais, curieusement, la série entière n’est pas définie en x = 1

2 ) L’hypothèse s’écrit aussi an = o
( 1

n

)
, à ne pas perdre de vue. Le cours nous dit que si |an | ≤ |bn | (et donc si

an = O(bn) ou an = o(bn), alors les rayons vérifient R
(∑

an xn
) ≥ R

(∑
bn xn

)
. Ici, comme

∑ 1
n xn a pour rayon 1

(c’est du cours : toutes les séries entières
∑

na xn et en plus on reconnaît le dse de − ln(1− x), on en déduit R ≥ 1,

ce qui amène que la série entière est définie sur (au moins)
] −1,1

[
.
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Il faut d’abord remarquer que l’énoncé, demande de démontrer que, si an = o
( 1

n

)
et R = 1, alors

∑+∞
n=0 an xn =

o1
( ∑+∞

n=1
1
n xn

)= o1
(

ln(1− x)
)
. On va procéder avec les ε ; je rappelle que f (x) = oa

(
g (x)

)
se démontre par | f (x)| ≤

ε|g (x)| pour x assez proche de a.. Une petite analyse est nécessaire, je ne la transcris pas ici. J’ajoute juste que

an = o(bn) s’écrit |an | ≤ ε|bn | mais à partir d’un certain rang . Ceci obligera à couper la série en deux. et pour

l’autre morceau de somme fini, le ε viendra de 1
ln(1−x)

x=1︷︸︸︷= 0!

Soit ε> 0

• an = o
( 1

n

)
donc, il existe N ∈N tq, pour n ≥ N , an ≤ ε 1

n

• lim
x→1−

∑N
n=0 an xn

ln(1−x)
= 0 donc il existe η> 0 tq, pour 1−η< x < 1,

∣∣∣ N∑
n=0

an xn
∣∣∣≤ ε ln(1−x)

Prenons η0 = η. Alors pour 1−η0 < x < 1 :

∣∣∣ +∞∑
n=0

an xn
∣∣∣≤ ∣∣∣ N∑

n=0
an xn

∣∣∣ + ∣∣∣ +∞∑
n=N+1

an xn
∣∣∣ (1)︷︸︸︷≤

∣∣∣ N∑
n=0

an xn
∣∣∣ + +∞∑

n=N+1
an xn

≤ ε ln(1−x) +ε
+∞∑

n=N+1

1

n
xn

(2)︷︸︸︷≤ ε ln(1−x) +ε
+∞∑
n=1

1

n
xn = 2ε ln(1−x)

• (1) Inégalité triangulaire « infinie » car la série converge absolument pour x < 1. On utilise aussi x ≥ 0

• (2) On rajoute des termes positifs à la somme de la série.

Remarque : Le lecteur vérifiera que l’on peut généraliser an = o(bn) et R = 1 =⇒ ∑+∞
n=0 an xn = o1

( ∑+∞
n=0 bn xn

)
en reprenant la démonstration et en ajoutant les hypothèses bn ≥ 0 (sert 2 fois dans la démo) et la série entière∑

bn xn de rayon 1 diverge en x = 1 (où cela sert-il ?)

3 ) Le déduire vient de f (x) ∼a g (x) ssi f (x)− g (x) = oa(g (x)). Ici an =
p

n2 +1 ∼ n, soit an −n = o(n). En fait, ici

an = O
( 1

n

)
. On utilise la remarque avec bn = n. On a bien bn ≥ 0 et la série

∑
nxn de rayon 1 diverge en x = 1. Par

suite :

f (x)−
+∞∑
n=0

nxn = o1

( +∞∑
n=0

nxn
) +∞∑

n=0
nxn = x

+∞∑
n=0

(xn)′ = x
( +∞∑

n=0
xn)′ = x

( 1

1−x

)′ = x

(1−x)2

On a utilisé la déraivabilité terme à terme sur
] −1,1

[
d’une série de rayon 1. f (x) ∼

x→1

x

(1−x)2

CCINP PSI 2022 | IMT PSI 2019 (série de fonctions) �

Enoncé 127 On pose f (x) =
+∞∑
n=1

arctan(nx)

n2 .

1 ) Montrez f définie sur R.
[
2019 : Donnez le domaine de définition

]
.

2 ) Donnez la limite de f en +∞. Ind :
∑+∞

n=1
1

n2 = π2

6 .
[
2019 : Question absente

]
3 ) Montrez f est de classe C 1 sur R∗ .

[
2019 : Etudiez la continuité puis le caractère C 1.

]
4 ) Calculez la limite de f ′ en 0

[
2019 : Question absente

]
5 ) Donnez l’allure du graphe de f .

[
2019 : Question absente

]
1 ) Pour tout x réel,

∣∣∣ arctan(nx)
n2

∣∣∣ ≤ π
2n2 , Le critère de majoration d’une série positive par une série de Riemann

convergente amène que cette série converge pour tout x, soit Def =R.
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Remarque : Il peut être utile de remarquer que f est impaire comme arctan

2 ) On utilise le théorème de limite d’une série de fonctions, avec fn(x) = arctan(nx)
n2 :

• Chaque fn admet pour limite π
2n2 , lorsque n −→+∞.

• Il y a convergence uniforme de la série de fonctions
∑

fn sur
[

1,+∞[
car convergence normale car ∥ fn∥∞ ≤

π
2n2 , série de Riemann convergente.

Par suite lim
x→+∞ f (x) = lim

x→+∞
+∞∑
n=1

arctan(nx)

n2 =
+∞∑
n=1

lim
x→+∞

arctan(nx)

n2 =
+∞∑
n=1

π

2n2 = π

2

π2

6
= π3

12

3 ) On applique le théorème C 1 d’une série de fonctions sur R+∗ par imparité :

• fn est de classe C 1 sur R.

• La série de fonctions
∑

fn converge simplement sur R (c’est Q1)

• La série de fonctions
∑

f ′
n avec

[
a,b

] ⊂ ]
0,+∞[

:

f ′
n(x) = n

1+n2x2

1

n2 = 1

n(1+n2x2)
=⇒ sup

x∈[a,b]

∣∣∣ f ′
n(x)

∣∣∣≤ 1

a2n3

D’où la convergence normale, donc uniforme sur R+∗ (on a a > 0)

On peut donc dériver terme à terme et ∀x ̸= 0, f ′(x) =
+∞∑
n=1

1

n(1+n2x2)

4 ) On devine qu’il n’y a pas convergence normale « en » 0 de la série
∑

f ′
n puisque la valeur est 1

n . Néanmoins,

il pourrait y avoir convergence uniforme. De toute façon le théorème de limite d’une série ne peut s’appliquer

car, révisez-le, sa conclusion est la somme des limites converge et . . ., ici ce serait
∑ 1

n converge ce qui n’est pas

possible. On peut toutefois conjecturer que, quand même, la conclusion subsiste, cad que la limite de f ′ en 0

devrait être égale à
∑+∞

n=1
1
n =+∞. Mais il faut le démontrer par d’autres moyens.

Démontrons donc lim
x→0

+∞∑
n=1

1

n(1+n2x2)
=+∞. Par parité, on peut se contenter d’étudier la limite quand x → 0+, ce

qui permet d’avoir x > 0. C’est toujours mieux. . . On a, par positivité des f ′
n :

∀N ∈N, f ′(x) ≥
N∑

n=1

1

n(1+n2x2)

Avant de passer à la limite quand x → 0+, on prouve que la limite de f ′(x) en 0. existe. Chaque fonction f ′
n est

visiblement décroissante sur
]

0,+∞[
donc, par sommation, f ′ aussi, la limite existe donc (finie ou infinie) ; on la

note ℓ ∈R+ . On peut donc passer à la limite dans l’inégalité, conservée, lorsque x → 0+ :

∀N ∈N, ℓ≥
N∑

n=1

1

n
=⇒ ℓ=+∞

Remarque : Je rappelle que si lima f ′(x) = b, on ne peut pas en déduire f dérivable en a de dérivée b. Par contre si

b =±∞, on peut en déduire f non dérivable en a et aussi, le résultat est vrai si on rajoute l’hypothèse f continue

en a. Le théorème énoncé en Sup est le suivant : si f continue sur I , intervalle avec a ∈ I , et f C 1 sur I \
{

a
}

tq

lima f ′ = b fini, alors f est C 1 sur tout I et sa dérivée en a vaut f ′(a) = b.
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VII – Intégrales

Mines-Telecom PSI 2022 (calcul intégrale)

Enoncé 136

1 ) Donnez un équivalent de 1
t −arctan( 1

t ) au voisinage de +∞.

2 ) Nature et calcul de
∫ +∞

1

(1

t
−arctan(

1

t
)
)

dt indication : utilisez un ε> 0 et le faire tendre vers +∞ à la fin.

1 ) On a immédiatement par le dl usuel de arctan en 0,
1

t
−arctan

1

t
∼

t→+∞
1

3t 3

2 )

• f : t → 1
t −arctan 1

t continue sur
[

1,+∞[
• Etude en t =+∞ : D’après Q1, f étant positive en +∞ on peut appliquer le critère d’équivalent et par critère

de Riemann, f intégrable en +∞.

Il en résulte f intégrable sur
[

1,+∞[
d’où la convergence absolue, donc convergence de l’intégrale.

∫ ε

1

(1

t
−arctan

1

t

)
dt =

∫ ε

1

dt

t
−

∫ ε

1
arctan

1

t
dt

(1)︷︸︸︷=
∫ ε

1

dt

t
−

[
t arctan

1

t

]ε
1
+

∫ ε

1

−t dt

1+ t 2

= π

4
−εarctan

1

ε
+

∫ ε

1

dt

t (1+ t 2)

(2)︷︸︸︷=⇒
∫ +∞

1

(1

t
−arctan

1

t

)
dt = π

4
−1+

∫ +∞

1

dt

t (1+ t 2)

• (1) On effectue une ipp avec u′ = 1 v = arctan
1

t
u = t v ′ = −1

1+ t 2

• (2) On fait tendre ε−→+∞, l’intégrale
∫ +∞

1
dt

t (1+t 2) existant (immédiatement par le critère de Riemann) et

εarctan 1
ε ∼+∞ ε

ε = 1

On termine en calculant l’intégrale à l’aide d’une décomposition en éléments simples∫ +∞

1

dt

t (1+ t 2)
=

∫ +∞

1

1

t
− t

1+ t 2 = lim
A→+∞

[
ln t − 1

2
ln(1+ t 2)

]A

1
= 1

2
ln2+ lim

A→+∞
1

2
ln

( A2

1+ A2

)
= 1

2
ln2

∫ +∞

1

(1

t
−arctan

1

t

)
dt = π

4
−1+ 1

2
ln2

Mines-Telecom PSI 2022 (limite suite-intégrale)

Enoncé 137 Soit, pour n ∈N, In =
∫ +∞

0

xn

1+xn+2 dx

1 ) Montrez la convergence de In .

2 ) Déterminez lim In .

1 ) La question est un peu ambiguë : s’agit-il de la convergence de l’intégrale ou celle de la suite (In) ?

On pose fn(x) = xn

1+xn+2 . On a :

• fn est continue sur
[

0,+∞[
.

• Etude en x =+∞ : On a fn(x) ∼
x=+∞

xn

xn+2 = 1

x2 . Le critère d’équivalent s’applique car la fonction est positive.

On reconnaît une fonction de Riemann intégrable en +∞ car α= 2 > 1. fn est donc intégrable en +∞
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fn est intégrable sur
[

0,+∞[
cad l’intégrale In converge absolument donc converge.

2 ) On utilise le théorème de convergence dominée de Lebesgue :

• Etude de la convergence simple de la suite de fonctions ( fn) sur
[

0,+∞[
:



xn → 0 si 0 ≤ x < 1 fn(x) −→ 0

xn → 1 si x = 1 fn(1) = 1

2
−→ 1

2

xn →+∞ si x > 1 fn(x) ∼
n→+∞

xn

xn+2 = 1

x2

= f (x)

f est bien continue par morceaux sur
[

0,+∞[
. La suite de fonctions ( fn) converge simplement vers f sur

R+ .

• Hypothèse de Domination sur
[

0,+∞[
:

∀x ∈ [
0,+∞[

, ∀n ∈N,
∣∣∣ fn(x)

∣∣∣= xn

1+xn+2 ≤


1

1+0
si 0 ≤ x ≤ 1

xn

0+xn+2 = 1

x2 si x > 1

}
= ξ(x)

ξ est intégrable sur
[

0,+∞[
car continue par morceaux et ∼+∞ 1

x2

Le théorème s’appliquant : lim In =
∫ +∞

0
f (x)dx =

∫ +∞

1

dx

x2 =
[
− 1

x

]+∞
1

= 1

Mines-Ponts PSI 2022 (calcul intégrale indéterminée)

Enoncé 142 Soient a0, . . . , an ∈R+∗ distincts et, pour i ∈ �
0; n

�
,Pi =∏

k ̸=i (X +ak ).

1 ) Montrez (P0, . . . ,Pn) base de Rn[X ]. Donnez les coordonnées de Q ∈ Rn[X ] dans cette base en fonction des

Q(−ai ) et des Pi .

2 ) Montrez la convergence et calculez l’intégrale
∫ +∞

0

1

(t +a0)(t +a1) . . . (t +an)
dt .

1 ) On reconnaît, presque, les n+1 polynômes de Lagrange associés aux n+1 réels distincts −ai . Il manque juste

le facteur multiplicatif qui fait que Pi (−ai ) = 1, soit
(∏

k ̸=i (−ai +ak )
)−1 = 1

Pi (−ai ) . Par conséquent, c’est une base de

Rn[X ] (cours). Dans la base de Lagrange, les coordonnées d’un polynôme quelconque Q ∈Rn[X ] sont les Q(−ai ),

par conséquent ici ce sont les Q(−ai )
(∏

k ̸=i (−ai +ak )
)−1 = Q(−ai )

Pi (−ai )

2 ) L’intégrale converge immédiatement, par le critère de Riemann, dès que n ≥ 1, et la fonction-intégrande étant

bien continue sur
[

0,+∞[
puisque les pôles sont négatifs stricts.

On pose Q(X ) =∏n
i=0(X +ai ) ∈Rn+1[X ] et on décompose en éléments simples la fraction rationnelle 1

Q(t ) :

1

Q(t )
=

n∑
i=0

αi

t +ai
=⇒ αi =

[ t +ai

Q(t )

]
(t =−ai ) =

[ 1

Pi (t )

]
(t =−ai ) = 1

Pi (−ai )

∫ +∞

0

dt

(t +a0)(t +a1) . . . (t +an)
dt = lim

A→+∞

∫ A

0

n∑
i=0

αi dt

t +ai
= lim

A→+∞

[ n∑
i=0

αi ln t +ai

]A

0

= lim
A→+∞

n∑
i=0

αi ln(A+ai )−
n∑

i=0

1

Pi (−ai )
ln ai

(1)︷︸︸︷= −
n∑

i=0

1

Pi (−ai )
ln ai
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• (1) On a
n∑

i=0
αi ln(A+ai ) =

( n∑
i=0

1

Pi (−ai )

)
ln A+O

( 1

A

)
et la somme

n∑
i=0

1

Pi (−ai )
est nulle, car en décompo-

sant le polynôme-constant 1 dans la base des (Pi ), via la question Q1, 1 =
n∑

i=0

1

Pi (−ai )
Pi (X ) et on regarde

uniquement le coefficient en X n des 2 polynômes.

CCP PSI 2022-2021-2019-2017-þ 2015-2014 (transformée de Laplace)

Enoncé 143 On pose f (x) =
∫ +∞

0

te−t x

e t −1
dt .

1 ) Donnez l’ensemble de définition de f .

2 ) Calculez limx→+∞ f (x).

3 ) Calculez f (x −1)− f (x) pour x > 0 et en déduire une expression de f (x) sous la forme d’une somme de série.

4 ) Proposer une autre méthode pour obtenir ce résultat.
[
2015 : Question absente

]
1 ) On pose f (x, t ) = te−t x

e t −1
.

• L’application t −→ f (x, t ) est continue sur
]

0,+∞[
, et ce pour tout x réel.

• Etude en t = 0 : On a f (x, t ) ∼
t=0

∣∣∣∣ t ×1

t

∣∣∣∣= 1. La fonction de t peut donc se prolonger en une fonction continue

en 0 et ce, pour tout x réel. t −→ f (x, t ) est donc intégrable en 0 pour tout x réel.

• Etude en t =+∞ : f (x, t ) ∼
t→+∞

te−t x

e t = t e−(x+1)t .

On comprend alors f intégrable en +∞ ssi x +1 > 0 (un « vrai » -) ssi x > −1 . On le démontre proprement

avec le critère t a g (t ) dans les 2 cas :

- x >−1 on prend a = 2 > 1, lim+∞ t 3e−(x+1)t = 0 par croissances comparées, intégrabilité en +∞
- x ≤−1 on prend a = 1 ≤ 1, lim+∞ t 2e−(x+1)t =+∞, non intégrabilité en +∞.

Conclusion : par intersection des trois conditions sur x, il suit t → f (x, t ) intégrable sur
]

0,+∞[
ssi x > −1.

DefF = ] −1,+∞]
Remarque : Cette fonction F est la transformée de Laplace de t −→ t

e t −1

2 ) Méthode 1 par encadrement : Cette méthode ne s’applique bien si la limite est 0 ou ∞ et surtout, si on peut

encadrer par des fonctions dont l’intégrale se calcule. Elle a l’avantage d’être rapide, mais il faut savoir majorer ! :

∀x > 0, 0 ≤
∣∣∣F (x)

∣∣∣= ∣∣∣∣∫ +∞

0

te−t x

e t −1
dt

∣∣∣∣≤ ∫ +∞

0

∣∣∣∣ te−t x

e t −1

∣∣∣∣ dt

(1)︷︸︸︷≤
∫ +∞

0

∣∣∣∣ t

t

∣∣∣∣e−t x dt =
[e−t x

−x

]t=+∞
t=0

= 1

x
x→+∞−−−−−→ 0

• (1) On a appliqué l’inégalité de convexité usuelle ∀ t ∈R, e t ≥ 1+ t

Cet encadrement amène l’existence de la limite et lim
x→+∞F (x) = 0.

Méthode 2 Théorème de Lebesgue7 à paramètre continu

Il faut, pour ce théorème, choisir un voisinage de la limite x =+∞. Par prudence, on évite le
]

0,+∞[
ou

[
0,+∞[

et on va prendre
]

1,+∞]
7. Henri-Léon Lebesgue : mathématicien français (1875-1941). Reconnu pour sa théorie de l’intégration initiée dans sa thèse de 1902

« Intégrale, longueur, aire ».
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• ∀ t ∈ ]
0,+∞[

, t −→ f (x, t ) admet une limite lorsque x →+∞ qui est ℓ(t ) = 0 car on a bien t ≥ 0

• ∀x ∈ [
1,+∞[

, t −→ f (x, t ) est continue par morceaux sur
]

0,+∞[
• ∀x ∈ [

1,+∞[
, t −→ ℓ(t ) est continue par morceaux sur

]
0,+∞[

• Hypothèse de domination sur
[

1,+∞[
∀x ∈ [

1,+∞[
, ∀ t ∈ ]

0,+∞[
,

∣∣∣ f (x, t )
∣∣∣= ∣∣∣ te−t x

e t −1

∣∣∣≤ ∣∣∣ t

t
e−t x

∣∣∣≤ e−t×1 = ξ(t )

Même explication pour la majoration que la méthode 1, comme quoi. . . On utilise aussi x ≥ 1

ξ est intégrable sur
]

0,+∞[
: immédiat continuité et o+∞( 1

t 2 )

On peut donc passer à la limite sous le signe somme : lim
x→+∞F (x) =

∫ +∞

0
lim

x→+∞ f (x, t )dt =
∫ +∞

0
0 = 0

3 )

∀x > 0, F (x −1)−F (x) =
∫ +∞

0

te−t (x−1)

e t −1
− te−t x

e t −1
=

∫ +∞

0

te−t x (e t −1)

e t −1
dt =

∫ +∞

0
te−t x dt

=
[−te−t x

x

]t=+∞
t=0

+
∫ +∞

0

1

x
e−t x dt = 0+

[ 1

x

e−t x

−x

]t=+∞
t=0

= 1

x2 car x > 0

On a effectué l’ipp u = t v ′ = e−t x u′ = 1 v =−e−t x

x
. L’ipp directement en t =+∞ car la 2e intégrale converge.

∀x > 0, F (x −1) =
(
F (x −1)−F (x)

)
+

(
F (x)−F (x +1)

)
+·· ·+

(
F (x +n −1)−F (x +n)

)
+F (x +n)

=
n∑

k=0

(
F (x +k −1)−F (x +k)

)
+F (x +n) =

n∑
k=0

1

(x +k)2 +F (x +n)

lorsque n −→+∞,
∑n

k=0
1

(x+k)2 +F (x+n) −→ ∑+∞
k=0

1
(x+k)2 puisque cette série converge et que, démontré à la ques-

tion précédente, limn→+∞ F (x +n) = 0. Par suite, en faisant tendre n →+∞, comme F (x −1) est une « constante »

par rapport à n, il vient : F (x −1) =
+∞∑
k=0

1

(x +k)2 . En adaptant un peu les indices, F (x) =
+∞∑
n=1

1

(x +n)2

4 ) On peut aussi obtenir ce résultat par un développement en série suivi d’une intégration terme à terme :

F (x) =
∫ +∞

0

te−t x

e t −1
dt

(1)︷︸︸︷=
∫ +∞

0

te−t e−t x

1−e−t dt
(2)︷︸︸︷=

∫
]0,+∞[

te−t (x+1) 1

1−e−t dt
(3)︷︸︸︷=

∫
]0,+∞[

te−t (x+1)
+∞∑
n=0

e−nt dt

=
∫ +∞

0

+∞∑
n=0

te−t (n+x+1)︸ ︷︷ ︸
fn (t )

dt
(4)︷︸︸︷=

+∞∑
n=0

∫ +∞

0
te−t (n+x+1) dt

(5)︷︸︸︷=
+∞∑
n=0

1

(n +x +1)2

• (1) On va utiliser un DSE usuel de 1
1−u mais il faut |u| < 1 d’où cette astuce : e t ≥ 1 mais e−t ≤ 1.

• (2) Même problème : il faut |e−t | < 1 d’où l’astuce pour « enlever » t = 0

• (3) Vient du DSE 1
1−u = ∑+∞

n=0 un possible puisque |u| = e−t < 1 pour t ∈ ]
0,+∞[

.

• (4) Intégration terme à terme possible sur
[

0,+∞[
puisque :

• Les fn sont continues par morceaux et intégrables sur
[

0,+∞[
critère t 2g (t )) car n +x +1 > 0.

• La série de fonctions
∑

fn converge simplement sur
[

0,+∞[
: c’est le développement en série de

te−t x

e t −1
! et sa somme est continue par morceaux sur

[
0,+∞[

.

• La série numérique
∑∫[

0,+∞
[ ∣∣∣ fn

∣∣∣ converge car c’est la série de terme
1

(n +x +1)2 ∼
n=+∞

1

n2
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Mines-Ponts PSI 2022 (dse intégrale à paramètre) H

Enoncé 146 Soit F : x −→
∫ +∞

1

e−t

x + t
dt .

1 ) Montrez F dérivable sur
] −1,+∞[

. Trouvez une relation entre F et F ′

2 ) En déduire que F est développable en série entière au voisinage de 0 et trouvez son développement.

1 ) On applique le théorème C 1 d’une intégrale à paramètre sur J = ] −1,+∞[
avec f (x, t ) = e−t

x + t

• ∀x ∈ ] −1,+∞[
, t −→ f (x, t ) est intégrable sur

[
1,+∞[

: continuité et o+∞
( 1

t 2

)
• ∀x ∈ ] −1,+∞[

, t −→ ∂ f
∂x (x, t ) = −e−t

(x+t )2 est continue par morceaux sur
[

1,+∞[
.

• ∀ t ∈ [
1,+∞[

, x −→ f (x, t ) est C 1 sur
] −1,+∞[

.

• Hypothèse de Domination sur tout segment
[

a,b
] ⊂ ] −1,+∞[

:

∀x ∈ [
a,b

] ⊂ ] −1,+∞[
, ∀ t ∈ [

1,+∞[
,

∣∣∣∂ f

∂x
(x, t )

∣∣∣= ∣∣∣ −e−t

(x + t )2

∣∣∣≤ e−t

(a + t )2 = ξ(t )

x → (x + t )2 ↗ car −t ≤−1 < a ≤ b. ξ est intégrable sur
[

1,+∞[
car a + t ≥ a +1 > 0 pour t ≥ 1 et o+∞( 1

t 2 )

Alors F est de classe C 1, continue et définie sur
] −1,+∞[

. F ′(x) =
∫ +∞

1

−e−t

(x + t )2 dt

On effectue une ipp avec u = 1

x + t
v ′ = e−t u′ = −1

(x + t )2 v =−e−t

F (x) =
∫ +∞

1

e−t

x + t
dt =

[−e−t

x + t
dt

]t=+∞
t=1

−
∫ +∞

1

e−t

(x + t )2 dt = e−1

1+x
+F ′(x) (E)

L’ipp directement sur
]

1,+∞[
est licite car on reconnaît dans la 2e intégrale F ′(x), qui converge.

2 ) On cherche les fonctions développables en série entière solutions de (E). y = ∑+∞
n=0 an xn , de rayon R, dérivable

terme à terme sur
] −R,R

[
, est solution sur

] − r,r
[

avec r = inf(R,1) ssi :

+∞∑
n=0

an xn = 1

e

+∞∑
n=0

(−1)n xn +
+∞∑
n=0

nan xn−1 =
+∞∑
n=0

( (−1)n

e
+ (n +1)an+1

)
xn

⇐⇒ ∀n ∈N, −(n +1)an+1 +an = e−1(−1)n par unicité du DSE

On « devine » et normalement on le vérifie / prouve par récurrence :

an = 1

n!
a0+(−1)n+1e−1

n∑
k=1

(−1)k

n(n −1) . . . (n −k +1)
= 1

n!
a0+ (−1)n+1e−1

n!

n∑
k=1

(−1)k (n−k)!
k→n−k︷︸︸︷= 1

n!
a0− e−1

n!

n−1∑
k=0

(−1)k k !

On sous-entend la somme « vide » pour n = 0. Reste à prouver que le rayon R ̸= 0. On cherche un équivalent de∑n
k=0 (−1)k k !. Ce n’est pas si simple. On devine que c’est (−1)nn! et on procède alors comme suit :

1

(−1)nn!

n∑
k=0

(−1)k k ! = 1− 1

n
+

n−2∑
k=0

(−1)k+nk !

n!
n→+∞−−−−−−→ 1 car

∣∣∣n−2∑
k=0

(−1)k+nk !

n!

∣∣∣≤ n−2∑
k=0

k !

n!
≤

n−2∑
k=0

1

n(n −1)
≤ 1

n

On en déduit l’équivalent cherché (−1)nn! puis an ∼ (−1)ne−1

n
, soit R = 1.

On termine par le théorème d’unicité de Cauchy pour une équation différentielle linéaire d’ordre 1 : il existe une
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seule solution sur
] −1,1

[
vérifiant la condition initiale F (0). Comme on en a trouvé 2 : F et la série entière, il y a

égalité :

∀x ∈ ] −1,1
[

, F (x) =
+∞∑
n=0

(
a0 −e−1

n−1∑
k=0

(−1)k k !
) xn

n!
avec a0 = F (0) =

∫ +∞

1

e−t

t
dt

Mines-Ponts PSI 2022 (Calcul de ζ(2)) H
Enoncé 150 Soit f :

[
a,b

] −→R de classe C 1.

1 ) Montrez que
∫ b

a f (t )cos(nt )dt tend vers 0, quand n tend vers +∞.

On admet que le résultat est encore vrai si f est seulement continue par morceaux.

2 ) Calculez
∫ π

0

(−x + x2

2π

)
cos(nx)dx

3 ) En déduire la somme de la série de terme général 1
n2

1 ) On effectue une ipp, pour « sortir » le 1
n : u = f (t ) v ′ = cos(nt ) u′ = f ′(t ) v = 1

n sin(nt ) :∫ b

a
f (t )cos(nt )dt =

[
f (t )

1

n
sin(nt )

]b

a
− 1

n

∫ b

a
f ′(t )sin(nt )dt

Par continuité sur un segment, f (rp. f ′) sont bornées par M0 (M1). Pour conclure, on majore ensuite proprement

(Attention ! à la gestion des valeurs absolues)∣∣∣ f (b)
1

n
sin(nb)− f (a)

1

n
sin(na)

∣∣∣≤ 2M0

n

∣∣∣ 1

n

∫ b

a
f ′(t )sin(nt )dt

∣∣∣≤ 1

n

∫ b

a

∣∣∣ f ′(t )sin(nt )
∣∣∣dt ≤ M1(b −a)

n

La conclusion suit.

Remarque : Ce résultat, appelé lemme (ou théorème) de Riemann-Lebesgue s’étend aux fonctions intégrables sur]
a,b

[
(par densité des fonctions C 1). A noter que, ce résultat, vrai pour sin(nt ),cos(nt ) l’est aussi pour e i nt

2 ) On cherche une primitive de
(−x + 1

2πx2
)
e i nx sous la forme (ax2 +bx + c)e i nx

(
(ax2+bx+c)e i nx)′ = e i nx(

i anx2+ (i nb+2a)x+ (i nc +b)
)



1

2π
= i an

−1 = i nb +2a

0 = i nc +b

⇐⇒


a = −1

2nπ
i

b = 1

n2π
+ 1

n
i

c = − 1

n2 + 1

n3π
i

∫ π

0

(−x + x2

2π

)
cos(nx)dx = ℜe

([( −1

2nπ
i x2 + ( 1

n2π
+ 1

n
i
)
x + (− 1

n2 + 1

n3π
i
))

e i nx
]π

0

)
= 1

n2π

(
π(−1)n −0

)+− 1

n2

(
((−1)n −1

)= 1

n2

3 ) On calcule d’abord, pour e i x ̸= 1, en appliquant la formule cos a sinb = 1
2

(
sin(a +b)− sin(a −b)

)
N∑

n=0
cos(nx) =

N∑
n=0

ℜe
(
e i nx)= ℜe

( N∑
n=0

(
e i x)n

)
= ℜe

(1− (e i x )N+1

1−e i x

)
= ℜe

(
e i x

2 (N+1)−i x
2
−2i sin

(
(N +1) x

2

)
−2i sin

( x
2

) )
= cos

(
N

x

2

)sin
(
(N +1) x

2

)
sin

( x
2

) = 1

2

sin
(
(2N +1) x

2

)− sin x
2

sin
( x

2

) =−1

2
+ 1

2

sin
(
(2N +1) x

2

)
sin

( x
2

)
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N∑
n=0

1

n2 =
N∑

n=0

∫ π

0

(−x + x2

2π

)
cos(nx)dx =

∫ π

0

N∑
n=0

(−x + x2

2π

)
cos(nx)dx =

∫]
0,π

] (−x + x2

2π

) N∑
n=0

cos(nx)dx

(1)︷︸︸︷=
∫]

0,π
] (−x + x2

2π

)(− 1

2
+ 1

2

sin
(
(2N +1) x

2

)
sin

( x
2

) )
dx =−1

2

∫ π

0

(−x + x2

2π

)
dx + 1

2

∫ π

0

−x + x2

2π

sin x
2

sin
(
(2N +1)

x

2

)
dx

(2)−−−−−−→
N→+∞

−1

2

∫ π

0

(−x + x2

2π

)
dx = π2

6

• (1) On applique la formule établie plus haut car e i x ̸= 1 sur
]

0,π
]

• (2) On utilise le lemme de Riemann-Lebesgue. En accord avec Q1, il faut vérifier que la fonction utilisée

−x+ x2

2π
sin x

2
est bien C 1 sur

[
0,π

]
. C’est immédiat sur

]
0,π

]
. L’équivalent ∼0 −2 établit le prolongement par

continuité et il faut s’assurer ensuite que la limite de la dérivée existe en 0. Je vous laisse effectuer le calcul

de la dérivée et sa limite par un dl. On trouve 1
π . (Attention ! on ne peut dériver le dl de la fonction en 0).

CCP PSI 2018-2016-2005 | Mines-Ponts PSI 2019-2014 | CCPBQ MP 2021->2023 (intégrale à paramètre) �

Enoncé 155 Pour x ∈R, on définit f (x) =
∫ +∞

0
e−t 2

cos(xt ) dt
[
2005 : t , x à l’envers !

]
.

1 ) Montrez f définie sur R.
[
variantes où on demande aussi continue

]
.

2 ) Montrez f dérivable sur R et qu’elle vérifie une équation différentielle du premier ordre.[
BQMP : Idem avec C 1

]
.

[
Mines : pas 1er ordre

] [
2005 : Pas équation différentielle

]
3 ) Exprimez f à l’aide des fonctions usuelles. On donne

∫ +∞
−∞ e−t 2

dt =p
π

[
pas toujours rappelé

]
.

1 ) La parité de f permet d’étudier sur R+ . On pose g (t ) = e−t 2
cos(xt ).

• g continue sur
[

0,+∞[
, et ce pour tout x.

• Etude en t =+∞ : |g (t )| ≤ e−t 2
. Critère de majoration et critère t a f (t ) : lim+∞ t 2e−t 2 = 0. Il en résulte l’inté-

grabilité en +∞ et ce pour tout x réel

g est donc intégrable sur
[

0,+∞[
pour tout x réel donc f est bien définie sur R.

2 ) On applique le théorème C 1 d’une intégrale à paramètre sur J =R avec g (x, t ) = e−t 2
cos(xt ).

• ∀x ∈ J , t −→ g (x, t ) est intégrable sur
[

0,+∞[
(question d’avant)

• ∀x ∈ J , t −→ ∂g
∂x (x, t ) =−te−t 2

sin(xt ) est continue par morceaux sur
[

0,+∞[
.

• ∀ t ∈ [
0,+∞[

, x −→ g (x, t ) est C 1 sur J .

• Hypothèse de Domination sur tout segment
[

a,b
] ⊂ J :

∀x ∈ [
a,b

] ⊂ J , ∀ t ∈ [
0,+∞[

,
∣∣∣∂g

∂x
(x, t )

∣∣∣= ∣∣∣− te−t 2
sin(xt )

∣∣∣≤ te−t 2 = ξ(t )

ξ est intégrable sur
[

0,+∞[
: continuité et te−t 2 = o+∞( 1

t 2 )

Alors f est de classe C 1, continue et définie sur J . ∀x ∈R, f ′(x) =−
∫ +∞

0
te−t 2

sin(xt )dt

On fait une ipp, Attention ! dérivation ici par rapport à t : u′ =−te−t 2
v = sin(xt ) u = 1

2
e−t 2

v ′ = x cos(xt )

f ′(x) =
[1

2
sin(xt )e−t 2

]+∞
0

− 1

2
x

∫ +∞

0
cos(xt )e−t 2

dt =−1

2
x f (x) =⇒ f solution sur R de 2y ′+x y = 0

L’ipp directement en +∞ est licite car la 2e intégrale converge, puisque c’est f (x) !

3 ) sur R, l’ensemble des solutions est un R-ev de dimension 1 : y =C exp
(∫ −x

2
dx

)
=Ce−x2

.
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On trouve la constante C par les conditions initiales soit f (0), (ou parfois par la limite en +∞)

On reconnaît l’intégrale de Gauss
∫ +∞

−∞
e−x2

dx =p
π, rappelée par l’énoncé, C =

p
π

2
.

CCINP PSI 2022þ -2021þ (fonction-intégrale de la borne sup)

Enoncé 159 On pose F (x) =−
∫ x

0

ln(1− t )

t
dt .

1 ) Donnez le domaine de définition de F .

2 ) Montrez, pour tout x ∈ [
0,1

]
, F (x) = ∑+∞

n=1
xn

n2 .

3 ) Montrez, pour tout x ∈ ]
0,1

[
, F (x)+F (1−x) = π2

6 − ln(1−x) ln(x)

Indication : on pourra procéder à une intégration par parties et utiliser
∑+∞

n=1
1

n2 = π2

6 .

1 ) Attention ! à bien raisonner par rapport à t mais sans négliger le rôle de x. La fonction f (t ) = ln(1− t )

t
n’existe

que pour 1− t > 0 et t ̸= 0, soit t ∈ ]−∞,0
[ ∪ ]

0,1
[

.

Méthode 1 : D’après le cours, l’existence de l’intégrale nécessite au moins que l’intervalle
]

0, x
[

vérifie
]

0, x
[ ⊂]−∞,0

[ ∪ ]
0,1

[
. Je vous laisse réfléchir au fait que ceci impose x ∈ ]−∞,0

[ ∪ ]
0,1

[ = D .

• f est continue sur
]

0, x
[

, d’après la remarque au dessus

• Etude en t = 0 :

f (t ) ∼0
−t
t =−1, f se prolonge en une fonction continue en 0, donc intégrable en 0 ; et ce, pour tout x ∈ D .

• Etude en t = x :

La fonction f est continue en x si x ̸= 1, par conséquent on étudie que le cas x = 1, soit l’étude en t = 1.

Le changement de variables u = 1− t amène f ∗(u) = lnu
1−u ∼u=0 lnu intégrable en 0, c’est du cours ! Donc f

intégrable en 1, pour tout x ∈ D

f est donc intégrable sur
]

0, x
[

, pour tout x ∈ D , donc l’intégrale F est bien définie soit DefF = D

Méthode 2 : On peut s’y prendre un peu mieux : comme f (t ) ∼0 −1, f peut se prolonger en une fonction continue

sur J = ]−∞,1
[

que l’on notera f̂ pour ne pas « tricher » avec les raisonnements. On sait alors, théorème de Sup,

que G : x → ∫ x
0 f̂ (t )dt est définie et même continue, dérivable, C 1 sur I , c’est la primitive de f̂ qui s’annule en 0.

Or comme f̂ et f sont continues par morceaux et ne différent que d’un point, on sait F (x) =G(x)

Remarque : On s’aperçoit que la 2e méthode ne donne pas tout à fait le même domaine : il y a 0 en plus . . .En fait

dans la première méthode on peut montrer que F se prolonge par continuité en 0. Et d’ailleurs aussi en 1, puisque

l’intégrale
∫ 1

0 f converge. Bref, on pourrait dire DefF = ]−∞,1
]

. Tout ceci est complexe.

2 ) Par la 2e méthode F est dérivable sur J et F ′(x) =− ln(1−x)

x
. On a immédiatement le DSE sur

] −1,1
[

:

∀x ∈ ] −1,1
[

, F ′(x) = 1

x

+∞∑
n=1

xn

n
=

+∞∑
n=1

xn−1

n
=⇒ F (x) = F (0)+

+∞∑
n=1

xn

n2 =
+∞∑
n=1

xn

n2

Attention ! , Reste la valeur en 1. Une « histoire » de continuité, on passe à la limite lorsque x −→ 1, mais on justifie

proprement son existence des 2 côtés de l’égalité :

• la série entière est continue en 1, puisqu’il y a convergence normale sur
[

0,1
]

: sup
x∈[0,1]

∣∣∣ xn

n2

∣∣∣= 1

n2 .
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• Quant à la fonction F , elle n’est pas définie en 1, il faut la prolonger par continuité ce qui est possible puisque

l’intégrale
∫ 1

0 f converge, déjà dit dans la remarque.

3 ) Il faut penser à dériver :(
F (x)+F (1−x)

)′ = F ′(x)−F ′(1−x) =−1

x
ln(1−x)+ 1

1−x
ln x = (− ln(x) ln(1−x)

)′
Comme

]
0,1

[
est un intervalle, les deux fonctions différent à une constante près : On prend la valeur en 0 (ou la

limite par continuité) : ln(1−x) ln(x) ∼0 −x ln(x) −→ 0 et
(
F (x)+F (1−x)

)
(0) = F (1) =

+∞∑
n=1

1

n2 = π2

6

49



VIII – Espaces Vectoriels normés

Mines-Ponts PSI 2022 (norme forme linéaire sur les fonctions) H
Enoncé 162 Soit E = C 0

( [
a,b

]
, R

)
et u une forme linéaire sur E tq, pour toute fonction f positive, u( f ) ≥ 0.

1 ) Montrez que, pour tout f ∈ E , |u( f )| ≤ u(| f |)
2 ) Soit e la fonction constante égale à 1. Trouvez la borne supérieure des |u( f )|

∥ f ∥∞ pour f ∈ E non nulle à l’aide de e.

1 ) On peut utiliser usuellement les notations x+ = max(x,0), x− = max(−x,0) qui donnent |x| = x++ x− et x =
x+−x− et x+, x− ≥ 0. Ensuite, par linéarité de u, u(| f |) = u( f +)+u( f −) et |u( f )| = |u( f +)−u( f −)| puis on applique

|x − y | ≤ x + y pour x, y réels positifs.

2 ) On peut remarquer que si f ≤ g (sur [a,b]), alors u( f ) ≤ u(g ) (Il suffit d’appliquer l’hypothèse à g − f ≥ 0).

Comme | f (x)| ≤ ∥ f ∥∞ s’écrit fonctionnellement | f | ≤ ∥ f ∥∞ .e, il vient |u( f )| ≤ u(| f |) ≤ ∥ f ∥∞ u(e). Ceci amène

que la borne supérieure demandée par l’énoncé est majorée par u(e). Comme u(e) est « atteinte » en e puisque

|u(e)|
∥e∥∞ = |u(e)|, c’est bien la borne supérieure (et même le plus grand élément donc)

Centrale PSI 2022 (fermeture des classes de similitude) HH
Enoncé 163

1 ) Soient P ∈C[X ], A,B ∈ Mn(C) . Montrez que, si A est semblable à B , P (A) est semblable à P (B)

2 ) Soit (Bk )k une suite de matrices de Mn(C) qui converge vers B ∈ Mn(C) . On suppose que, pour tout k ∈N,Bk

est semblable à une matrice A ∈ Mn(C) diagonalisable. Montrez A semblable à B .

3 ) Est-ce encore vrai si A n’est pas diagonalisable?

1 ) En posant Q = ∑p
k=0 ak X k et si A = PBP−1, Ak = PB k P−1 puis :

Q(A) =
p∑

k=0
ak Ak =

p∑
k=0

ak PB k P−1 = P
p∑

k=0
ak B k P−1 = P Q(B) P−1

2 ) Si on essaye d’utiliser Bk = Pk AP−1
k , on va être « embêté » car il est guère possible de conclure que la suite (Pk )

converge. En plus une limite de matrices inversibles n’est pas nécessairement une matrice inversible (l’ensemble

n’est pas fermé, je vous laisse y réfléchir). Il faut procéder autrement.

A est diagonalisable donc annule un polynôme P scindé à racines simples que l’on peut prendre égal à
∏p

i=1(X−λi )

où les λi sont les vp distinctes de A. Comme les matrices Bk sont semblables à A, d’une part elles ont nécessai-

rement les mêmes vp distinctes (ce n’est pas suffisant) et d’autre part elles sont diagonalisables. On en déduit

P (Bk ) = 0. L’application M −→ P (M) étant continue car chacune des n2 applications-coefficients est un poly-

nôme en les n2 coefficients de M . Il vient alors P (B) = 0. Donc B est diagonalisable mais malheureusement on ne

peut en déduire que B a les mêmes vp que A et de toute façon ce ne serait pas suffisant pour conclure)

On utilise parallèlement le polynôme caractéristique de A noté χA . Comme les Bk sont semblables à A elles ont

même polynôme caractéristique. Considérons l’application χ : M −→χM = det(X I −M). Elle est continue car cha-

cun des coefficients du polynôme dépend continûment de M , ce sont des polynômes en ses coefficients. Comme

χ(Bk ) = χA = χ(A), en passant à la limite on a χB = χA . B a donc les mêmes vp que A, avec la même multiplicité,

et est diagonalisable, donc est semblable à la (une) même matrice diagonale que A, donc est semblable à A.
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Remarque : Si on enlève l’hypothèse A diagonalisable, la conclusion (peut) est en défaut. Le lecteur s’en convain-

cra en considérant la suite Bk =
(

0 1
k 0

0 0 0
0 0 1

)
, toutes semblables à A =

(
0 1 0
0 0 0
0 0 1

)
, non diagonalisable, alors que limBk n’est

pas semblable à A.

Mines-Ponts PSI 2022 (adhérence d’un hyperplan) H
Enoncé 163 Soient E un evn et F un sev deE .

1 ) Montrez que l’adhérence de F est un sev de E

2 ) Que dire de l’adhérence de F lorsque F est un hyperplan? On commencera par le cas E de dimension finie.

3 ) Pas dans l’oral : Dans E = C 0
( [

0,1
]

, R
)

, on considère l’hyperplan H des fonctions f ∈ E vérifiant f (0) = 0.

En considérant les normes usuelles ∥·∥∞ et ∥·∥1, établir que H est fermé pour l’une et dense pour l’autre. (Absent

FllExos)

1 ) On rappelle F ⊂ F . Il y a égalité ssi F est un fermé.

• 0 ∈ F car 0 ∈ F .

• On utilise la caractérisation séquentielle de l’adhérence. Soient α,β ∈ K et f , f ′ ∈ F , donc il existe 2 suites

d’éléments de F ( fn) et ( f ′
n) convergeant vers f et f ′. Par propriété des limites des suites de vecteurs :

α f +β f ′ =α lim fn +β lim f ′
n = limα fn +β f ′

n

Comme α fn +β f ′
n ∈ F par stabilité du sev F par + et ., il suit α f +β f ′ ∈ F

F est donc un sev de E (contenant F ) (et un fermé de E).

Remarque : Si F est de dimension finie, F = F (facile à démontrer si F est un sev d’un ev de dimension finie, traité

en cours). Donc tout sev de dimension finie est un fermé. C’est (peut-être) faux pour un sev de dimension infinie.

2 ) La particularité d’un hyperplan est que c’est le plus grand (au sens de l’inclusion) sev strict de E . Même en

dimension infinie (ce n’est pas stricto-sensu au programme). Donc si H est un hyperplan et F un sev contenant H ,

ou F = H ou F = E (même en dimension infinie). En dimension finie, il suffit d’utiliser un argument de dimension.

Donc, pour en revenir à la question, ou H = H , ou H = E . Ceci se traduit, topologiquement, par ou un hyperplan

est fermé ou il est dense dans E . Ce résultat peut dépendre de la norme qui structure différemment les evs de

dimension infinie. En dimension finie, toutes les normes sont équivalentes (cours) et donc définissent la même

topologie : H étant fermé, comme tout sev de dimension finie, H = H .

3 ) H est un hyperplan comme noyau d’une forme linéaire non nulle (même en dimension infinie). Ici E est l’ev

des fonctions réelles continues sur
[

0; ,1
]

Munissons E ici de la norme usuelle infinie, norme de la convergence uniforme pour rappel. Supposons ( fn) ∈ H

convergeant uniformément vers f , donc il y a en particulier convergence simple donc f (0) = lim fn(0) = lim0 = 0.

soit f ∈ H . Par la caractérisation séquentielle d’un fermé, H est ici un fermé.

Munissons ici E de la norme 1, norme de la convergence en moyenne, cad ∥ f ∥1 =
∫ 1

0 | f |. On montre que H n’est pas

fermé, (il sera donc dense dans E), par la caractérisation séquentielle : on trouve une suite ( fn) vérifiant fn(0) = 0,
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ainsi que ∥ fn − f ∥1 −→ 0 mais f (0) ̸= 0. On construit fn , affine par morceaux, de la façon suivante : on joint (par

des segments de droites) (0,0) à ( 1
n ,1) puis à (1,0). on considère f (x) = x. Faites un dessin pour visualiser ! On a

∥ fn − f ∥1 =
∫ 1

0
fn(t )− f (t ) dt =

∫ 1/n

0
nt − t dt +

∫ 1

1/n

1

1− 1
n

(1− t )− t dt = n −1

2n2 + n −1

2n2
n→+∞−−−−−−→ 0

On a bien fn(0) = 0 et f (0) = 1 ̸= 0.
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IX – Analyse : Autres

Mines-Ponts PSI 2022 (équation différentielle d’ordre 2)

Enoncé 178 Considérons l(équation différentielle (E) : y ′′ = (x2 −1)y .

1 ) Montrez que si y solution de (E) vérifie y(0) = 0 (rp. y ′(0) = 0), alors y est impaire (rp. paire).

2 ) Trouvez le réel a ∈R pour lequel la fonction x −→ eax2
est solution de (E).

3 ) Soit f : x −→ u(x)e−x2/2. Montrez f solution de E ssi u solution d’une équation différentielle à trouver.

4 ) Exprimez l’ensemble des solutions de (E) à l’aide de v : x −→ ∫ x
0 e t 2

dt .

1 ) Posons z(x) = −y(−x). Alors z ′(x) = y ′(−x), z ′′(x) = −y ′′(−x) et z(0) = 0, z ′(0) = y ′(0). Par le théorème de

Cauchy, comme le « coefficient dominant » de y ′′ qui est 1 ne s’annule pas, il y a unicité sur R d’une solution aux

conditions initiales données. z et y vérifient les mêmes C.I. Montrons que z vérifie (E) :

z ′′(x)− (x2 −1)z(x) =−y ′′(−x)− (x2 −1)(−y(−x)) =−[
y ′′− (1−x2)y

]
(−x) = 0

On en déduit z(x) =−y(−x) = y(x) soit y impaire. Raisonnement analogue pour y ′(0) = 0

2 )

y ′′− (1−x2)y = (
2axeax2)′− (x2 −1)eax2 = eax2(

2a + (2ax)2 − (x2 −1)
)= eax2(

(4a2 −1)x2 +2a +1
)

a =−1
2 convient.

3 ) On reconnaît dans ce changement de fonction inconnue la méthode de Lagrange qui va ramener à une équa-

tion différnetielle du 1er ordre en u′. On pose y = ue−x2/2. On calcule y ′ = e−x2/2(u′− xu), y ′′ = e−x2/2
(
u′′−2xu′+

(x2 −1)u
)

0 = y ′′− (x2 −1)y = e−x2/2(u′′−2xu′+ (x2 −1)u − (x2 −1)u
) ⇐⇒ u′′−2xu′ = 0 (F )

4 ) (F ) s’intègre en u′ =C exp
(∫

2x dx
)=Cex2

puis u =C
∫ x

0 e t 2
dt +D

Finalement les solutions sur R de (E) sont y =Ce−x2/2
∫ x

0
e t 2

dt +De−x2/2

Remarque : On obtient bien une structure de R-ev de dimension 2.

Mines-Ponts PSI 2022 (extrema sur un triangle) H
Enoncé 190 Soient D = {

(x, y) ∈R+ 2, x + y ≤ 1
}

et a,b,c ∈R+ . Montrez que la fonction f : (x, y) −→ xa yb(1−
x − y)c admet des extrema sur D et les calculer.

Notons d’abord que D est un fermé borné (un compact), donc f y admet nécessairement un maximum global et

un minimum global. D est fermé comme intersection des 3 fermés
{

x ≥ 0
}
,
{

y ≥ 0
}
,
{

x + y ≤ 1
}
, les applications

(x, y) → x, y, x + y étant continues (cours). D est un triangle isocèle. On a f (x, y) ≥ 0 et on constate que f est nulle

sur les 3 côtés du triangle. Par suite, tous ces points sont des minimum globaux.

On cherche alors les extrema sur l’intérieur de D , noté D ′ = D̊ = {
(x, y) ∈ R+∗ 2, x + y < 1

}
qui est un ouvert, donc

les extrema de f sur D ′ sont des point critiques. Notamment on doit nécessairement y trouver le (un) maximum
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global :


∂ f
∂x = axa−1 yb(1−x − y)c − cxa yb(1−x − y)c−1 = xa−1 yb(1−x − y)c−1(a −ax −ay − cx)

∂ f
∂y = bxb−1 yb(1−x − y)c − cxa yb(1−x − y)c−1 = xa yb−1(1−x − y)c−1(b −bx −by − c y)

⇐⇒

 (a + c)x +ay = a

bx + (b + c)y = b
⇐⇒


x = a

a +b + c

y = b

a +b + c

si ac +bc + c2 ̸= 0

Notons que le cas ac+bc+c2 = 0 (déterminant du système) correspond au cas où les deux droites du système sont

parallèles et n’arrive jamais car les réels sont positifs, sauf pour c = 0. Ce cas particulier facile est laissé au lecteur.

On trouve un seul point critique qui, nécessairement est le maximum global recherché ; il est inutile d’étudier la

hessienne au point. La valeur de f y est
aabbcc

(a +b + c)a+b+c

Remarque : On peut remarquer que pour a = b = c, la maximum est au centre de gravité du triangle et la valeur y

est 1
27a

Tracé de la surface z = f (x, y)

CCINP PSI 2022 (système différentiel 3×3 d’ordre 2) �

Enoncé 192 Soit A =

−1 3 −2

−3 5 −2

−3 4 −1

 et le système différentiel


x ′′ = −x +3y −2z

y ′′ = −3x +5y −2z

z ′′ = −3x +4y − z
1 ) Etudiez la diagonalisabilité de A

2 ) Résoudre le système différentiel

1 ) On calcule le polynôme caractéristique de A :

χA(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ+1 −3 +2

3 λ−5 2

3 −4 λ+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= ·· · =λ3 −3λ2 +2λ=λ(λ−2)(λ−1)

A d’ordre 3 a 3 vp distinctes et est donc diagonalisable

2 ) On calcule les 3 espaces propres qui sont des droites. Je ne mets pas de détails ici. E(1) = Vect(2,2,1) E(2) =
Vect(1,3,3) E(0) = Ker A = Vect(1,1,1). On note f1, f2, f0 les vecteurs sus-nommés dans l’ordre. On sait alors que
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E(1) ⊕ E(2) ⊕ E(0) =R3 et que F = ( f1, f2, f0) est une base de R3. En posant :

P = P F
ε =


2 1 1

2 3 1

1 3 1

 et avec la formule de changement de bases P−1 AP = Diag(1,2,0) = D

En posant X = (
x y z

)T , le système différentiel s’écrit matriciellement X ′′ = AX puis :

X ′′ = PDP−1X ⇐⇒ P−1X ′′ = DP−1X ⇐⇒ (P−1X )′′D (P−1X )

On pose Y = P−1X = (u v w
)T . Le nouveau système s’écrit :

u′′ = u

v ′′ = 2v

w ′′ = 0

⇐⇒


u = Ae t + A′e−t

v = Be
p

2t +B ′e−
p

2t

w = C t +C ′

Finalement X = PY =


2 1 1

2 3 1

1 3 1




Ae t + A′e−t

Be
p

2t +B ′e−
p

2t

C t +C ′

=


2Ae t +2A′e−t +Be

p
2t +B ′e−

p
2t +C t +C ′

2Ae t +2A′e−t +3Be2t +3B ′e−
p

2t +C t +C ′

Ae t + A′e−t +3Be2t +3B ′e−
p

2t +C t +C ′

=


x(t )

y(t )

z(t )



Remarques

• Je rappelle que X = (
x y z

)T est une notation pratique mais légèrement abusive, puisqu’en fait on considère

une fonction de R dans M3,1(R) t −→ (
x(t ) y(t ) z(t )

)T

• L’ensemble solution peut s’écrire t −→ A


2e t

2e t

e t

+ A′


2e−t

2e−t

e−t

+B


e
p

2t

3e
p

2t

3e
p

2t

+B ′


e−

p
2t

3e−
p

2t

3e−
p

2t

+C


t

t

t

+C ′


1

1

1


On a donc une structure de R-ev de dimension 6, sev des fonctions C∞ de R dans M3,1(R) .

Ceci se généralise aux systèmes différentiels quelconques n×n à coefficients constants. L’ordre 1 (rp. l’ordre

2) donne un sev de dimension n (rp. 2n). Un élève « ambitieux » devrait le retenir.
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X – Probabilités

Mines-Ponts PSI 2022 (matrice aléatoire 2×2) H
Enoncé 194 Soient X1, X2 2 vas indépendantes suivant les lois de Poisson de paramètres respectifs λ1 et λ2.

Soit Y une va indépendante des2 autres tq Y (Ω) = { −1,1
}

et P (Y = 1) = p ∈ ]
0,1

[
. On pose M =

(
X1 X2

Y X2 X1

)
1 ) Probabilité que M soit inversible ?

2 ) Probabilité que les vp de M soient réelles?

3 ) Probabilité que M soit diagonalisable sur R?

1 ) A = ( x1 x2
y x2 x1

)
avec x1, x2, y réels est inversible ssi x2

1 ̸= y x2. Par suite on calcule :

P (X 2
1 = Y X 2

2 )
(1)︷︸︸︷= P ((X 2

1 = Y X 2
2 )|(Y = 1))P (Y = 1)+P ((X 2

1 = Y X 2
2 )|(Y =−1))P (Y =−1)

(2)︷︸︸︷= P (X 2
1 = X 2

2 )p +P (X1 = X2 = 0)(1−p)
(3)︷︸︸︷= pP (X1 = X2)+ (1−p)P (X1 = 0)P (X2 = 0)

= pP
( +∞⋃

n=0
((X1 = n)∩ (X2 = n))

)
+ (1−p)e−λ1−λ2

(4)︷︸︸︷= p
+∞∑
n=0

P ((X1 = n)∩ (X2 = n))+ (1−p)e−λ1−λ2

(5)︷︸︸︷= p
+∞∑
n=0

P (X1 = n)P (X2 = n)+ (1−p)e−λ1−λ2 = pe−λ1−λ2
+∞∑
n=0

λn
1λ

n
2

n!2
+ (1−p)e−λ1−λ2

= e−λ1−λ2 +pe−λ1−λ2
+∞∑
n=1

λn
1λ

n
2

n!2

• (1) Formule des probabilités totales avec le système complet d’événements ((Y = 1), (Y =−1))

• (2) (X 2
1 =−X 2

2 ) n’est possible que pour X1 = X2 = 0

• (3) on a X1, X2 ≥ 0

• (4) Les événements ((X1 = n)∩ (X2 = n)) sont incompatibles 2 à 2

• (5) Les événements (X1 = n) et (X2 = n) sont indépendants par indépendance des 2 vas X1 et X2.

Par suite P (M inversible) = 1−e−λ1−λ2 −pe−λ1−λ2
+∞∑
n=1

λn
1λ

n
2

n!2

2 ) Pour une matrice 2×2, on sait que le polynôme caractéristique est X 2 − tr(A)X +det(A). Il suit que ses 2 vp

sont réelles ssi ∆= tr(A)2 −4det(A) ≥ 0. ∆= 4x2
1 −4(x2

1 − y x2
2) = 4y x2

2 . On écrit alors :

P (vp de M réelles) = P (Y X 2
2 ≥ 0) = P ((Y X 2

2 ≥ 0)|(Y = 1))P (Y = 1)+P ((Y X 2
2 ≥ 0)|(Y =−1))P (Y =−1)

= pP (X2 ≥ 0)+ (1−p)P (X2 = 0) = p + (1−p)e−λ2

3 ) Si les deux vp d’une matrice 2×2 sont égales (notons la α), la matrice n’est diagonalisable que ssi c’est αI2.

Par suite, A est diagonalisable sur R ssi ∆> 0 ou ∆= 0 et x2 = 0 ce qui équivaut à y x2
2 > 0 ou x2 = 0. Je vous laisse

calculer la probabilité.
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IMT PSI 2022 (deux piles consécutifs) H
Enoncé 195 On lance une pièce donnant pile avec une probabilité 2

3 . On note X le nombre de lancers

nécessaires pour obtenir deux piles consécutifs. On pose an = P (X = n)

1 ) Calculez a1 et a2.

2 ) A l’aide des formules de probabilités totales, montrez an = 1
3 an−1 + 2

9 an−2.

3 ) Montrez que le jeu se termine presque sûrement.

4 ) L’espérance de X est-elle finie ? Si oui, la calculer.

1 ) Evidemment P (X = 1) = 0 = a1 et en notant usuellement An l’événement « obtenir pile au n-ième lancer », on

a (X = 2) = A1 ∩ A2 puis, par indépendance des lancers, a2 = P (X = 2) = P (A1)×P (A2) = 2
3 × 2

3 = 4
9 .

2 ) Pour raisonner correctement, on utilise le système complet d’événements (A1, A1 ∩ A2, A1 ∩ A2) : l’incompati-

bilité est immédiate (vu les contraires) et :

A1 ∪ (A1 ∩ A2)∪ (A1 ∩ A2) = A1 ∪
(

A1 ∩ (A2 ∪ A2)
)= A1 ∪ (A1 ∩Ω) = A1 ∪ A1 =Ω

On applique alors la formule des probabilités totales à (X = n) (en supposant n ≥ 3) :

an = P (X = n) = P
(
(X = n)|A1

)︸ ︷︷ ︸
an−1

P (A1)︸ ︷︷ ︸
1
3

+P
(
(X = n)|A1 ∩ A2

)︸ ︷︷ ︸
an−2

P (A1 ∩ A2)︸ ︷︷ ︸
2
3× 1

3

+P
(
(X = n)|A1 ∩ A2

)︸ ︷︷ ︸
0

P (A1 ∩ A2)︸ ︷︷ ︸
2
3× 2

3

Expliquons un peu ces probabilités :

• On a P
(
(X = n)|A1 ∩ A2

) = 0 car lors de ces n lancers on a obtenu pile au 1er et 2ième lancer donc on a

obtenu 2 piles consécutifs à l’étape 2 et donc impossibilité que ce soit à l’étape n ≥ 3.

• P
(
(X = n)|A1

)= an−1 car ayant obtenu un face au premier tirage, la probabilité d’avoir 2 piles consécutifs du

2e tirage au n-ième tirage est la même que celle partant du 1er tirage au n−1-ième tirage (par indépendance

et répétition des expériences).

• Comme pour le précédent, P
(
(X = n)|A1 ∩ A2

) = an−2 car ayant obtenu face au 2ième tirage, la probabilité

de d’obtenir 2 piles consécutifs entre le 3ième tirage et le n-ième tirage est la même que celle entre le 1er

tirage et le n −2-ième tirage, qui par définition est an−2.

3 ) Le jeu se termine presque sûrement ssi P
( +∞⋃

n=2
(X = n)

)
= 1 (je vous laisse y réfléchir).

On va évidemment avoir besoin de calculer P (X = n) = an qui est une suite récurrente d’ordre 2. L’équation carac-

téristique est X 2 − 1
3 X − 2

9 qui a pour racines −1
3 et 2

3 . On sait alors an =α(− 1
3

)n +β(2
3

)n . On utilise les conditions

initiales a1 = 0 et a2 = 4
9 et on arrive à an = 4

3

(− 1
3

)n + 2
3

(2
3

)n (je ne vous mets pas les détails du système 2×2).

On applique la propriété de continuité croissante (les événements
⋃n

k=2(X = k) sont croissants) :

P
( +∞⋃

n=2
(X = n)

)
= lim

n→+∞P
( n⋃

k=2
(X = k)

)
= lim

n→+∞
n∑

k=2
P (X = k) = lim

n→+∞
n∑

k=2

4

3

(− 1

3

)k + 2

3

(2

3

)k

= lim
n→+∞

4

3
(−1

3
)2 1− (−1

3 )n−1

1− (−1
3 )

+ 2

3
(

2

3
)2 1− ( 2

3 )n−1

1− ( 2
3 )

= 4

3

1

9

1
4
3

+ 2

3

4

9

1
1
3

= 1

4 ) L’espérance de X est finie ssi la famille
(
n

(
4
3

(− 1
3

)n + 2
3

(2
3

)n
) )

n≥1
est sommable, et, comme c’est une suite,
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ceci équivaut à la série absolument convergente. On l’a immédiatement en appliquant le critère d’Alembert, plus

simplement à l’équivalent (de la valeur absolue) qui est n
(2

3

)n+1.

On calcule ensuite :

E(X ) =
+∞∑
n=1

n
(4

3

(− 1

3

)n + 2

3

(2

3

)n
)
= 4

3

+∞∑
n=1

n
(− 1

3

)n + 2

3

+∞∑
n=1

n
(2

3

)n = 4

3

−1
3(

1− (−1
3 )

)2 + 2

3

2
3(

1− 2
3

)2 = 15
′

On a utilisé
∑+∞

n=1 nxn = x
(1−x)2 , pour x ∈ ]−1,1

[
, par une dérivation terme à terme d’une série entière sur

]−1,1
[

car son rayon est R = 1 :

∀x ∈ ] −1,1
[

,
+∞∑
n=1

nxn = x
+∞∑
n=1

(xn)′ = x
( +∞∑

n=1
xn

)′ = x
( 1

1−x
−1

)
= x

(1−x)2

CCINP PSI 2022 (couple de vas) H
Enoncé 198

Soient p, q ∈ [0,1] tq p +q = 1. X ,Y sont des vas réelles tq X (Ω) = �
0; n

�
,Y (Ω) = �

1; n
�

et

∀ ( j ,k) ∈ �
0; n

� ×�
1; n

�
,P

(
(X = j )∩ (Y = k)

)= (
n

k

)
pk qn−k si k = j et j ̸= 0, = qn

n
si j = 0, et = 0 si k ̸= j et j ̸= 0

1 ) Lois marginales de X et Y ? Que vaut E(Y ) ?

2 ) Les vas X et Y sont-elles indépendantes?

3 ) Donnez la loi conditionnelle de Y sachant X = j

1 )
(
(Y = k)

)
1≤k≤n est un système complet d’événements. On applique la formule des probabilités totales pour

calculer la loi marginale de X . Attention ! au cas particulier de j = 0 :

∀1 ≤ j ≤ n, P (X = j ) =
n∑

k=1
P

(
(X = j )∩ (Y = k)

)= P
(
(X = j )∩ (Y = j )

)= (
n

j

)
p j qn− j

P (X = 0) =
n∑

k=1
P

(
(X = 0)∩ (Y = k)

)= n∑
k=1

qn

n
= qn

On remarque qu’on a quand même qn = (n
0

)
p0qn−0. On reconnaît la loi binomiale de paramètre (n, p)

∀1 ≤ k ≤ n, P (Y = k) =
n∑

j=0
P

(
(X = j )∩ (Y = k)

)= P
(
(X = k)∩ (Y = k)

)+P
(
(X = 0)∩ (Y = k)

)= (
n

k

)
pk qn−k + qn

n

E(Y ) =
n∑

k=1
k

(
n

k

)
pk qn−k +k

qn

n
=

n∑
k=0

k

(
n

k

)
pk qn−k + qn

n

n∑
k=1

k
(1)︷︸︸︷= np + qn

n

n(n +1)

2

• (1) On a reconnu dans la première somme l’espérance d’une variable binomiale de paramètres (n, p).

2 ) Les vas X et Y ne sont pas indépendantes car P (X = 1,Y = 2) = 0 ̸= P (X = 1)P (Y = 2)

3 ) ∀1 ≤ j ≤ n, P
(
(Y = k)|(X = j )

)= P ((X = j )∩ (Y = k))

P (X = j )
= δk j

(n
k

)
pk qn−k(n

j
)

p j qn− j
= δk j

P
(
(Y = k)|(X = 0)

)= P ((X = 0)∩ (Y = k))

P (X = 0)
=

qn

n

qn = 1

n

58



CCINP PSI 2022þ (première apparition de pile-face) H
Enoncé 205 On cherche à savoir le nombre de lancers indépendants d’une pièce pour effectuer une sé-

quence "pile-face". Y est la variable aléatoire qui représente la première apparition de pile et X la variable aléa-

toire qui représente le nombre de lancers nécessaires pour obtenir la séquence pile-face.

1 ) Déterminer la loi conjointe a (X ,Y )

2 ) En déduire la loi de X

3 ) Calculer E(X )

1 ) Pour tous n,k ∈N∗, si n ≥ k, l’événement (X = k)∩ (Y = n) est impossible d’où de probabilité nulle. On note p

la probabilité d’obtenir pile (l’énoncé ne parle pas de pièce équilibrée).

∀1 ≤ n < k, P
(

(X = k)∩ (Y = n)
)= P

(
(X = k) | (Y = n)

)×P (Y = n)

(1)︷︸︸︷= P
(

(X = k) | (Y = n)
)× (1−p)n−1p

(2)︷︸︸︷= pk−n−1(1−p) (1−p)n−1p

= pk−n (1−p)n

• (1) Y suit immédiatement une loi géométrique de paramètre p.

• (2) Sachant qu’on a obtenu pile à l’étape n et, pour la première fois, pile-face à l’étape k, cela signifie qu’on

a obtenu que des piles de l’étape n +1 à l’étape k −1 inclus et face à l’étape k (je vous laisse y réfléchir).

2 ) On a X (Ω) = �
2; +∞�

et la formule des probabilités totales et le système complet d’événements
(
(Y = n)

)
n≥1 :

∀k ≥ 2, P (X = k) =
+∞∑
n=1

P
(
(X = k)∩ (Y = n)

)= k−1∑
n=1

pk−n (1−p)n = pk
k−1∑
n=1

(1−p

p

)n

=


pk 1−p

p

1− (1−p
p

)k−1

1− 1−p
p

= p(1−p)

2p −1

(
pk−1 − (1−p)k−1) si p ̸= 1

2

(k −1)pk = (k −1)
1

2k
si p = 1

2

On a distingué 2 cas selon que la raison vaut 1 ou pas : 1−p
p = 1 ⇐⇒ p = 1

2

3 ) L’espérance existe car la famille
(
kP (X = k)

)
k≥2 est sommable car la série est absolument convergente : c’est

une combinaison linéaire de séries de terme du type kxk qui convergent absolument d’après d’Alembert (|x| < 1).

Si p ̸= 1

2
, E(X ) =

+∞∑
k=2

kP (X = k) =
+∞∑
k=2

k
p(1−p)

2p −1

(
pk−1 − (1−p)k−1)= p(1−p)

2p −1

( +∞∑
k=2

kpk−1 −
+∞∑
k=2

k(1−p)k−1
)

(1)︷︸︸︷= p(1−p)

2p −1

( 1

(1−p)2 −1− 1

(1− (1−p))2 +1
)
= p(1−p)

2p −1

2p −1

(1−p)2p2 = 1

p(1−p)

• (1) On calcule la somme de la série entière de rayon R = 1, dérivable terme à terme sur
] −1,1

[
:

∀x ∈ ] −1,1
[

,
+∞∑
n=2

nxn−1 =
+∞∑
n=2

(xn)′ =
( +∞∑

n=2
xn

)′ = ( 1

1−x
−1−x

)′ = 1

(1−x)2 −1

Le cas de la pièce équilibrée (p = 1
2 ) est laissé au lecteur et d’ailleurs on trouve le même résultat ce qui n’est

59



pas étonnant et résulte de la continuité par rapport à p. On calcule, par exemple pour une pièce équilibrée, une

espérance de 4, résultat assez intuitif : 4 lancers de moyenne pour avoir un pile-face.

Mines-Ponts PSI 2022 (probabilité d’être un dérangement) H
Enoncé 210 Notons, pour n ∈N∗, Dn le nombre de permutations de

�
1; n

�
sans point fixe et pn la probabilité

qu’une permutation de
�

1; n
�

choisie au hasard soit sans point fixe. Par convention, p0 = 1.

1 ) Montrez, pour n ∈N,
∑n

k=0
pk

(n−k)! = 1

2 ) En déduire que, pour x ∈ ] −1,1
[

,
∑+∞

n=0 pn xn = e−x

1−x

3 ) Montrez pn −→ 1
e

1 ) Les permutations sans point fixe s’appellent dérangements. On note Dn le nombre de dérangements des

permutations de
�

1; n
�

(et même d’un ensemble quelconque de cardinal n) et Ak l’ensemble des permutations

à exactement k points fixes, pour 0 ≤ k ≤ n. On a immédiatement A0 = Dn , An = {
Id

}
et cette famille forme une

partition de Sn (ensemble de toutes les permutations de
�

1; n
�

cardinal n!). Dénombrer Ak équivaut à choisir k

entiers parmi
�

1; n
�

et de n’avoir aucun point fixe parmi les permutations des n −k entiers restants, d’où :

n! = Card(Sn) =
n∑

k=0
Card(Ak ) =

n∑
k=0

(
n

k

)
Dn−k =

n∑
k=0

(
n

n −k

)
Dk =⇒ 1 =

n∑
k=0

1

(n −k)!

Dk

k !
=

n∑
k=0

1

(n −k)!
pk

2 ) En notant S(x) la somme de la série entière de
∑+∞

n=0 pn xn de rayon R, on reconnaît en la somme précédente le

terme du produit de Cauchy de la série entière
∑+∞

n=0
1
n! xn (de rayon R =+∞) et

∑+∞
n=0 pn xn , égal à la série entière∑+∞

n=0 1xn de rayon 1. Il vient alors, par théorème 1 ≥ inf(R,+∞) = R, et :

∀x ∈ ] −R,R
[

,
+∞∑
n=0

pn xn ×
+∞∑
n=0

xn

n!
=

+∞∑
n=0

xn = 1

1−x
=⇒

+∞∑
n=0

pn xn = e−x

1−x

En effectuant le produit (de Cauchy) de e−x par 1
1−x , on trouve R ≥ inf(1,+∞) = 1, soit R = 1.

3 ) On applique la formule de Leibniz :

pn = 1

n!

( e−x

1−x

)(n) = 1

n!

n∑
k=0

(
n

k

) (
e−x)(k)(0)

( 1

1−x

)(n−k)
(0) =

n∑
k=0

1

k !(n −k)!
(−1)k e−0 (n −k)!

(1−0)n−k+1
=

n∑
k=0

(−1)k

k !
n→+∞−−−−−−→ e−1
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