Annales PSI 2021

Table des maTieres

I - Réduction : Diagonalisabilité / Eléments propres a étudier 3
6 - IMT PSI 2021 (endomorphisme de C3 a parametre) ¥Déraillé . . . . . ... ... ... ... ... ...... 3
10 - CCPPSI2021-2019 (matrice nxn) Déraillé . . . ... ... .. .. o 4
14 - CCINP PSI 2021 (racine carrée matrice3x3) Déraillé . . . . .. ... ... .. ... ... ... ....... 6
16 - CCP PSI 2021-2019 (diagonalisation matrice par blocs) ¥ &1 Déraillé . . . . ... ... ... .. ...... 8
18 - CCINP PSI 2021 (endomorphisme de matrices) ¥Déraillé . . .. ... ... ... ... .. ... ....... 10
19 - CCINP PSI 2021 (dilatation-transvection) Dévailllé . . . . . . . . . . ... ... ... . ... . ... .... 11
21 - CCP PSI2021-2016 (endomorphisme de polynomes) Dévaillé . . . . .. ... ................ 12
22 - CCP PSI 2021-2019 (diagonalisabilité endomorphisme) Déraillé . . . ... ... ............... 13
II-Réduction : Autres 14
25 - CCINP PSI 2021 (espaces stables d'une matrice3x3) Déraillé . . ... ... ... ............... 14
28 - CCINP PSI 2021 (matrices sans valeur propre commune) % Déraillé . .. ... ......... ... .. 16
32 - CCINP PSI 2021 (polynome annulateur d'un endomorphisme de R%) Déraillé . . ... ... ... ... .. 17
36 - Mines-Telecom PSI 2021 Mines-Ponts PSI 2017-2013 (morphisme de polynomes) Déraillé . . . . . . . .. 19
37 - CCPPSI2021-2019 (matrice X 'X) ¥Déraillé . . . . ... ... .. .. . L 21
40 - CCP PSI2021 (polynome annulateur) Déraillé . . . . .. ... ... ... ... ... ... ... . .... 22
41 - CCP PSI 2021 (equation matricielle avec transposée) Déraillé <1 . . . . ... ... ....... ... .. 23
II1 Algébre Linéaire 24
46 - CCINP PSI 2021 (matrices dans bases adaptées a noyau et image) ¥ Déraillé . . . ... ... ... ... .. 24
IV-Algeébre Euclidienne 26
57 - CCP PSI 2021-2015-2014 - Mines PSI 2011 - CCP PC 2009 (matrice normale nilpotente) Déraillé . . . .. .. 26
69 - CCPPSI2021-2019-2018 (distanceaunsev) Dévaillé . . . ... ... ... .. ... ... .. ..... 27
71 - CCP PSI2021-2016 (produit scalaire) Déraillé . . . ... ... ... ... ... ... ... ... ........ 29
77 - CCPPSI 2021 (infintégrale) Dévaillé . . . . . . .. ... .. .. . ... . . ... 30
V-Séries : Convergence, Calcul de Sommes et de Rayons de Convergence 31
92 - CCP PSI2021-2017-2011 (série a terme intégral) Dévaillé . . . .. ... ... ... ............... 31
96 - CCP PSI 2021-2019 (suite récurrente et série) Dérailllé . . . . . . . .. . ... ... ... . ... ... ... 33
VI Séries et Suites de Fonctions 34
101 - CCINP PSI 2021 (calcul intégrale par développement en série) ¥Déraillé . . . . ... ... .. ... ... 34
104 - CCINP PSI 2021 (limite suite intégrale) Déraillé . . . . ... ... ... ... ... ... ... ..... 36
107 - CCP PSI2021-2019 (étude série de fonctions) Dévaillé . . . . . .. . .. .. ... ... ... . ... .... 37
108 - Mines-Telecom PSI 2021 (série de fonctions) ¥Déraillé . . . . ... ...... ... ... ... ....... 39
111 - CCP PSI 2021 - IMT MP 2017(développement d’'une intégrale en série) Déraillé . . . . ... ... ... .. 40
114 - CCINP PSI 2021 (suite de fonctions) Déraillé . . .. . ... ... ... ... .. .. .. ... ..., 42
ViIntégrales 43
118 - CCPINP PSI 2021 (intégrale a parametre) Déraillé . . . . . .. ... ...... ... .. ... ....... 43
123 - CCINP PSI 2021 (intégrale a parametre) Déraillé . . . . ... ... ... ... ... ... .......... 45
126 - CCINP PSI 2021 (équation fonctionnelle intégrale) ¥ &1 Déraillé . . ... ... ... ... ........ 46
128 - CCINP PSI 2021 (fonction-intégrale de labornesup) Déraillé . . . ... ................... 48
131 - CCP PSI2021-2019 - CCP PC 2017(calcul intégrale de Dirichlet) LivRe Laplace Déraillé ... ... .. 49
134 - CCP PSI 2021 (équivalent suite-intégrale) Déraillé . . . ... ... .... ... ... ... .. ....... 51
136 - CCP PSI2021 - CCP MPBQ 2021(fonctionT) Déraillé . . . .. .. .. ... ... .. ... ... ... ... 52
VIIEspaces Vectoriels normés 54
142 - CCINP PSI 2021 (normes équivalentes sur espaces de fonctions) Déraillé . . . . ... ... .. ...... 54
146 - CCP PSI 2021 (limite suite endomorphismes) Déraillé . . . . . .. ... ... ... ... ... ...... 55



Mise a jour du 4 septembre 2022 Table des matiéres

IX-Analyse : Autres 56
154 - CCINP PSI 2021 (équation différentielle linéaired’ordre2) . . . . . . . .. .. ... ... ... ... .... 56
165 - CCINP PSI 2021 (trigonalisation et systeme différentiel) Déraillé . . . . ... ... ... .......... 58

X -Probabilités 59
169 - CCINP PSI2021 (lancementdé) Déraillé . . . ... ... ... ... .. ... ... ... .. ... .... 59
171 - CCINP PSI 2021 (premier succes jetons distincts) Déraillé . . . . . ... ... ... ............ 60
173 - CCINP PSI 2021 CCPBQ MP 2021-2015 (appels téléphoniques) ¥ . . . . . . . . . . .. ... .. 62
179 - CCP PSI2021-2019-2018 (variable aléatoire Z=X+Y +1) Dévaillé . ... ... ... ... ... .... 64
188 - CCINP PSI 2021 (tirage nombre pair de boulesdansuneurne) . . ... ... .. ... ... ... ...... 66
190 - CCP PSI 2021 (probabilité matrice 2 x 2 diagonalisable) Déraillé . . ... ... ... ............ 67
192 - CCP PSI 2021-2018-2017 (suite de fonctions de répartition) &1 Déraillé . . . ... ... ... .. ..... 68

Annales PSI 2021 -2 - Benoit Caritey bcaritey@free.fr Lycée Chrestien de Troyes.



Mise a jour du 4 septembre 2022 I- Réduction : Diagonalisabilité / Eléments propres a étudier

I — Réducrion : Diagonalisabilité / ELéEments propres A érudier

IMT PSI 2021 (endomorphisme de C® a parametre) § Déraillé
Enoncé &6  Soient E un C-ev de dimension 3, (e}, ez, e3) une base de E. Pour a € C, soit f, € ZL(E) tq fa(e1) =
fales) = ae; + ey — aes et f(ez) =0.
1) Donnez une base de 'image et du noyau de f;.
2) Donnez la matrice de f,; dans la base (e, e2, €3).
3 ) Calculez A%. Qu'en déduire?

4) Quelles sont les valeurs propres de f, ? Cet endomorphisme est-il inversible ? diagonalisable?

RMS 132-1131

1) Méthode 1 :
Malgré la question 2, il est quand méme plus simple d’écrire d’abord la matrice A représentant f; dans la base

& = (e1,e2,e3) quiestdonc:

a 0 a
A=]11 0 1
—a 0 -a

On en tire immédiatement Im A = Vect(C;, Cy, C3) = Vect(Cy) = Vect((a,1,—a)). Attention! a bien revenir au
morphisme via la base : Im f, = Vect(ae; + 1e, — aes).

Le noyau de A s’obtient par le systeme associé qui, comme les 3 lignes sont colinéaires (rang 1) est équivalent a
x + z =0 (ligne 2). Ceci peut répondre a la question sauf quand on demande une base comme ici ... On a donc
Ker A = Vect((1,0,—1),(0,1,0)). Attention aussi a ne pas oublier de revenir au morphisme : Ker f, = Vect(e; —

€3, e2) .
Remarque : On peut remarquer que e; € Ker f, était visible puisque la colonne 2 est nulle.

Méthode 2 :

I est néanmoins plus élégant et sans doute mieux noté de raisonner sur I'image et le noyau sans passer par la
matrice. Ona Im f,; = Vect (fu(el),fa(ez),fa(eg)), c’est du cours! Et par suite, Im f,; = Vect(ae; + e, — aes). Pour le
noyau c’est peut-étre un peu plus dur. on peut remarquer que f,(e2) = 0 mais surtout ne pas en conclure (erreur
de raisonnement!) que Ker f, = {ez}. On peut seulement en déduire I'inclusion : Vect(e;) < Ker f,. On s’aide
alors du théoreme du rang qui amene dim Ker f;; = 2. Il en manque 1 (indépendant); La de 2 choses l'une : ou
vous remarquez f4(e1) = fa(e3) donc f,(e; —e3) =0, soit Vect (ey, e; — e3) < Ker f, puis I'égalité par les dimensions

ou vous ne le remarquez pas. Dans ce cas il faut écrire le systeme en écrivant d’abord la matrice comme plus haut

%) On calcule immédiatement A% = 0 donc le polynéme X? est annulateur. A est nilpotente. On sait aussi Sp f,, ©

{0}. Attention a ne pas dire égal! Ce n’est pas le polynome caractéristique.

4) Comme on est dans C et que le spectre n’est pas vide, on a nécessairement Sp f, = {0}. 0 étant valeur propre,
fa n'est pas inversible (ou pas bijective ou pas un automorphisme, tout ceci est pareil). f, n’est pas diagonalisable

car 0 étant la seule valeur propre, f, n'est diagonalisable que ssi f; = 0.1d, ou A =0 ce qui n’est point.

Je vous réécris la démo pour une matrice dans le sens non trivial : si A a une seule valeur propre « (en raisonnant
bien dans C), on peut écrire A = P Diag(a,..., a)Pl=PalPl=aPP =qal.

Annales PSI 2021 -3 - Benoit Caritey bcaritey@free.fr Lycée Chrestien de Troyes.



Mise a jour du 4 septembre 2022 I- Réduction : Diagonalisabilité / Eléments propres a étudier

CCP PSI 2021-2019 (matrice n x n) Déraillé
Enonceé 10
Soit n >3 et A€ ./, (R) définie par a;; = jpour 1< j<n, a; =ipourl<i=<netdesO0ailleurs.
1) Quel estle rang de A? dim Ker A?
2) Aest-elle diagonalisable? Que dire de la multiplicité de la vp nulle?
% ) Montrez que Sp A={0,A,1—-A} avec A > 1.
4 ) Donnez un polynéme de degré 3 annulateur de A.

RMS 132-1139 BEOS 6183 Quentin Haenn2019 ODLT 26-199

1 n
0

1) On écrit la matrice pour la voir! A=
n 0 ... 0

On a immédiatement Cs,...,C, colinéaire entre elles et C; indépendante, soit rg A = 2. Par le théoreme du rang,
dim Ker A = n—2 La multiplicité de 0 vérifie 1£(0) = n—2. Les 2 « autres » valeurs propres vérifient A+ y+0+---+0=
tr(A) =1

2) Aestsymétrique réelle! donc (0) =dim KerA=n-2

%) Onadéjavupu=1-A.Reste A >1 ou plutdt'une des deux > 1 ou l'autre < 0.

Meéthode 1 usuelle : On calcule le polyn6me caractéristique mais c’est un déterminant n x n!

A-1 -2 -3 ... -n 2 A 0 .. 0
-2 A 0...0(1) -3 0 A
Dn=|-3 0 A T (EDPAD + (D= | e
0 :
-n 0 0 -n 0 0
(2)
oA Dy + (D" x (D (=mA2) = ADy_y - n2A"2
(3)
oA (ADps - (n—-1)2A"3) —n?A" 2 = A2 D,y — (R + (n—1)?)A" 2
(4)
~—

= = A"Dy — (PP + (n—-1)% +---+3%)A 2

¢ (1) Développement par rapport a la colonne C,,.
* (2) Développement par rapport aloa logne L,,_; de la 2¢ matrice de taille n— 1.
*(3) On applique la récurrence un 2¢ fois.

*(4) On continue a appliquer la récurrence jusqu’au dernier. Il est plus raisonnable de s’arréter a la taille 2,
soit D3 = Dy — 322

On calcule D, = A% — A — 22 et finalement | D,, = A" 2(A* =1 - )_ k?)
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Méthode 2 : calcul du déterminant n x n plus subtil :

A-1 -2 -3 ... -n C -2 -3 ... -n
-2 A 0 .. 0 0 A 0 ... 0
1
-3 0 A =—(0 0 A
A
0 : 0
-n 0 0 0 0 0

On a effectué C; — AC1+2C,+3C3+---+nCpetonaC=A(A-1)— Z:z k2.
Onremarque P=-Y7 | k? < 0 donc I'une des valeurs propres (noté p) est < 0, doncl'autre A = 1 —p > 1.

Méthode 3 Plus sophistiquée :
On applique le cours : pour tout endomorphisme a’ induit, y . / ¥4 (@ endomorphisme canoniquement associé a
A). I1suffit de trouver le bon espace stable de dimension 2 qui va juste nous donner ce polynéme de degré 2...
Onprend U =(0,2,3,...,n) et V =(1,0,...,0) :
AU = ( i k%,0,...,0) = (i BV AV=(1,2,...m=U+V
k=2 k=2
Soit a’ 'endomoprhisme induit sur le plan stable Vect (U, V) dans la base Vect (U, V) a pour matrice

0 1 1
Al:( ) XA,:AZ_A_ZICZ

i, k1 k=2

On termine : les 2 valeurs propres restantes annulent x> — x — Y, k?. 1l est maladroit de cacluler les racines :

somme et produit: S=1>0etP=-3%]_, k? < 0 donc une racine négative!

4) On applique son cours : A est diagonalisable et SpA = {0,A,1— A} donc A annule X(X - )(X -1+ A1) =
X(X*-X-Y1_, k).
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CCINP PSI 2021 (racine carrée matrice3 x 3) Deraillé

3 2 -3
Enoncé 14  Soit A=|-1 5 -2
-1 3 0

1) La matrice A est-elle diagonalisable? Déterminez ses éléments propres.
2) Trouvez une matrice B € /3 (R) telle que B2 = A.
% ) Les matrices B € /3 (R) telles que B? = A sont-elles diagonalisables?

RMS 132-1134

1) Comme A n'est pas symétrique réelle, la seule méthode est de commencer par cacluler le polynéme caracté-

ristique :
A-3 -2 3
xaD) =detQld-A)=| 1 A-5 2|=--=23-8A2+201-16=(1-2)(A*-6A+8)
1 -3 A

On a remarqué 2 racine évidente puis S = 6 et P = 8 : 2et 4 conviennent (on peut aussi calculer le discriminant).
Finalement y4(A) = (A — 2)2(1—4). Les valeurs propres sont 2 et 4. On sait alors A est diagonalisable ssi dim E(2) =
dim Ker (2Id — A) = 2 (inutile de vérifier dim E(4) = 1 qui est toujours vrai, car la multiplicité est 1, c’est du cours).
On peut résoudre le systéme mais il est plus adroit de raisonner par le rang. A est diagonalisable ssi rg(21d — A) =

3-2=1, ce qui en général « se voit»...

-1 -2 3
2ld-A=|1 -3 2
1 -3 2

C, n’est pas colinéaire a C; donc le rang est = 2. A n'est pas diagonalisable. (Le rang est donc nécessairement 2, je

vous laisse y réfléchir, sans calcul).

Espace propre associé a 4 :

X x—-2y+3z = = -z
y|€E4) < X—y+2z = — = z
z x—-3y+2z = z = z

Soit E(4) = Ker(41d — A) = Vect(1,1,1)

Espace propre associé a 2 :

Ici, on prend une autre méthode, possible dans certains cas si on a une « bonne vue», un peu plus « élégante». On
remarque que, dans 21d — A, C; + C, = —Cs, soit C; + C2 + C3 =0, soit (1,1,1) € Ker (2Id — A). Comme on a déja vu
que la dimension de 'espace propre était 1, on aI'égalité : E(2) = Ker(2Id — A) = Vect(1,1,1).

Remarque : Je rappelle que la i¢ colonne d’'une matrice A (associée a a) « correspond » a a(e;) (aux coordonnées

de, en fait). Donc, si une combinaison linéaire de colonnes vaut 0, cette « combinaison » est dans le noyau.

2) Ils’agit de trouver une racine-carrée de A.Je rappelle qu’il n'y a pas toujours de racines-carrées d’'une matrice
et qu’il n'y a aucune raison pour qu’il n’y en ait que 2. Il peut y en avoir des dizaines, voire une infinité. .. Préter

attention aussi si on vous demande de trouver foutes les racines carrées. C’est plus dur.

La méthode générale est de diagonaliser, puis de chercher une racine carrée de la matrice diagonale, ce qui est
facile, si les coefficients diagonaux sont positifs! (je vous laisse y réfléchir). Ici, cela ne fonctionne pas, on est
contraint de trigonaliser. Je rappelle qu’il est aisé de trigonaliser, quand on a « un défaut » de un vecteur propre, ce

qui est le cas ici, on calcule n — 1 vecteurs propres (indépendants) et on complete en une base par n'importe quel
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vecteur (indépendant tout de méme). La matrice (de 'endomorphisme canoniquement associé) aura alors cette

forme:
A 0 ... 0 *
0 A, . : *
0
Apo1  *
0o ... ... 0 *

Ici, on prend e; = (—1,1,1), e2 = (1,1,1). On peut compléter par e3 = (0,0, 1). Reste a calculer les *. On a Ae3 = C3 =
(3,—2,0) mais ce ne sont pas les coordonnées dans la base (e, ez, e3). On résout (-3,-2,0) = ae; + fer + ves. Je
vous laisse réfléchir au fait que y (le * sur la diagonale) est nécessairement la valeur propre 2 :

-3 = -—a+pf a = %
-2 = a+f =4 p = -3
0 = a+p+2 Yy = 2
On peut donc alors écrire, sans calcul, avec P la matrice de passage vers la nouvelle base :
-1 10 40 3
P=[1 1 of| P'AP=T=[0 2 -3
1 1 1 0 0 2

On va alors chercher une racine carrée de T sous une forme indéterminée, mais cela compte neuf coefficients!
11 est plus malin de remarquer qu’une racine carrée de T, U? = T commute avec T : UT = TU = U°. En effet, cela
va donner a un systéme linéaire, sans carré qui complique beaucoup le systéme. Puisqu’'on ne demande qu’'une

racine carrée, on cherche U triangulaire! (une différence avec chercher toutes les racines carrées)

a b c 4a 2b %4-3b+2c da 4b Ac+i
U=|0 e f| UT=|0 2e -3e+2f | TU=|0 2e 2f-3i
0 h i 0 0 2i 0 0  2i

UT = TU amene b = 0 (coefficient (2,1)), e =i (coefficient (2,3)). On ne considere pas le coefficient (3,1) qui va

compliquer le carré (encore une différence avec chercher toutes les racines carrées) :
2

a 0 c a® 0 ac+ce 40%
U=[0 e f| =[0 €& 2ef [=[0 2 -3
0 0 e 0 0 e? 00 2

5
On prend, parexemple,a=2,e=V2, f=-=V2, ¢

1
= ——— . Uneracine carrée de A (le B de1’énoncé) est alors
8 22+V?2)

PUPL.

3 ) Si une matrice est diagonalisable, son carré est diagonalisable : en effet B = PDP~! améne B> = PD?P™!

avecD? diagonale. Donc, ici, si B était diagonalisable, A = B2 le serait. Absurde!
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CCP PSI 2021-2019 (diagonalisation matrice par blocs) ¥ &1 Déraillé

0 A
I, 0

1) Exprimez le rang de B en fonction de celui de A.

ENoNcé 16  Soient Ae 4, (C) et B=

2) Trouvez une relation entre yp et y 4. En déduire le spectre de B en fonction de celui de A.

%) Si A inversible et posséde n vp distinctes, B est-il diagonalisable?

4) 2019 : Déterminez les dimensions des espaces propres de B en fonction de celles des espaces propres de A.
? ) Discutez de la diagonalisabilité de B si A non inversible.

6 ) 2019 : Montrez B est diagonalisable ssi A est diagonalisable et inversible.

Nicolas Blandin2021 RMS 132-1142 130-1214

1) On a rgB = rg A+ n. Montrons-le proprement, notons Cy,...,Cy, € C2?" les colonnes de B et ¢y,...,c, € C"

celles de A (Attention! elles ne sont pas dans le méme ev). On note (¢1,...,€2,) la base canonique de cn

g B = dim Vect (Cy, ..., Cz,) = dim (Vect (Cy, ..., Cp) + Vect (Cpy1, ..., Con))

1) 2)
=" dim(Vect(Cy,...,Cpn) ® Vect(Cpy1,...,Con)) "= dim Vect(€p+1,...,€24] + dim (Vect(Cpy1, ..., Con))

3)
=" n + dim(Vect(cy,...,cp)) = n+1gA

* (1) Lasomme desdeuxevestdirecte puisque C; = €,,4+; pour 1 <i < n, soit Vect(Cy,...,Cy) = Vect(€+1,---,€2n)

et Vect(Cy41,...,Copn) < Vect(ey,...,€5). Tout ceci « a cause des 0 décalés ». Je vous laisse y réfléchir
¢ (2) Dimension d'une somme directe est la somme des dimensions
*(3) Lafamille (¢541,-...,€25) estlibre et pour justifier proprement |’autre afirmation, qui se comprend bien

a cause des 0, on peut utiliser 'application ¢ : (x1,...,x5,0,...,0) — (x1,..., X,) qui est clairement un iso-

morphisme donc conserve les dimensions

Remarque : Par le (double) théoréme du rang (appliqué a B et C*" d’une part et A et C"* d’autre part), on obtient
dim Ker B = dim Ker A. Je vous laisse y réfléchir.

In

2) yp(A) =det(AL,—B) = ‘ . Le plus simple (si on peut dire!) est de penser a faire ce produit par blocs :

n n
AL, —A\(AL, 0) (A*I,-A -A
I, AL\, I, | o Al

On passe alors au déterminant,en se rappelant que le déterminant d'une matrice triangulaire par blocs est le

produit des déterminants diagonaux. On obtient : yp(A) x " = det(A%I,, — A)A", soit finalement YD) =y A(A%).

Remarque :11y a un théoréme (hors programme) qui dit que siles matrices nx n A, B,C, D commutent 2 a 2, alors

A B
det =det(AD - BQC)
C D

On en déduit que le spectre de B est 'ensemble des racines carrées de celles de A. Cela en fait bien 2 fois plus,
puisqu’on est dans C et qu’il y a toujours deux racines carrées. Attention! au cas de 0 qui a une racine carrée
«double»

%) Si Aestinversible et ses n vp sont distinctes, alors les 27 racines carrées sont toutes distinctes (puisqu’il n’y a

pas 0!), donc B est diagonalisable.
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4)

7 ) Si Aestnoninversible, 0 est vp de A. Notons m = 1 sa multiplicité. Alors 0 est vp de B avec la multiplicité de 2m
(le nombre de racines carrées). Or on a vu dim Eg(0) = dim Ker B = dim Ker A = dim E 4(0). Comme dim Ker A < m,

il suit dim Ker B < m < 2m. B n’est pas diagonalisable.
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CCINP PSI 2021 (endomorphisme de matrices) § Déraillé
Enoncé 18  Soita,beRet E= .#,(R).Onpose VM € E, u(M) = aM + b*M.
1) Montrez que u est un endomorphisme.
2 ) Montrez que u est diagonalisable et déterminez ses valeurs propres.
%) Calculez tru et detu.

BEOS 6066

1) Laissé au lecteur

2) Onremarque que u s'écrit u = ald + bt avec 7: M — 'M. Or les valeurs propres de ald + ¢ sont immédiate-
ment celles de ¢ augmentées de a et associées aux mémes espaces propres puisque @(x) = Ax < (ald +¢)(x) =
(a+ A)x. Par suite, T étant une symétrie puisque 72 = 1, on sait alors que ses valeurs propres sont -1 et 1, et que
E; (1) = % (R) et E;(—1) = A;. On en déduit que les valeurs propres de u sont a+ b, d’espace propre associé %, (R),
et a— b, d’espace propre associé Aj.

Meéthode 1 : #;,(R) est dimension @ et A, de dimension @ Pour montrer u diagonalisable,on peut consta-
ter dim Ey(a + b) + dim Ey[a— b) = 20 4 2021 = 2 = dim ,(R) .

Meéthode 2 (par un polynéme annulateur) : On calcule, en remarquant que Id et T commutent, pour appliquer

I'identité remarquable :
u? = a®1d + b*1* + 2abt = (d® + b)) 1d + 2a(u— ald) = (b — a®) 1d +2au

u annule le polynome X? —2aX — (b* - a®) = (X — (a+ b))(X — (a— b)), polyndme scindé a racines simples si
a+b#a—b < b#0.De toute facon, si b =0, u est diagonalisable puisque u = ald. On retrouve d’ailleurs aussi

les valeurs propres.

% ) Connaissant toutes les valeurs propres A et leurs multiplicités respectives p, il suffit d’appliquer les formules du
cours la trace est la somme des valeurs propres, soit la somme des uA et le déterminant le produit, soit le produit
des AH:

1 -1
=" ) %(u— b)y=n*a+nb  detu=(a+b)""V? (g-p"V2
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CCINP PSI 2021 (dilatation-transvection) DEeTaillé
Enoncé 19 .
Soitn=2etv=(vy,...,vy) Z0€ER" tq Z v; = 1. On définit, pour x € R", f(x) :x—(

i=1 i
1) Montrez f endomorphisme de R".

2) Soit ye R". Etablirye Imf < f(y) =y
%) Montrez Im f @ Ker f =R". Que peut-on en déduire?
4 ) Déterminez les espaces propres de f.

n
xi) V.
=1

Mathieu Dore 2021

1) endo estimmeédiat car f(x) € R”. Linéaire n’est peut-étre pas immédiat ... Soient x, y e R",a, e R:

n n n

flax+py)=(ax+py)+ ) (ax;+Py)v= a(x+ (> xi)v) +ﬁ(y+( > y,-)v) =af(x)+pfy)
i=1 i=1 i=1

2) On procede par double implication, en constatant f(v) =0.:

Siy = f(y), alors y € Im f. Immédiat si on a bien compris 'image.

Siye Imf,alorsy=f(2) =z+(X", z)v,puis f()) = f(@+ (X, z2)fw=f@) =y

Remarque : On vient de montrer Im f = Ker (Id — f) = E(1). Une projection vérifie cette propriété (c’est quasi du

cours) mais est-ce une projection ici?

%) Comme dim Im f +dim Ker f = n, il faut et il suffit de montrer Ker f n Im f = {0} pour montrer I'assertion de
I'énoncé, cad le noyau et 'image supplémentaires. Soit x € Ker f n Im f, alors f(x) =0 et f(x) = x d’apres Q2, soit

x=0.
En se servant de la remarque précédente, on a montré :
Ker f @ Ker(Id - f) =R" = E(0) ® E(1)

f estdonc diagonalisable de spectre Sp f = {0, 1 } Il annule donc P(X) = X(X —1). C’est donc une projection.

Question : est-ce une projection orthogonale?

4)
x€E(1l) = f(x)=x < X!, x; =0car v #0; Onareconnu I'équation d'un hyperplan (j'espere!)

Pa conséquent Ker f est une droite, et comme on a déja remarqué f(v) =0, il suit Ker f = Vect(v) = E(0).

Remarques

e En « généralisant » un peu : f(x) = x — (Z?Zl aixi) v (on suppose v # 0 et les a; non tous nuls), toutes ces
applications sont ce qu’'on appelle des dilatations-transvections. Regardez transvection sur Internet : cela

existe en « géographie». ..

* On constate que les vecteurs invariants, cad E(1), cad f(x) = x est donné par Z;’zl a;x; =0 quiest]’équation
d’un hyperplan H. Les dilatations-transvections sont les endomorphismes ou les invariants « forment » un
hyperplan. La transvection correspond au cas out Y7, @;v; =0, cad v € H et est non diagonalisable. Les
autres cas sont des dilatations qui sont diagonalisables avec 2 cas particuliers: .7 | a;v; =1 qui donne une
projection et le cas Y."" | a;v; = —2 qui donne une symétrie. On parle du rapport (du « coefficient ») de la
dilatation donné pardet f =1- Y, a;v; # 1.
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CCP PSI 2021-2016 (endomorphisme de polynomes) Déraillé
Enoncé 21 Soit 'endomorphisme de R, [X] défini par f(P)(X) = (X — a)P'(X) + P(X) — P(a).
1) Question absente en 2021 : Déterminer, dans la base canonique de R, [X], la matrice de I'endomorphisme f
2) Donnez noyau et image de f
% ) Donnez les éléments propres de f.

Camille Havard 2021 | Odlt 23-203

1) On calcule immédiatement
Vos<ks<n, f(X) =X -@kx* '+ xF-a* = (k+ D X* - akx*1 - a*

L3, il faut comprendre tout seul que c’est une matrice triangulaire puisque un polynéme de degré k s’écrit en
fonction des degrés inférieurs. On a méme foutes les valeurs propres qui sont les éléments diagonaux, soitles k+1
pour 1 < k < n et Attention! a k = 0 a part qui donne 0! On peut déja conclure f diagonalisable méme si ce n’était
pas demandé (vp toutes distinctes) et espaces propres tous des droites.

2) Méthode1:
On a fait la question Q1 ou on a pensé a écrire tout seul la matrice de f dans la base canonique (ce n’est pas une
idée originale : toujours penser a écrire une matrice : cela « peut » étre plus simple pour les calculs mais pas pour
les raisonnements). Peut-étre que I'’examinateur le demande apres... Dans ce cas, 0 est vp simple et f(1) = 0,donc
Ker (f) = Vect(1)

Analyse :

SiPe Kerf, (X—a)P'(X)=P(a)— P(X) (1). a annule P(a) — P(X) donc P(X) — P(a) = (X — a)Q(X). On dérive et
on trouve P'(X) = Q(X) + (X — @)Q'(X). En réinjectant dans (1), on trouve P'(X) = Q(X) donc (X — a)Q'(X) = 0 soit
Q'(X)=0et Q=cstequiamene P(X) =cX +d.

Réciproquement

fcX+d)=(X-a)c+cX+d—-ca—d=0 <= c=0.0k Méme résultat.

Le théoréeme du rang améne dim Im f = (n+ 1) — 1 = n, cad c’est un hyperplan de R,[X]. Si on remarque que
f(P)(a) =0, on en déduit Im f c {P, P(a) = 0} qui est un hyperplan puisque noyau de la forme linéaire non nulle
P — P(a). Pour des raisons de méme dimension, cette inclusion est alors une égalité.

%) Onadéjavulesvpsontles k+1pourl <k < net0.Cest plus dur sans la matrice. Il faudrait aussi faire une
analyse-synthese plus dure que le noyau.

Reste a trouver les vecteurs propres. En fait il suffit d’en trouver 1! associé a k + 1(on sait que ce sont des droites).
Allez, va falloir faire une analyse :

fPX)=(X- a)P'(X)+P(X)-P(a)=(k+1)P(X) = P(a) =0
Coup de Poker, on essaye (X — a)¥, cela éviterait 'analyse :
fX-af=X-akX -+ X-af = k+ )X - )"

Et oui! Ca marche... Je peux aller me coucher...
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CCP PSI 2021-2019 (diagonalisabilité endomorphisme) Déraillé
ENnoncé 22  Soient E un ev de dimension 7, [ une forme linéaire non nulle sur E et a # 0 € E. On posef : x €
E—l(a)x—l(x)a.
1) Montrez f endomorphisme de E.
2) Calculez f(a).
% ) Question absente en 2021 : Déterminez Ker (f) et calculez f(Ker/) .
4) Calculez les éléments propres. Lendomorphisme f est-il diagonalisable?
(Indication : on distinguera les cas [(a) =0et [(a) #0) (2019 : Indication absente)
7 ) On suppose /(a) = 0. Calculez fz, en déduire un polyndme annulateur de f. Retrouvez le résultat de Q4)

Antoine Michon 2021 RMS 130-1201

1) [ étant une forme linéaire, I(a) et I(x) sont des réels, [(a)x — I(x)a est bien un vecteur de E. La linéarité de f

résulte de la linéarité de I.

2) f(a)=0.0nen déduit Vect(a) c Ker f (ce n'était pas demandé...)

%) Question que n’'a pas eue Antoine, je ne détaille pas, on trouve Ker f = Vect(a) si /(a) # 0 sinon Ker f = Ker!
etsil(a) #0, f(Kerl) = Kerl etsinon f(Kerl) ={0}.
Comme / est une forme linéaire non nulle Ker!/ = H est un hyperplan.

4) La question Q3 aidait car elle nous donne la valeur propre 0 et 'espace propre associé qui est Ker f. On
procede par Analyse-Synthese.

Analyse :
Soit A vp de f, il existe x # 0 tel que f(x) = I(a)x — [(x)a = Ax soit (I(a) — 1) x = [(x) a, égalité vectorielle. Par suite,
on distingue 2 cas:

* oul#l(a), et alors x est colinéairea a

e oul=1I(a)etalors l(x) =0.
Ce qu'il faut alors comprendre (je vous laisse y réfléchir), c’est qu'on a démontré que /(a) est valeur propre, avec
comme espace propre « au moins» (c’est mal dit) Ker! et que s’il y a une autre valeur propre, le seul vecteur propre
possible associé est a (a colinéarité pres)

Synthese :
On avu f(a) =0 = 0.a. Donc c’est une autre valeur propre ssi [(a) # 0 d’ou les 2 cas indiqués par 'énoncé pour
vous aider...
* I(a) #0.Onadonc 2 vp de f d’aprés'analyse : I(a) et 0. Onavu E(l(a)) > Kerl = H qui est un hyperplan, et
E (0) D Vect(a). Pour des raisons de dimension (ces deux espaces propres étant en somme directe) ce sont
deux égalités. D’ott dim E(I(a)) + dim E(0) = n— 1+ 1 = dim E. f est diagonalisable.
* [(a) = 0. Une seule valeur propre 0. On sait alors f diagonalisable ssi f = 0.1d ce qui n’est pas car [ n'est pas

I'application nulle.

?) [(a) =0. f nest pas diagonalisable donc on sait déja qu'un polyndme annulateur de f ne sera pas scindé a
racines simples. Comme il n’'y a pas de vp complexes, il sera scindé (dans R) a racines multiples. Comme la seule
valeur propre est 0, un polyndme annulateur « simple» est sans doute X? ou X>... Je vous laisse y réfléchir ...

VxeE, f20) =f(f®)=fl@x-1l(x)a) = la) f(x) - 1(x) f(a) =0

X? est annulateur de f. On en déduit f nilpotent donc non diagonalisable, mais ce n’est pas « stricto-sensu» du
cours, on le redémontre. Attention! a ne pas commettre | erreur de raisonnement suivante (c’est le « piége»!) : X*
n’est pas scindé a racines simples donc f n’est pas diagonalisable.

Remarque:Sil(a) =0, f(x) = -1(x) a. f estde rang 1. Je vous laisse y réfléchir.

Annales PSI 2021 -13 - Benoit Caritey bcaritey@free.fr Lycée Chrestien de Troyes.



Mise a jour du 4 septembre 2022 II- Réduction : Autres

Il — RéducTion : AuTRes

CCINP PSI 2021 (espaces stables d’une matrice3 x 3) Déraillé

0 3 -2
ENoNncé22 SoitA=|-2 5 -2
-1 2 0

1) Montrez A trigonalisable dans .43 (R) mais pas diagonalisable.
2) Donnez les droites stables de A.
% ) Donnez les plans stables de A

RMS 132-1138

1) On calcule le polynéme caractéristique de A :

x -3 2
ya@) =det(xld—A) =2 x-5 2|=x*-5x*+8x+4=(x—1)(x-2)°
1 -2 X

Le polyndme caractéristique est scindé sur R, donc A est trigonalisable sur R. J'en profite pour rappeler que toute
matrice est trigonalisable sur C. Elle est diagonalisable ssi dim Ker (21d — A) = 2 (inutile de vérifier pour la multi-

plicité 1) ssi, via le théoréme du rang, rg(2Id — A) =3 -2 =1. On écrit alors :

2 -3 2
2ld-A=|2 -3 2
1 -2 2

La colonne C; n’est pas colinéaire a C,, donc == 2. A n’est pas diagonalisable, sur R comme sur C d’ailleurs.

2) Lesdroites stables sont exactement les droites dirigées par les vecteurs propres, c’est du cours. Par conséquent,
cherchez les droites stables est la méme question « déguisée» que cherchez les éléments propres. Je vous redé-
montre rapidement : le cours de Sup nous apprend que, si F = Vect(ey, ..., ep), alors u(F) = Vect(u(e1),..., u(ep)).
En particulier, sila droite D est dirigée par e (cad D = Vect (e)), alors u(D) est dirigée par u(e). Ce n'est donc D que

ssi u(e) = Ae. Le cas A = 0 donne u(D) = {0}, la droite est quand méme considérée comme stable.

Il y a donc ici 2 systémes 3 a résoudre dont les solutions sont deux dreoites, d’apres le calcul précédent. Je ne
mets pas les détails : E(2) = Vect(2,2,1) et E(1) = Vect(1,1,1). Pour répondre a la question posée précisémenbt, les

droites stable sont exactment les 2 droites dirigées par ces 2 vecteurs.

Remarque: Attention! sion avait trouvé un plan comme espace propre, par exemple, x—2y+z = 0 ssi Vect ((2, 1,0), (1,0, — 1)).

Alors ce serait toutes les droites dirigées par (2a+ b, a,—b).

%) C’est une question un peu plus délicate. Il est plus simple de savoir le résultat, qui n’est pas du programme,
qu’'un hyperplan a;x; + -+ + a, X, = 0 est stable par A ssi (ay,...,a,) est vecteur propre de 'A. Si on ne sait pas
ce résultat, on peut toujours « bidouiller » avec un plan ax + by + cz = 0., mais cela risque d’étre plus calculatoire
et plus difficile. Je rappelle qu'un plan de R? est un hyperplan et je vous démontre ce résultat : L'équation de
I'hyperplan peut s’écrire sous la forme ‘U X=0avecU=(ay,...,a,) et X = (x1,...,X,). En suite I'hyperplan est
stable ssil’équation obtenue est colinéaire, ce qui s’écrit 'V X = 0 avec V colinéaire a U. Lhyperplan est stable par
Assi 'U AX =0 qui s'écrit aussi (*AU) X = 0 et nécessite ‘AU = AU. Ok.

On cherche donc les éléments propres de 'A. On peut noter que I'on sait, c¢’est du cours, que ‘A a méme polyndome
caractéristique, soit pour valeurs propres 2 a la multiplicité 2 et 1 a la multiplicité 1. On sait aussi que A diago-

nalisable ssi 'A diagonalisable : en effet A= PDP~! <= 'A = (‘P)"!''D'P et 'D diagonale. Donc I'espace propre
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associé a 2 de 'A sera aussi une droite. Je ne mets pas les détails des 2 calculs de systéme 3 x 3 avec 'A. On trouve
E4(2) = Vect(—1,1,0) et Et4(1) = Vect(0,1,—2). Il suit qu’il y a 2 plans stables par Aquisont —x+y=0et y—2z=0.
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CCINP PSI 2021 (matrices sans valeur propre commune) ¥ DEeraillé
ENoNcé 28  Soient A, B € .4, (C) telles que Sp (A) N Sp(B) = @.
1) Montrez, si P est un polynome annulateur de A, les valeurs propres de A sont racines de P.
2 ) Montrez la matrice y 4(B) est inversible.
%) Soit X € 4, (C). Prouvez AX = XB < X =0.
4 ) Montrez, pour toute matrice M € .#,(C), il existe une unique matrice X € .#,(C) tq AX — XB = M.

RMS 132-1144

1) C’est du cours! Soit A une valeur propre, ; il existe donc X #0 € .4, (C) tel que AX = 1X. Puis, par récurrence
immeédiate, A¥X = A% X (Attention!a ne pas écrire AX* ou (AX)¥ qui n’ont aucun sens mathématique). En posant
P(X) = Zi:o aka, il vient :

p p p p
0=PX=(Y aa)x=Y aa’X=Y arfx=(Y at)x=Pax
k=0 k=0 k=0 k=0

Comme X # 0, il vient P(1) = 0.
Remarque : Attention! il n’y a qu'un sens. Les racines de P ne sont pas nécessairement valeurs propres!

2) Le polynome caractéristique y 4 est scindé sur C: y4(A) = [17_, (X — A;), les A; étant éventuellement répétés
avec la multiplicité. Donc ys(B) = H;.’ZI(B —A;1d). En utilisant le résultat du cours : B — AId est inversible ssi A
n'est pas valeur propre de B, comme aucun des A;, qui est valeur propre de A, n’est valeur propre de B, chaque
B —1;1d est inversible. Par suite, leur produit y 4(B) est inversible aussi.

Remarque : Attention! sivous utilisez des morphismes : le produit [ « devient » un o (composée).

%) Unseul sens non trivial est a établir. On suppose donc AX = XB avec X € .#,(C). Ensuite, on écrit :
A’X=AAX=AXB=(AX)B=XBB=XB?

Une récurrence immédiate améne AFX = X B¥. Puis par sommation :
p p p p
Y a4 =Y aedf) x= Y ayxBY=x (Y aB)
k=0 k=0 k=0 k=0
On vient de démontrer que, pour un polynéme quelconque complexe, P(A) x X = X x P(B). Il faut alors penser
a utiliser la question précédente : y 4(A x X = X x y a(B). Le théoréeme de Cayley-Hamilton amene y 4(A) = 0 puis

X x xa(B) = 0. Mais la matrice y (B) est inversible. Il suit X = 0.

Remarque : Je rappelle que AB =0 et B # 0 donc A = 0 est une grave erreur. Par contre la conclusion est vraie si B

inversible...

4) Il faut, la-encore, voir comment la question précédente peut nous aider. On consideére 'application ¢ : X €
My (C) — AX — XB. Elle est clairement linéaire, c’est un endomorphisme de .#,(C), qui est de dimension finie
(n? je vous rappelle). Elle est injective d’aprés la question précédente (je vous laisse y réfléchir), donc surjective

ce qui prouve la question (je vous laisse y réfléchir aussi...).
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CCINP PSI 2021 (polynéme annulateur d'un endomorphisme deR3) Déraillé
Enoncé 32  Soient f € Z(R%) , non nul, tel que f + f = 0 et A sa matrice dans la base canonique.
1) Montrez que A n'est pas inversible.
2) Montrez R® = Ker f @ Ker (f2+1d).
% ) Montrez Ker f n'est pas réduit au vecteur nul.
4 ) Montrez que A est semblable & (§ _81 ((1;)

RMS 132-1127

1) f annulele polyndome P(X) = X3+ X = X(X? + 1) = X(X — i)(X + i), par suite Sprf < {0} et Spcf<={0,i,—i}.
Ce polynome est aussi scindé a racines simples sur C (il n’est pas scindé sur R) donc f est diagonalisable « sur» C.

On ne peut rien déduire de pas scindé sur R.

La dimension du R-ev étant impaire, f admet nécessairement une valeur propre réelle qui ne peut étre que 0. par

conséquent f n’est pas inversible.

2) On montre les deux propriétés suivantes :

o | Ker fn Ker(f*+Id) = {0}
Linclusion o étant immeédiate, on démontre I'autre. Soit x € Ker f n Ker ( f2 + Id). On en déduit f(x) =0 et
(f2+1d)(x) = f2(x) + x = 0. I suit f2(x) = f(f(x)) = f(0) =0 et f2(x) = —x, soit x =0

* |R3 = Ker f + Ker(f>+Id)

Analyse : Soit x € R3 tel que x = y+z avec y € Ker f et z € Ker(f?+ Id), soit f(y) = 0 et f2(z) = —z. On
applique directement f? a x. Avec la linéarité, f2(x) = f(f()) + f2(2) =0—z=—z,puis y = x—z = x + f2(x).
L'analyse est donc terminée.

Synthése : Soit x € R®. On le décompose suivant x = (x+ f2(x)) + (— f2(x)). Il reste a vérifier la bonne
appartenance aux 2 sevs indiqués :

o |x+ e Kerf|: f(x+f2(0)=fx)+f3x0)=P()x)=0
o [—fP) e Ker(f2+1d) | : (f2+ 1) (- f2(x) = = f*(0) = f2(0) = —(Fo (P + ) () = =(f o P()) (x) =0

%) C’est probablement une « question-piege» : I'examinateur veut savoir sil’étudiant a compris que c’est la méme

question que la QI (parce qu'on est dans un endomorphisme en dimension finie : non bijectif ssi non injectif).

4) On peut remarquer que la matrice est diagonale par 2 blocs, ce qui signifie qu’il existe 2 espaces stables par f

supplémentaires dans R3. Ce sont trés certainement ceux de la question Q2...

Ce genre de question se traite en général par la recherche d'une base réalisant la matrice indiquée, par analyse-
synthese. Sauf dans certains cas simples : par exemple démontrer qu'une matrice est semblable a une matrice
diagonale de coefficients diagonaux a,, ..., a, équivaut a démontrer que A est diagonalisable (de spectre égal a

al,...,an.

Analyse : Soit & = (e, ez, e2) une base de R3 dont I'expression de la matrice de f dans cette base est la matrice A.
On en déduit, par lecture des colonnes, f(e;) =0, f(e2) = —es, f(e3) = e». Il faut analyser comment trouver cette
base. On a déja élémentairement e; € Ker f. Puis en composant par f : f2(e;) = — f(e3) = —e, donc e, € Ker (f2 +

Id) (on s’en doutait, non?). Il faut ensuite prendre e3 = — f(e2). Lanalyse est terminée. Encore faut-il le savoir. ..

Synthese : On prend e; € Ker f, mais il faut montrer Ker f # {0}. C’est Q3. On prend e; € Ker (f? + Id) mais il
faut aussi établir que ce noyau est non nul. Si Ker (f%+1Id) = {0}, Q2 ameéne Ker f =R, soit f = 0. Impossible par

hypothese. Ensuite, on pose e3 = — f(e2).
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On vérifie d’abord (e}, e, e3) est bien une base de R? : la famille est de cardinal 3, évidemment éléments de R3 et

libre : soit une combinaison linéaire nulle : ae; + fex +ye3 =0 (1). On applique f 2 fois :
af(el)+Pfle)+yfles)=—Pes+yes=0 (2) puis —fBex—ye3=0 (3)

BL +7yL3 ameéne — (B2 + y?)e3 puis 2 +y? = 0, soit f =y = 0 car on est dans R et en rapportant dans L;, & = 0.

Vérifions que la matrice de f dans cette base est celle de I'énoncé en comparant les colonnes :
* f(e1) =0:colonne 1 Ok.

* f(e2) = —es, par définition, colonne 2 Ok.

* f(e3) = —fz(ez) = e, car on a bien pris e, € Ker (f2 + Id), colonne 3 Ok.

Remarque : 11 y a néanmoins une erreur de raisonnement dans la synthese, I'avez-vous vue? Si non, relisez et

cherchez-la...
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Mines-Telecom PSI 2021 | Mines-Ponts PSI 2017-2013 (morphisme de polynomes) Déraillé
ENoNcE 26 Soient E=Cs[X]etp:Pe E— P(1-X)€e E (Mines-Ponts: E =R, [X])
1) Montrez ¢ endomorphisme. (Mines-Ponts: Question absente)
2) Ecrire la matrice A de ¢ dans la base canonique de E  (Mines-Ponts : Question absente)
% ) Lendomorphisme ¢ est-il injectif? bijectif?
4) Ecrire A7l.  (Mines-Ponts: Question absente)
7 ) Donnez les éléments propres de ¢.

Mathieu Dore 2021 | RMS 128-792 124-646

On remarque la différence avec Mines-ponts : Il y a moins de questions intermédiaires et c’est un n quelconque
alors qu’'a Mines-Telecom, c’est n = 3. En plus, on demande d’écrire la matrice (4 x 4) ce qui aide grandement a
faire tous les calculs. D’ailleurs on pourrait presque toujours recommander d’écrire une matrice lorsque la taille
est=4...

1) Sion démontre linéaire, attention a prendre les scalaires complexes, méme si cela ne change absolument rien
dans la démonstration : (aP + Q) (1 - X) = aP(1 - X) + fQ(1 — X). Attention! a ne pas oublier de démontrer endo
qui se traduit ici a vérifier le degré : il est clair que deg P(1 — X) = degP

2) On calcule les images de la base canonique & = (1, X, X2 X3, puis on « met en colonnes les coordonnées» dans

la base, qui « par chance» est la base canonique, donc les coordonnées sont les coefficients. ..

1 1 1 1
-1 -2 -3

Pp)=1 @X)=-X+1 @XH=X*-2X+1 X =-X3+3X*-3X+1 A=Mat(p, &)= 0 1 3
0 0 0 -1

Remarque : Matrice triangulaire, donc déterminant / inversible / valeurs propres immédiats. Seuls les vecteurs

propres nécessitent un calcul.

%) 0 n'est pas valeur propre d'un endomorphisme en dimension finie 4, donc ¢ est un isomorphisme, A est
inversible et d’ailleurs det¢ = det A = (—1)? x 12 = 1. Pour répondre a la question proprement, ¢ est bijective donc

injective et et surjective.

4) Méthode 1 (générale) :
On inverse le systéme associé, facile car triangulaire : AX =Y <= X = A"'Y avec X, Y € .#,(C). Attention : C...

u = x+y+z+t X = u+tv+w+é 1 1 1 1

v = -—-y—-2z-3t X = —-v-2w-3 0o -1 -2 -3
Y — ¢ Al =

w = z+3t z = w+3& 0 O 1 3

f = —t tr = —f 0 O 0 -1

La, il y a des choses a dire : A™! = A doncA? = I donc c’est une symétrie!

Méthode 2 (élégante) :
En fait on peut le voir tout de suite : car 1-(1-X) = X! Vous pigez?? La transformation ¢ est involutive (etlinéaire) :
¢(pP) =¢(P(1-X))=P(1-(1- X)) = P(X), cest donc une symétrie, p = ¢l et A= A7

Remarque : On pouvait remarquer (ou I'examinateur poser la question ...). SpA={-1,1} : peut-on en déduire
symétrie aussi? Non! A est une symétrie ssi A diagonalisable et Sp A= { —1,1}. Et ici, diagonalisable ne « se voit

pas».
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Pour exemple d’information B = n'est pas une symétrie alors que SpB = { — 1,1} (je vous laisse

o o o =~
S = O -

y réfléchir).

7 ) Reste a trouver les espaces propres. On peut déja dire que comme c’est une symétrie, A est diagonalisable
(c’est quasi du cours, annule le polyndme scindé  racines simples X? — 1 = (X —1)(X + 1)) donc les deux espaces
propres sont de dimension 2, cad des plans car de multiplicité 2. Cela aide un peu pour « orienter» le calcul : les 4

variables en fonction de deux variables), facile car systéme triangulaire :

Meéthode 1 (générale) :

X = X+y+z+t X = x
= -y-2z-3t = -z
X=AX {7 Y Y
z = z+3t z =
t = —t r =

Ona E(1) = Ker (I-A) = Vect((1,0,0,0), (0,-1,1,0)) et de méme, E(-1) = Ker (—I-A) = Vect((1,0,-6,4),(0,1,-3,2)).
Ne pas oublier de revenir aux polynomes : E(1) = Vect (1, - X + X?) et E(—1) = Vect(1-6X> +4X3, X -3X% +2X3))

Méthode 2 (mentale) :
On peut chercher (et trouver) 2 polynémes indépendants tels que P(X) = P(1 — X) : d’abord P =1 puis, en réflé-
chissant un peu, X(1 - X).

Pour P(1 - X) = —P(X) c’est plus dur. Le résultat plus haut.. Il faut « sentir la symétrie/imparité » par rapport a % :
L'égalité s’écrit :
1 1 1 1 1 1 1
P(5 +(5—X)) _— (E - —X)) — Q(E—X) - —Q(— (E—X)) avec Q(Y) = P(5 +)
Les polyndmes impairs sont engendrés par les (X?"*1),.cn, donc ici, je vous laisse y réfléchir, ce sont les ((l -

2
X)Z”H)ne,\,. Pour des raisons de degré, il subsiste % -Xet (% - X)s. Je vous laisse vérifier qu’ils engendrent le
méme plan que plus haut.

2
_%) l)OsZisn

etOnaE,(—1) = Vect ((X— %)2”1)0521. +1<p,- Excellent exercice de vérifier que I'on retrouve bien les espaces propres
de la méthode 1.

Remarque:Si on raisonne dans C, [ X], et qu'on a assimilé la méthode précédente, ona E, (1) = Vect ((X
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CCP PSI 2021-2019 (matrice X 'X) ¥ Déraillé
Enoncé 37  Soit X #0€ 4,1 (R) et A= X'X.
1) Déterminez le rang et le spectre de A.

2) Calculez le polynome caractéristique de A.
% ) Montrez I'égalité det(I, + A) = 1+ 'X X.
BEOS 6334 RMS 130-1206

1) Se rappeler la différence entre 'XY et X'Y, pour | X, Y € 4,1 (R) | En fait 'XY € 411(R) et X'Y € My, ,(R).
Plus précisément XY = (X|Y)
XYy =YX.

Par contre, X'Y € .4, (R) est une matrice ol toutes les colonnes sont colinéaires a X, C; = y; X. XY # Y 'X mais

can 1€ pProduit scalaire canonique sur .#,)(R), et c’est du cours, et d’ailleurs

{(X'Y) = Y'X, 1a par-contre, ce n'est pas du cours :

N
, (0 7 e o)
X1 X1y1 X1Y2 ... X1)Vn
X2 X2)1 X2Y2 ... X2¥Yn
Yn
n ’ :
X1 e el xn)(iny,-) Xn [\xpy1 Xny2 ... Xn¥n
“ J i=1 —_—" e d
Vv ~ Vv ~ XtY
D¢ Xy X

On a rg X'X = 1 car toutes les colonnes sont colinéaires 2 X et aussi X # 0. Dans le cas général, rgX'X <1 et le
rang est nul ssi X = 0. Donc par le théoréme du rang, dim Ker A = n—1. La multiplicité de la valeur propre 0 vérifie
alors p(0) = n—1. On calcule la derniére valeur propre (qui peut étre 0!) par la trace :
n
tr(X'X)=0+--+0+1 soit A=) xi='XX
i=1

Conclusion: Sp A= {0, 'XX}
2) La question précédente permet d’écrire y 4 = 1" }(1 - X X)

%) Si A apour valeurs propres A4,...,A,, en raisonnant dans C et en les comptant avec leur multiplicité, alors
al+ BA apour valeurs propres a + fA1,...,a + BA,. On peut considérer que c’est quasiment du cours. si on veut
le redémontrer, on trigonalise dans C : on sait que toute matrice A peut s’écrire A= PTP~! avec T triangulaire
et les valeurs propres sur la diagonale. Comme al + A = P(al+ BT)P~!, que al + BT est triangulaire et que les

éléments diagonaux ont les a + fA;, le résultat suit.

I,+ A adonc pour valeurs propres 1+ 0 a la multiplicité n—1 et 1 + 'X X a la multiplicité 1. Son déterminant est le
produit des valeurs propres, soit det(A) = 1”771 x (1+ X X) =1+ XX
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CCP PSI 2021 (polynome annulateur) Déraillé
Enoncé 40

Soit M € /3(R) telle que M* = 4M? et 2 et —2 sont valeurs propres de M.
1) On suppose M non inversible. Montrez Sp M = {0,-2,2}.
2 ) Montrez M diagonalisable.

Adprien Michaut 2021 RMS 132-1140

1) M estnon inversible, donc a pour valeur propre 0. D’apres les hypotheses, on a donc Sp M > {0,2,-2}. D’autre
part M annule le polyndéme P(X) = X*—-4X? = X?>(X-2)(X +2), on sait alors SpM c {0,-2,2}.La double inclusion
amene le résultat demandé.

2) Le polyndme annulateur P n’est pas scindé a racines simples, on n’en déduit donc rien (on ne fait pas 1'erreur
de raisonnement d’en déduire non diagonalisable!). Pour étre plus précis, il est scindé mais pas a racines simples
puisque 0 est racine double. On distingue 2 cas :
* M n’est pas inversible. Q1 a établi SpM = {0, —2,2}. Or M est d’ordre 3 et a 3 vp distinctes, elle est donc
diagonalisable.
M est inversible, on peut donc multiplier a gauche équation matricielle 2 fois par M~!. On en tire M? = 41,
soit M annule Q(X) = X? —4 = (X - 2)(X +2) qui, cette fois ci, est scindé a racines simples. M est donc

diagonalisable.
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CCP PSI 2021 | TPE PSI 2016 (equation matricielle avec transposée) DEeraillé e
Enoncé 41  Soit M € .4, (C) vérifiant M? + M = I,,.
1) Montrez que si un polyndme P annule M, alors les vp de M sont des racines de P (2016 : Q. absente)
2) On suppose M symétrique. M est-elle diagonalisable ? Montrez det(M) x tr (M) # 0.
% ) On ne suppose plus M symétrique. Montrez M diagonalisable.
4) On suppose M inversible. Montrez 1 n’est pas vp de M puis M symétrique. (2016 : ssi 1 pas vp et pas Q.
symeétrique)

Gabriel Joachim 2021 | RMS 132-1141 127-1261

1) C’est du cours! a redémontrer donc: si P(M) =0, Sp M c Rac(P) Je ne le re-fais pas ici.

2) Ilyaun piege! C'est (peut-étre) faux si elle est (vraie) complexe! Mais I'équation s'écrit alors M? + M = I,,
ce qui nous donne le polynome annulateur X? + X — 1 de racines a,a’ = %g, scindé a racines simples donc
diagonalisable (dans Ca priori! D est réelle, mais, a priori, P pourrait étre complexe). 0 n’est pas valeur propre

donc M inversible, soit det(M) # 0. Si on note p la multiplicité de a avec 0 < p < n, alors celle de a’ est n— p, ce

qui amene :
1+v5 1-v5 n V5
t = + — — = — 4+ (2p- -
r(M)=p 2 (n—-p 2 2 2p-n) 2
Si tr(M)=0,v5= p. n2p est rationnel. Absurde!

%) On cherche un polynéme annulateur en essayant de se « débarrasser » de la transposée. De |’équation on tire
(‘M)? = (I, - M?)? = M* = 2M? + I,,, formule du bindme de Newton ! valide puisque les deux matrices M? et I,,
commutent. En passant a la transposée dans I’équation on obtient aussi : M2 = Y1, - M) =1,- M. Légalité
amene M* -2M? + I,, = I, — M, soit M* —2M? + M =0.

Le polyndéme X*-2X2+X = X(X3-2X+1) = X(X-1)(X—a) (X -a’) est donc annulateur de M avec a = _115‘/5. On

en déduit SpM < {0,1, a, a’}. Le polyndme étant scindé a racines simples, la matrice est diagonalisable (a priori

dans C). Si la matrice est réelle, le polyndme annulateur est scindé a racines simples réelles donc la matrice est

diagonalisable dans R.

1. Isaac Newton : anglais (1643-1727). Partage avec Leibniz la découverte du calcul infinitésimal. Connu pour la formule du binéme et

la méthode éponyme d’approximation des zéros d'une fonction.
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Il — Algebre Linéaire

CCINP PSI 2021 (matrices dans bases adaptées & noyau et image) ¥ Déraillé
EnoncE4 b
1) Soitue ZL([R?*™) tel que u? =0 et rgu=n.
(i) Montrez Keru = Im u.
(ii) En déduire il existe une base de R” dans laquelle la matrice de u est (8 I(;l)
2) Soit ue L (R3") tel que u =0et rgu=2n.
(i) Montrez Keru = Im 2.

~

n

0
0

)

1) Jerappelle que fog =0 < Img < Ker f. On peut considérer que c’est du cours. Chypothése u? = 0 amene

(ii) En déduire il existe une base de R3" dans laquelle la matrice de u est (

coco
oo

RMS 132-1128

donc Imu c Ker u. Puis le théoréme du rang joint aux hypotheéses rgu = n et dimR?” = 2, améne dim Keru =

dim Im u = n et par inclusion et égalité de dimensions, Imu = Ker u.

Une petite analyse est souvent nécessaire pour trouver « une base telle que la matrice est ...» ou la « matrice sem-
blablea...».

Analyse :

Si une base (ey,...,en, €n+1,--.,€2,) convient, elle vérifie u(e;) = 0 pour 1 <i < n et u(e;+,) = e; (pour les n der-
nieres colonnes. On demande de déduire de Im u = Ker u : il faut comprendre e¢; € Ker u donc Im u donc c’est un
u d'un vecteur (c’est le e;.,). Sauf qu'il ne faut pas prendre n'importe quel vecteur, sinon on n’aura jamais base
dans la synthese. En fait, il faut les prendre dans un supplémentaire du noyau. Si on c’est son cours (voir synthese),

I'analyse est donc terminée! Je sais que ceci est toujours difficile 8 comprendre.

Synthese :
Soit F un supplémentaire du noyau : Keru @ F = R>". On sait alors (relire votre cours de Sup) que la restriction de
u (que I'on peut noter ) est un isomorphisme de F sur Im u. En fait, c’est le théoréme du rang, version théorique.
Prenons une base de Keru: (ey,...,e,).llyena n car dim Ker u = n. e; € Imu donc il existe f; € F (unique en fait)
tel que u'(f;) = u(f;) = e;. Si vous avez bien suivi, il reste essentiellement a montrer (ey,...,en, f1,..., fn) base de
R?". La matrice sera de la forme voulue en vertu de 'analyse. ..
Comme u’ est un isomorphisme, (fi,..., f;) est bien une base de F. Par supplémentarité, la réunion des 2 bases
de cardinal n donne bien une base de R?”*. La matrice est aussi de la forme voulue :

* u(e;) =0 carle e; sont dans le noyau. Les n premieres colonnes sont nulles. Ok.

* u(f;) = e;. Les coordonnées de e; dans la base (ey,...,ey, fi,..., fn) sont (0,...,0,1,0,...,...0) avec le 1 a la

position i. La colonne « correspondant » a f; (1a i + n®) est bien de la forme voulue. Ok.

2ou=uou®=0.0nendéduit Imu? c Keruet Imu c Ker u?.

2) C'estla méme question en plus dur. u% = u
J’en profite pour rappeler la suite des noyaux itérés (et des images), certes ce n’est pas du cours mais c’est souvent
utile de le savoir (je ne le redémontre pas ici). On a donc (toujours) Keru c Keru? et Imu? c Imu. Ceci nous
donne donc beaucoup d’inclusions... On a aussi 2 applications du théoreme du rang : dim Ker u + dim Imu =3n

et dim Ker u? + dim Im u? = 3n. Quoi va servir?

Lhypothése rgu = 2n nous ameéne dim Ker u = n. On a l'inclusion Keru c Keru? ¢ Keru® avec dim Keru® = 3n
car u3 = 0. On peut « conjecturer que probablement » dim Ker u? = 2n. Par le théoréme du rang, dim Im u? = n puis

inclusion et méme dimension, Im u? = Ker u.
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Montrons la conjecture. C’est assez délicat, il faut utiliser une fonction auxiliaire judicieuse qui nous donnera
le résultat, via le théoreme du rang appliqué a cette fonction. Considérons v’ : x € Imu — u(x). On a donc
Imu' c Imu? (je vous laisse y réfléchir). Keru' = Imun Keru : je rappelle que si on restreint un morphisme u a
un sev F son noyau est immédiatement F N Ker u. Montrons Imu' = Im u? al'aide de I'inclusion réciproque : soit
x € Imu' donc x = t/(y) = u(y) avec y € Imu, soit y = u(z). Finalement x = u?(z) € Imu?. Ok. Le théoréme du
rang appliqué a u’ s'écrit :

dim Im z = dim Ker#// + dim Im ' = dim(Imz n Keru) + dim Imu®* = dim Im#* = dim Imu — dim Keru=n

En fait cela nous suffit car Imu? c Ker u et dim Im u? = n = dim Ker u nous donne aussi I'égalité.

Ici, je ne vous traite pas I'analyse, je vous laisse la traiter de votre coté, c’est assez similaire quoique plus compli-
qué. Je procéde directement a la synthese. Si on peut effecteur une démonstration sans analyse, c’est mieux, cela
prouve qu’on a les idées claires.

Soient F un supplémentaire de Ker u, soit F & Keru = R3" et G un supplémentaire de Keru dans Imu : Keru &
G = Imu. C'est possible puisque Keru = Imu? c Imu. Alors u induit (par restriction) un isomorphisme, noté
U, de G dans u( Imu) = Imu?. On prend (ey,...,e,) base de Keru, puis comme Keru = Im u?, gi € G tel
que u"(g;) = u(g;) = e;. Comme g; € Imu, on prend de maniére similaire f; € F tel que u(f;) = g;. La base

(e1,...,en, 81,--+, & f1,--+, fn) convient.

Montrons d’abord que la matrice a la forme voulue :

* Les e; sont dans le noyau donc les n premieéres colonnes sont nulles. Ok.

* Les n colonnes suivantes « correspondent » aux images des g;, soit u(g;) = e;. Donc la n + i° colonne a pour
coordonnée que des 0 sauf un 1 en position i. Je vous laisse réfléchir au fait que cela donnera bien un bloc

I, avec un « décalage » de n soit en position 1.

* Les n dernieres colonnes « correspondent » aux images des f;, soit u(f;) = g;. Doncla 2n + i® colonne a pour

coordonnées que des 0 sauf un 1 en position n + i (la position de g; dans la base). Ok.

Reste 2 montrer (e1,...,e.,81,---, & fi,---» [n) base de R%" soit famille libre par cardinalité. On part de :

ajer+...apep+ i1+ +Pugntnifi+ - +yYnfn=0

Notons que par I'isomorphisme de u”, (g1,...,gn) est une base de G puis, par supplémentarité, la réunion des 2
bases (ei, ..., &1,...,8n) est une base de Keru @ G= Imu = Keru?. On applique u? et sa linéarité : on arrive donc a

Yluz(f1)+"‘+7/nu2(fn) =0=y1e1+ - +Ynen

La liberté de (ey,...,e,), car base de Keru, améne les y; = 0, puis a1e1 +...ape,+ 181+ -+ Pngn = 0 et leur

liberté vue 3 lignes plus haut amene a; = 8; = 0.
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IV — Algebre Euclidienne

CCP PSI 2021-2015-2014 | Mines PSI 2016-2011 | Ensam PSi 2013 | CCP PC 2009 | Mines-Ponts PC 2012 (matrice normale nilpo-
tente) Deéraillé
Enoncé 27  Soit Ae M, (R) telle que 'AA = A'A et AP = 0. En considérant B = 'AA, montrez A =0.
(CCP 2015-2014 : Montrez A'A nilpotente, puis trouvez tous les A.)  (Mines : pas d’indication) .

RMS 132-1150 127-699 124-1217 123-586 122-557 120-1057 | ODLT 22-234 21-280

On pose M = 'AA. M est symétrique car 'M = (*AA) = 'A'('A) = M.

1l faut avoir déja vu que pour A quelconque, 'AA ou A'A ou méme A+ 'A sont toujours symétriques.

Aestnilpotente car A? = 0. X? étant un polyn6me annulateur, ceci prouve que 0 est la seule valeur propre possible
d’une matrice nilpotente, soit Sp A< {0} (et l'est effectivement, cad il y a égalité, car elle n’est pas inversible)

M est alors aussi nilpotente car MP = (‘fAA)P = (‘A)? AP = 0 car A et 'A commutent. Par le théoréme spec-
tral, M est diagonalisable et comme sa seule valeur propre est 0, donc il existe P orthogonale M = PDP~! =
P Diag(0,...,0)'P =0

Remarque :Si A et B commutent, (AB)? = A% B> mais sinon cette égalité est (en général) fausse : on a lors (AB)? =

ABAB. Comparez les deux visuellement.

On va maintenant établir que si "AA =0, alors A = 0, pour une matrice quelconque.
Méthode 1 (par utilisation de 'X) :
VX€E MR, X'AAX =0 = (AX) (AX) = |AX|%,, = AX=0
Comme c’est pour tout X, la matrice A est nulle. On a utilisé la norme euclidienne / produit scalaire canonique

sur: (X1Y)="XY.

Méthode 2 :
tr(*fAA) =0 = ||Al%,,=0= A=0

Attention! On a utilisé ici la norme / produit scalaire canonique sur | #yn®) |: (A|B) = tr(*AB). Comparez

visuellement les deux.
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CCP PSI 2021-2019-2018 (distance & un sev) Deraillé

1
VT IR

1) Calculez A, en distinguant 2 cas selon la parité de n. Donnée : Ay = 1.

ENoNcé 69  On pose, pour neN, A, = t"e " dt.
1

2 ) Pour tous P, Q € R[X], on pose ¢(P,Q) = 7[ P(HQ(1) e~ " dt. Vérifiez que ¢ est un produit scalaire sur R[X].
7 Jr

) Calculez d(X3,Ro[X]).
RMS 132-1149 130-1221 129-1175

1) Je rappelle que si une fonction est paire (et I'intégrale existe!), [, f =2 f;' f et si f est impaire, [, f = 0.
Montrons rapidement que A, existe :
* continuité de f,(1) = t"e™" sur | —oo, +o0o|.

e critere 12 f(1) en 00 : lim. 12 f, (1) = 0 ce qui ameéne |'intégrabilité sur | — oo, +oo .

. A . . . . . . _t2
La fonction f;, étant impaire pour n impair, I, = 0. Pour 27 pair, on effectue une ipp avec u = e " v/ = t>" u' =

_f2 2n+1
—2te P y=1=

1n+1°

t2n+1 e

Ly =

to 2 [Fo ) 2
+ 2o dr = I
—o 2n+1f_oo 2n+1 2"

2n+1
On a pu appliqué directement 'ipp en +oo car la deuxieme intégrale converge car on a reconnu I»;.».Ona:

2n+1 _(2n+1)(2n—1)I 2n+1)2n—-1)x---x3x1

Iopi2 = 5 fan= 52 2n-2=

. 1
ol Iy carle dernierest I, = 510

On en déduit (démonstration par récurrence immédiate :

Cn+1)! _@n+D!_ @2n+2) _2n)!
2N(2N—2) x---x 2201 220l g1~ 222 (1 1) 2= oo g

Dpio=

2) Lexistence de I'intégrale ¢ (P, Q) résulte de la continuité de la fonction sur R et du critere 2 f () — 0 en oo par
croissances comparées parce que ce sont des polyndmes. La symétrie est immédiate de méme que la bilinéarité.
La positivité aussi car ¢(B P) = f_*o‘f P2()e~" dr = 0 car la fonction est positive (on est dans R). Reste a prouver
définie :

Si (P P) =0, alors ffoc’: P2(p) e ?dt =0.La fonction-intégrande étant continue et positive, on en déduit sa nullité

ce qui ameéne ensuite que le polynéme est nul.

%) On applique le théoreme sur la distance a un sev dans les evs euclidiens, avec distance et norme euclidienne

associées au produit scalaire de 'énoncé :
d*(X°,Ra[X1) = | X° = pCO)|* = | X°)* = | p0)|1?

ol p désigne la projection orthogonale sur R,[X]. On calcule immédiatement :
12! 10395
2126 64
Pour calculer la 2ieme norme, il faut d’abord calculer le projeté que 'on calcule a 'aide de la formule du projeté

1X3)1% = p(x°, x%) = fR e " dt = Ag =

orthogonal. A cette fin, il faut contruire une BON de R»[X] que I'on construit par le procédé d’orthonormalisation
de Schmidt a partir de la base quelconque (1, X, X2). Onpose Py =1, P = X+ a tq (P1|Py) =0 et P, = X2+ fX +7
tq (P2|P1) = [P2|Py) =0.0Ona:
(P1|Pp)=X+all)=XID)+a-11)=L+alp=aly=0 = a=0
1
(P2|Py) = (X2 D)+ BXID) +y(AI) = L+ pL+yj=0 = y=-] = -3

(P2|P1) = (X*|X) + B(XIX) +y(LIX) = 3+ L +y1 =0 = p=0
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1
1 X X—§

—,——,——=—| est une base or-
I X ||X2—§||)

(I,X X% - %) est donc une base orthogonale de R, [X] et il vient alors que (
thonormée. En appliquant la formule du projeté orthogonale, il vient :

(x*n)  (¥1x)  (xX*1X*-3)

X% = 1+ + 2 -
P NE BSE xe-Ip K73

Je vous laisse donc réfléchir au fait que I'on a donc :

oz CENY (CIX)° (X257 B B U539
I X X2 =412 I L Li+il-L 8

Annales PSI 2021 - 28 - Benoit Caritey bcaritey@free.fr Lycée Chrestien de Troyes.



Mise a jour du 4 septembre 2022 IV-  Algébre Euclidienne

CCP PSI 2021-2016 (produit scalaire) Déraillé

n
Enoncé 71 SurR,[X], on définit 'application ¢ : (BQ) —<PRQ>= Y PP 1)Q® ).
k=0
1) Montrez que c’est un produit scalaire.

2) Montrez que 'ensemble E = {P € R,[X], P(1) =0} est un sous-espace vectoriel de R, [X] et donnez sa dimen-
sion.
%) Calculez d(1, E).

RMS 132-1148 127-1268

1) ¢ est une forme bilinéaire symétrique définie positive :

e forme car (P, Q) est visiblement un réel.

* symétrique immédiat.

* bilinéaire car linéaire a gauche : (@ P+pR, Q) = ap(P, Q)+ B¢ (R, Q) :immédiat par linéarité de la dérivation.
La linéarité a droite résulte de la symétrie.

* positive: pour tout P e R,[X], 9(BP)= Y} _, (P(k) (1))2 = 0 car ce sont des réels.

* définie: Si P vérifie p(PP) =0,ilsuit VO < k < n, P® (1) = 0. Ceci se traduit par 1 est racine de multiplicité
n+1de P (Attention! n + 1, pas n!). Ceci est impossible pour un polynéme de degré < n sauf le polynéme
nul. Ok.

2) Sil'on considére y : P € R,[X] — P(1), c’est clairement une forme linéaire et E = Kerwy. Pare suite, E est un

hyperplan cad un sevde dimension n+1—-1=n.

%) Onapplique le théoréme du cours d?(1,E) = ||1]|2—| p1) |2, ot1 ||| estla norme euclidienne associée au produit

scalaire, cad ici | P|? = (P,P) = ¥}_, (P (1))?, et p la projection orthogonale sur E.

Vu que E* est une droite, il est plus adroit d'utiliser la projection orthogonale g sur E* qui vaut g = Id — p. On
applique la formule du projeté orthogonale, trés simple ici puisque c’est une droite : il suffit de trouver un vecteur

(normé ou unitaire), noté Q, de EL.

On effectue une petite analyse; un tel polynéme doit vérifier, pour tout P € E, cad pour tout P tel que P(1) =0,
p(BQ) =X PPMQP ) =0, soit ¥F_, PX(1)Q® (1) = 0. Il faut trouver que Q polynéme constant convient
...On prend donc Q = 1. On calcule IIQII2 = 1. Par suite, g(P) = (B 1)1 =P(1)!'donc p(1) =1d(1)—g(1)=1-1=0.
Laréponse est donc d(1,E) = 1.
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CCP PSI 2021 (inf intégrale) DEéraillé
b/

Enoncé 77 Onpose m=inf | (cos(x)—ax®—bx—c)’dx.
1) Montrez I'existence de m. -

2 ) Trouvez des réels a, b, ¢ réalisant cet inf. (Ind :on pourra utiliser 'orthonormalisation de Gramm-Schmidt).

Yassine Kalloo 2021

1) En se plagantsur'ev €°([ —m,7] ,R) et le produit scalaire usuel associé (f|g) = [ f(x)g(x)dx. On sait
que d?(f,g) = JZ(f(x) - g(x))?dx est la distance euclidienne canoniquement associée et que m existe puisqu’il
réalise alors la distance de f(x) = cos(x) au R-ev R, [X], engendré par (1, x, x°).

2) Le cours nous apprend que P(X) = aX? + bX + c réalisant I'inf est obtenu par la projection orthogonale
de f sur Ry[X]. (1, X, X?) n'est pas une BON de R,[X], pour se produit scalaire-la en tous cas, car par exemple,
(11x?%) = §n3. On ne peut alors appliquer la formule avec cette base, il faut utiliser le procédé de Schmidt pour en
construire une (Qg, Q1,Q>) :

* Q=1

s 1=X+atelque0=(QlQ;)= /" (x+a)dx =21a <= 1=0

* Q=X?+pX+ytq0=(QolQz) = /T, (x*+px+y)dx = sn3+2my et 0= (Q1]1Q2) = [7, (x> + px? +yx)dx =

%,6713 cequiamene f=0ety = —%nz

Cette base est une base orthogonale de R, [X]. Par application de la formule, le projeté est alors :

(cos(x)1Qo) (cos(x)1Q1) (cos(x)1Q2) 45 JeN 15

T o N N o N A i I S =

J’ai juste mis le résultat : il y a 3 intégrales a calculer avec du cosinus dont une avec un polynéme de degré 2. On

peut utiliser le fait que I'intégrale d'une fonction impaire sur [ — 7,7 | est nulle pour accélérer le calcul.

Je vous donne la valeur de m, non demandée puisque le logiciel de calcul formel fait tout lui-méme et si on doute
que c’est I'inf, par exemple je prend un polyndme (pair!) tré s« petit», R = 2.3x 10729 X% +1.7 x 10723, Pour info, j'ai
mis calculer sur 40 chiffres décimaux pour éviter les erreurs d’arrondis (Eh oui, c’est possible... Avec python aussi

mais il faut charger un package approprié (sinon c’est 53 bits binaires = une dizaine de chiffres décimaux...)
1
m = d*(cos(x), P(x)) = F(—90+n4) ~0.2389  d*(cos(x), R(x)) = 3.1415926535897932384626433838575559324

Question (facile) : La derniere de derniere de derniere. Qu’ai-je mis en bleu?
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V — Skries : Convergence, Calcul de Sommes er de Rayons de Convergence

CCP PSI 2021-2017-2011 (série a terme intégral) DEraillé

L 1+¢2\n
ENoNCE92  Soitpournel, an:/( > )dt.
0

1) Montrez que la suite (a,) est convergente et déterminez lim a,,.

2) Montrez que la série }_(-1)"a, converge.

? ) Montrez pour tout n €N, on a a, = ﬁ (2011 : question absente) .

4) Déterminez le rayon de convergence de la série entiere )" a, x".

7 ) Trouvez une équation différentielle vérifiée par f. (2017-11 : question absente) .

RMS 132-1170 128-1350 122-1259

1) Onpose () = (HT[Z)H et on applique le théoréme de convergence dominée de Lebesgue sur I = [0,1]
* Etude de la convergence simple de la suite de fonctions (f,,) surl :
Onremarque que, a ¢ fixé c’est une suite géométrique. Par suite, si0 < r < 1, % < 1;% < letdonc f;,(?) Lot
0 mais par contre, si t =1, f,(£) = 1 — 1.
Iy a donc convergence simple vers la fonction continue par morceaux sur [0,1], notée f, qui est nulle sur

[0,1[ etvalant1en 1.

* Hypothese de Domination sur I :

<

Vtel, VneN,

fn(r)|=|(1+2t2)" ()" =1=¢w

La majoration résulte de 0 < £? < 1. ¢ est continue par morceaux et intégrable sur I c’est une constante! en

rappellant qu'une constante n’est pas intégrable au voisinage de +oo (sauf 0).

1 1
On conclutlima, = lim[ fn =f f :f 0=0.
0 0 [0,1(

Remarque : 11 était prévisible que la suite tende vers 0 car on étudie les séries associées dans les questions sui-

vantes.

2) Lasérie ).(—1)"a, vérifie les propriétés suivantes :
» La série est bien alternée car a, = 0 du fait de la fonction-intégrande positive : c’est un carré (réel).
* a, — 0 d’apres la question précédente.
. |(—1)”an| = a, \, comme cela résulte de la croissance de I'intégrale t et des propriétés des suites géomé-

triques :

1=1¢2 1+ 2\n+l (1412
<1 = ( ) = (

2 2

Attention quand méme a vérifier que les bornes de 'intégrale sont dans le sens correct! Du critére C.S.S.A, il résulte

vie[0,1],0< " = ami=a

que la série converge.

l-2

%) Question un peu délicate ... on va montrer

Meéthode 1 (graphique)

C’est pas parfait mais c’est mieux que rien. Je ne justifie pas ici les tracés
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Y la+e

[—"
~N
=

Meéthode 2 :

Vous étudier les variations de la fonction auxiliaire différence mais uniquement sur [0,1] . Je ne le traite pas ici.

Méthode 3 (convexité)
C’est limite-programme mais cela passera (uniquement si vous connaissez bien le theme!). La fonction f(¢) =
%(t2 + 1) est convexe sur [0, 1] (et méme R) car f”(¢) =1 = 0 donc au-dessus de sa tangente en (1,1) qui a pour

équation y = .

L1442 1
Onendéduitalorsan=f( 5 )ndtzf t"dr =
0

0 n+1

4) Ici, il est assez difficile d’appliquer la régle de d’Alembert pour trouver le rayon de convergence car la limite est
du type %, ce qui vous oblige a travailler les équivalents/dls, tres délicats lorsque c’est une intégrale (il n'y a aucun
théoreme en PSI). On va donc procéder a un encadrement de a, par deux coefficients qui donneront des séries
entieres de méme rayon, méthode inspirée par la question précédente qui donne déja un coté :

e dea,= on tire que le rayon est plus petit que celui de la série entiére ) ﬁx”. A celle-ci, on pourrait

1

n+1’
appliquer la méthode de d’Alembert mais c’est maladroit! c’est une série connue : c’est %( -In(1 - x)) (e
vous laisse y réfléchir) qui a pour rayon 1, soit R < 1.

* Del'autre c6té on écrit tout simplement a, < 1, comme d’ailleurs on 1’a déja vu. on en déduit que R est donc
plus grand que le rayon de la série entiére }_ 1x,. On aura reconnu la série géométrique de rayon 1;

Finalement R = 1.

7)
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CCP PSI 2021-2019 (suite récurrente et série) Devaillé
o . . . . 1 /
ENoNcé 96  Soit (a,,) une suite de réels = 0 et (u,,) définie par ug =0 et, pour n €N, 1y, = E(un +\/ U+ a%).
1) Montrez pour tout 7 € N, U, +1 — Uy < %an.
2 ) Montrez que si ) a, converge, alors (u,) converge.
% ) Etudiez la réciproque. (Indication : considérez u,, = %).

Gabriel Joachim 2021 | RMS 132-1163 130-1236

1) Par récurrence immédiate u, = 0. Il suit :

(Un+ ap)? = U2+ a% +2apuy = Us+ a2, = un+an=\/(un+an)22\/ufl+a%

par croissance de la racine carrée et positivité de u, + a,. Puis
_1 2, .2
05un+1—un—§(—un+ us +az) <

2) Jerappelle qu'on a équivalence de la suite (x,,) converge avec la série ) (x,+1 — X,,) converge. Dit plusieurs fois

an

| =

en cours, c’est quasiment du cours. Cela vient du fait qu'une série converge ssi la suite de ses sommes partielles

(Sy) converge. Or, par télescopage :

n
Sn= Z (Xks1 — X)) = Xp+1— Xo
k=0

Revenons a notre exo :par critere de majoration d'une série positive d’apres Q1, la série ) u,.; — u, converge,

donc la suite (u,,) converge.

%) Lasuite u, = % converge vers 1. Or, la récurrence donne a, =2 /u;41 \/Un+1 — Uy Car:

/ 2 2 2, 2 2
2Upi1 —up=\JUi+ a4 =  AuS, +up—Aduplp = Uy +a, = ay=4ups (Upe1 — Up)

Comme a, = 0, on effectue un équivalent (un petit dl est une perte de temps) :

n n+1 n 1 1
a,=2 — ~2V1 ) ————— ~2 =
n+1 n+2 n+1 n+2)(n+1) n

La série }_ a, diverge donc. La réciproque est fausse.
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VI — SéRries €T Suites de FoncTions

CCINP PSI 2021 (calcul intégrale par développement en série) § DEetaillé
Enoncé 101  Soit f définie sur I = ]0,1][ par f(x) = ln_xl
1) Vérifiez f est prolongeable par continuité en 1.
2) Justifiez I'intégrabilité de f sur I.
% ) Donnez, au voisinage de 1, un développement de f en série entiere.
4) Calculez I'intégrale de f sur I.

RMS 132-1171

1) Six—1,onpose u=x—1—0dottIn(x) =In(l+u) ~,=0 u. Onrevienta x : Inx ~; (x—1). On en déduit

immédiatement lim; f(x) =1, soit f se prolonge par continuité en 1 en posant f(1) = 1.

2) f vérifie les propriétés suivantes :
* Elle est continue sur |0,1] (cf question précédente)
e Ftudeenx=0: f(x) =~¢ —Inx. Or In est intégrable dans un voisinage de 0 : critére ¢* f(t) (Attention!en 0
il faut prendre a < 1) :les croissances comparées aménent limg x'/?Inx = 0.

On en déduit I'intégrabilité de f sur ]0,1] comme sur |0,1[ d’ailleurs

%) Cette question est, quand méme, limite-programme. En fait les développements en série entiere sont toujours

en 0 a votre programme (on se place sur | —r,7 [ . En fait, on fait un changement de variable qui ramene en 0,

comme plus haut :

+00 +00 n-1
f(x):f(1+u)_—ln(1+u) :% > - n+1” -3 W

px=1"

i1l Le développement est sur ] 0,2 [ (je vous laisse y réfléchir).

On «revient»ax:| f(x) = Z (=

Remarque : A noter, que selon votre programme de PSI, ce n’est pas stricto-sensu une série entieére...

4) J'espere que vous avez deviné que 1'on va étre confronté a une intégration terme a terme.

Llnx W lnx (2) x-1" B +oo x-1"
Mg [ 3y EED g = Zf D g
0 x—1 ]oyl]x—l 10,11 si=0 n+1 =0 J10,1] n+1
fn(x)

(4) 2

OO( l)n ( l)n (x 1)n+1 +00 1 T

S R = l,- A

= n—o n+1 n+1 0 ;= (n+1) 6

*(1) Onseplacesur |0,1],cad on «enléve»le 0, car le développement en série utilisé apres n’est valide que
sur cet intervalle. Je rappelle que les intégrales sur [0,1],]0,1],]0,1[ sontles mémes. De ce point de vue,
la notation fol est « opaque».

* (2) Développement en série de Q3.

*(3) Onapplique le théoreme d’intégration terme a terme sur |0,1] :

* Les f, sont continues par morceaux et intégrables sur |0,1] car continues sur le segment [0,1] .
e Lasérie de fonctions Y. f,, converge simplement sur |0,1] (puisque c’est un développement en série!)

et sa somme est continue par morceaux sur |0,1] .
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La Séri .. Y[ f squéeal \fl(l—x)ndx 1 [(l—x)n+1 1 1
¢ Lasérie numérique converge puisqu’égale a = =
d Joa] |/7 gepuisques o n+1 n+1l n+1 o~ m+1)2
*(4) On utilise le résultat usuel Y.+ % — en vérifiant bien qu’on a tous les termes. Ce résultat n’est pas
n=1n 6

du cours. Peut-étre que I'examinateur veut tester si vous le savez? Dans tous les cas il vous le rappellera et

dans tous les cas, c’est quand méme mieux de le connaitre. ..
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CCINP PSI 2021 (limite suite intégrale) DEéraillé

—e X
x4(1+x2)
1) Montrez que (f},) converge simplement vers une fonction que I'on précisera.

Enoncé 104  SoientneNetae [0,1].Pourx€ |0,1], on pose f,(x) =

2) Existe-t-il des valeurs de a pour lesquelles il y a convergence uniforme sur ]0,1] ?
% ) Montrez que 'intégrale I, = fol fn(x)dx est convergente pour tout a€ [0,1] .

4) Pour ae [0, 1 [ , montrez la suite (/) converge et déterminez sa limite.

7 ) Qu'en est-il pour a =12

RMS 132-1168

—_nx h—+oo

1) Fixons x€ ]0,1].x>0donce 0. Il en suit immédiatement la convergence simple de la suite de

fonctions (f,,) sur ]0,1] vers la fonction f(x) =

x4(1 + x2)
2) Oncalcule:
Vxeo1], g,(x)=(f, (x)—f(x))’—(—_e_nx )'——e—nx( —n__ —ﬂx“‘l—(2+a)x2+“-1)>0
) ’gn - n - xa(1+x2) - xa(1+x2) xza(1+x2)2

En outre g,(x) < 0. Il suit, par décroissance de x — |g,(x)|, ||8xloo = SUPxej0,1718n (%) =limg g, (x)].
_e X

xa(1+x2)

uniforme sur ]0,1].

1
Or gn(x) = 0 — - Donc||gulo, = +ooou lselon a€ ]0,1] oua=0.Inyadonc pas de convergence
x

%) On ales propriétés suivantes :

* fn continuesur |0,1].

nx
e Etudeent=0: f,(x)~o -

—- Par équivalence a une fonction de Riemann, on a f;, intégrable dans
e
un voisinagede 0ssia—1<1 < a<?2.

Comme a€ [0,1], 'intégrale fol [ est absolument convergente, donc convergente pour tout a.

4) Laconvergence simple de la suite de fonctions (f;,) vers f étant établie en Q1, reste a démontrer la domination:
1—e ¥ 1
<
x2(1+x2)1 7 x2(1+x2)

La majoration résulte de 0 < e™"* < 1 car nx = 0. ¢ est clairement intégrable sur |0,1] par Riemann en 0 ¢ ~g %

VneN,Vre|0,1],

=p(x)

mais l'intégrabilité est fausse pour a = 1. Le théoréme de convergence dominée de Lebesgue s’applique pour

1 1 1
a#letlim]n:limf fn:f
0 0

x4(1+ x2)

7)

ll_efnx n l_e*u nl_efu _
e [ e [ [
0o x(1+x2) o u(l+u?/n?) 0o 2u

On a effectué le changement de variables u = nx C! et bijectif de ]0,1] vers |0, n] . La minoration se justifie par

2 o . . e —et
2 <1, pour 0 < u < n. Quant a la limite finale, elle provient de la divergence de I'intégrale 0+°° 1 S

l1-e® 1
2u +00 2u

du en la

borne +oo par I'équivalence
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CCP PSI 2021-2019 (étude série de fonctions) DEraillé

e—nx

Enoncé 107  Pour xeR et n € N*, on pose u,(x) = (-1)"
1) Etudiez la convergence de }_ u,. On note S sa somme.
2 ) Montrez S continue sur R*.

%) Montrez S C! sur R**.

4) Calculez S

BEOS 6043 RMS 130-1247 | Odlt 26-205

1) On distingue les cas suivants, usuels pour une exponentielle :
e x=0,laséried u,0)=) % converge par le CSSA.

o) s . — n—-+oo ege el 2
e x>0, la série ¥ u,(x) converge par le critere n%u,(x) puisque |n?u,(x)| = ne™"™* 0 par positivité
de x et croissances comparées.

A PN . 1e " - .
, « » — =409, .
e x <0, parle « méme critere» limn - +00, donc la série Y u,(x) diverge

+00 e—nx
a donc pour domaine de définition| DefD =R™" |.

lasomme S(x) = )_ (-1)"
2) On applique le théoreme de continuité d'une série de fonctions :

n=1

* x — u,(x) est continue sur R™.

* On constate rapidement que supeg+ |Un(x)| = %, il n'y a donc pas de convergence normale de la série de
fonctions sur R* . Par contre, avec [a,b| < |0,+oo|, on aurait sup ¢, p [14n(%)| = % = 0(#) car a>0ce
qui nous amenerait a la continuité de S sur R™* . Ceci ne répond pas complétement a la question. IL va falloir
utiliser la convergence uniforme (non normale) de la série sur (tout segment de) R* toujours plus délicate

a mettre en oeuvre.

On vérifie que pour tout x = 0, 1a série ) u,(x) vérifie le CSSA :

—nx
o £

— >0 pour tout x, la série est bien alternée.

* |u,y(x)| — 0. Immédiat, méme pour x = 0.
e n—e "™\ carx=0et % \\ aussi (attention a ne pas se tromper de variable et ne pas considérer la
décroissance par rapport a x!). Comme les deux termes sont positifs, |u,(x)| = Lnnx décroit aussi pour
tout x = 0.
. . P e_nx ~ Pl P . o, 2
(on pouvait aussi dériver <~ par rapport a n et vérifie la négativité).
Par suite, on applique la majoration usuelle du reste d'une série alternée vérifiant le CSSA :
—kx —(n+1)x

Jio ( l)ke < = sup
k=n+1 k - n+1 xeR*

e—(n+1)x 1 N 400

Vx=0, 0

Rn(x)| =

Ry ()| < su -
" xeR‘l n+1 n+1
On en déduit la convergence uniforme de la suite de fonctions (R;) vers la fonction nulle soit la convergence

uniforme de la série de fonctions Y u, (x) sur R*.

3 ) On applique le théoréme C' d’une série de fonctions :
o X— u,(x)est Cl surR**.
* Lasérie ) u,(x) converge simplement sur R** (Q1)
¢ Pourtout x € [a,b] cR**, On calcule u),(x) = (—1)"*le="* puis immédiatement SUP xe(a.b] |u;l (x)| =e 4
série dont le terme général converge puisque, par exemple, série géométrique de raison 0 < e”% < 1 car
a> 0. On en déduit la convergence normale donc uniforme sur tout segment de R™*.

Par suite, La dérivation terme a terme amene :

1 e *

+1=
l1+e* l1+e*

/ _ & n+l _—nx _ & —X\n _
Vx>0, Sx)=) (-D"e ™ ==> (—eH)"=-
n=1 n=1
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4) La dérivée est obtenue sur R**, mais par continuité, le résultat sur S restera valable en 0. :

~ x ) o +00 (_l)n X _(e—t)’
Vx>0, S(x)—8(0)+f0 S'(ndt ==} . +f0 =

dr=-In2+|-Ina+e Y| =—In(d+e
n=1 0

Cette écriture suppose connu I'identité Y *> % =In2. Je rappelle I'identité usuelle du cours :
+00 (_l)n n
vxe]-1,1[, ) x"=-In(1+x)
n=1

Cette égalité reste vraie en x = 1, par continuité en 1, mais ce résultat est un peu limite-cours. On peut procéder
autrement et dire que les primitives de S’'(x) sont les —In(1 + e™*) + cste et prouver que la constante est nulle

par une étude de la limite en +oo mais cela nécessite d’utiliser le théoréeme de limite qui est licite, convergence

(_1)nefnx _ 0

uniforme (et méme normale) montrée sur [ 1, +oo] ,donclimy_ ;o0 S(x) = Z;;Zol limy— 400 m
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Mines-Telecom PSI 2021 (série de fonctions) ¥ DEéraillé
Enoncé 108  On définit (1) =

avecx>0etre (1,+ et X)=———.
t(t+ x) [ oo[ fn(X) nn+ x)

1) Déterminez Nature et valeur de 1+°° @()dt. Indication : décomposer en élément simples
2) Quel est le domaine de définition de S(x) = Z;Z"l fa(x)?

% ) Etudiez la continuité de S.

4) Autre question? Montrez S C! sur R™* ? Mathieu ne se rappelle plus

Mathieu Dore 2021

1)

* @ estcontinue sur [ = [ 1,+00 [ car le dénominateur ne peut s’y annuler, comme ¢t >0 et £+ x > 0.

* @) ~p+oo % d’ot1 I'intégrabilité par critére de Riemman, de ¢ sur [

Il en résulte I'existence de 'intégrale puis :

+oo . Allx  1/x i
@= lim ————dr = lim
1 A—+oo J1 t t+x A—+o0

1 1 t=A 1 A In(1+ In(1+
—Int——-In(t+x) =— i ln( )+ n( x):0+u
X X t=1 X A—+oo A+x

X X
Attention! ane pas couper l'intégrale en 2 avec +oo car les 2 divergent!
2) Notons d’abord que la fraction f;,(x) est bien définie car le dénominateur ne s’annule pas car x > 0. La conver-

gence (simple) de la série (de fonctions) résulte immédaitement du critére de Riemann f;,(x) ~,— 400 # pour tout
x>0.D’oll DefS=R**.

%) Je ne rédige que la convergence normale donc uniforme sur tout segment < a,bc |0,+oco[ soita>0:

fn(x)) = ; i

nin+a) n?

sup
x€la,b)

On a utilisé la décroissance de x — f;,(x) pour x > 0 (x > —n en fait)

4) On abien la convergence normale donc uniforme de la série des (fonctions) dérivées :

sup f'(x)'_ sup ! )< ! car a=0
xelab) xelap | B+ x)217 13 -
+00 1
En « passant le reste du théoremee», on peut dériver terme a terme S'(x)=-— Z

= n(n+x)?
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CCP PSI 2021 | - IMT MP 2017 (développement d'une intégrale en série) Déraillé
n(#?)In(1 - £2
Enoncé TTT  Onposel= % dr.
1) Prouvez I'existence de I.
2) Donnez le développement en série entiere de In(l — £?) et ramenez I a une intégrale de somme.
(MP :Exprimez I sous forme d’une série.)
% ) Soit (f5,) n=2 définie sur [0, 1 [ par fr(x) = &nlnx six #0et0six=0.Montrez cvg. normale dela série ) >, f5
sur [0,1].
4) Calculer J,, = f; t"In¢dt pour € N et Montrez I = ¥ w

% ) MP: Calculez I en utilisant ¥ 7>} 1 = %2.

Adrien Michaut 2021 | RMS 132-1173 128-1280

1 2\(_ 42
[GICETH
r

2 _ g2 . L, .
1) Lafonction-intégrande f(¢) = ln(”l[# est continue sur |0,1] et vérifie : | f(£)| ~o |

La fonction ¢ — In ¢ est intégrable sur |0,1] (c’est du cours! sinon on peut appliquer le critere ¢ f(¢) mais atten-
tion! en 0 pas en +o0). Par critére d’équivalent d’une fonction positive, on en déduit f intégrable sur ]0,1] , soit

l'intégrale I converge absolument donc converge.

+00 t2n
2) Le cours nous donne V¢ <1, In(1 - %) = — Z —, série entiére de rayon de convergence R=1.0n a:
n=1 1
In(£?)In(1 - £? too r2n=2
Y LT P S S
Jox] ¢ Joi[ =21 n
N————r
8n(0)
Attention! Le développement en série w'est pasvraien t = 1.
+00 n
Remarque : Je rappelle que I'égalité In(1 — 1) = - Z — est en fait vraie sur [ —1,1[ mais c’est limite-cours. On
n=1 1

utilise la continuité en —1 pour le démontrer. Ici, cela ne sert pas...
1 1
%) fnestdérivablesur |0,1[ et f5(x) = E((Zn -2)x*" Mnx+x*"1) = Exzn_l (2n-2)Inx+1)
Je ne fais pas le tableau de variations, le max de la valeur absolue est en a, = exp (ﬁ) 11 faut bien regarder le

signe de f, et le préciser sur le tableau. Si f;, < 0, le max de la valeur absolue se trouve en fait au min... On note
aussi quon a bien( < a, <1 et que n =2, sinon a; n’a pas de sens!

-1 -1

2n-2

—e " —  ~—
2n-2 n2n-2) 2n?

)Zn—Z 1 1 1 e

)

=%(e><p(

fh(an)

In

000 |01 ]

Par le critere de Riemann, on en déduit la convergence normalede Y. .= f, sur | 0,1 et, par continuité, sur 0,1 |

n+1
3 I

. . . . 1
4) Je ne vérifie pas I'existence de J, qui se calcule avecuneipp: u'=¢" v=Inr u= 1 v = p
n

1 | R B B 1
]n:f t"Intdt = | ——1¢" lnt] - f t=———
0 n+1 0 n+1 Jo (n+1)2
A noter que la valeur entre crochets vaut bien 0 en 0 car n+1 > 0!

%) La convergence normale amene la convergence uniforme sur |0,1[ de ¥, f, et comme g, = —2f,, et on

Annales PSI 2021 -40 - Benoit Caritey bcaritey@free.fr Lycée Chrestien de Troyes.



Mise a jour du 4 septembre 2022 VI- Séries et Suites de Fonctions

peut appliquer le 2¢ théoreme d’intégration terme a terme. Penser a séparerlecasn=1:

2n2 2n2

dt

I:f] ; -2Int dt:/ol—zmtdwf] ; -2Int

2n—2 +00 1 +00 1 +o0 2
==2Jo+ -2Int dt=2+-2 — Jop =242 -
]0 Z ]01[ ,;2 n ]2}1 2 = n(2n_1)2 nZ::l n(zn_l)z

Remarque : En fait, la somme de cette série se calcule. On décompose en éléments simples, comme vous 'auriez
2 2 4 4

—_— - - +
n2n-12 n 2n-1 (@2n-1)2

certainement deviné :

Par contre aprés on ne peut apres pas les sommer « froidement » car les 2 premiéres sommes sont divergentes.

On n’'a pas non plus de télescopage! Alors, comment faire ? Il faut utiliser la fameux développement asymptotique
n

. . 1 .
que vous connaissez certainement : Hy, = Z —=Ilnn+vy+o(1) puis:
k=1

L2 4 4 el ¢
1= L T Tk T A 4(216 A P k;@k)z)

n

1 2n
=lim 2(Inn+y+o0(1)) —4(ln(2n)+)/+ o(1) —E(lnn+y+ o(1)) ) +4lim ) = —4lim ) e
k=1 k=1

2

2
— lim (Oy +0lnn—41n2) +4%—4

n? b1
— =|——4In2
6 2

1
4

On a remarqué aussi que la somme des inverses des carrés ne « contenait » que les impairs d’ot1 I'idée usuelle de

i . o . 2
les « prendre tous » et « d’enlever » les pairs ce qui permet d'utiliser le bien connu Y.} % =%
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CCINP PSI 2021 (suite de fonctions) Déraillé )
Enoncé 114 Pour neN*, soitg,: [0,1] — R, t — (l—é)net etl,:x€[0,1] —>f0 gn(ndr.
1) MontrezVte [0,1],VneN*, |g,(0)] < <.
2) MontrezV t€ [0,1],VneN*, |g,() - 1| < L&
% ) Etudiez la convergence simple de la suite de fonctions (I;,).
4) Etudiez la convergence uniforme sur [0,1] .

BEOS 6183

1)

i R [ R T R I R

n n n n n n n
Comme 0 < 7 < 1, on en déduit immédiatement |g),(1)] < e’ x1x 1.

2) La, il faut penser au théoréme des accroissemnts finis : si f dérivable sur [a,b], alors il existe c € | a,b| tel
que f(b) - f(a) = f'(c) (b- a). Un corollaire pratique suit : si M = || f' () oo (4,), alors | f(b) — f(a)| < M|b—- a|. on

l'applique a g, sur [#,1], pour 0 < ¢ < 1, en utilisant la majoration précédente de la fonction-dérivée :

~

, e’ te
|gn(£) - n(0)] < sup |g'(0)] |t-0] = sup — x1=—
x€[0,1] xe(o,r] 1 n
3)
r\n _ t . t 1 _ n—-+oo —t
(l—ﬁ) —exp(nln(l— - )) —exp(n (_Z-H)(E) ) —exp(—t+o0(l)) —— e
—~—
-0
11 suit que la suite de fonctions (g,) converge simplement vers e~ ‘e’ =1 = g(#) sur [0,1] donc sur [0,x], pour
0 < x < 1. La question Q2 amene alors la convergence uniforme sur [0,x]| puisque:
te! 1xel ,_
sup |gn(H—g(®)]| < sup — < BLmaL Ny
t€[0,x] tef0,x] 1 n

On termine alors par application du 2¢ théoréeme permettant la limite sous le signe somme (ce n’est pas ici le
théoreme de convergence dominée de Lebesgue). On doit vérifier la continuité des g, et g dans ce théoreme, ce
X X
qui est effectif. On conclut lim [, = lim f gn= f 1=x,pourtout0<x<1.
0 0
4)
(0]

X 1 X . 1 1 1 et
In(x)—x|sf |gn(t)—1|dts—f te dts—f Ixe'dt ——0
0 n Jo nJo

11y a bien convergence uniforme de la suite de fonctions (I, (x)) vers la fonction x — x sur [0,1]
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VII — IntéGRrales

CCPINP PSI 2021 (intégrale a parametre) Déraillé
+00 dl—

Enoncé 118 Soitf:x—»f _—

0 t*(1+1)
1) Domaine de définition de f?
2) f est-elle continue sur D¢ ?
%) Montrezxe Dy = 1-x€ Dret f(1-x) = f(x).
4 ) Trouvez un équivalent de f en chacune des bornes de Dy.

BEOS 6063

e—xlnt

(L1 1+t
* g continuesur | — oo, +oo| et ce, pour tout x réel.

1) Onpose g(1) = qui vérifie :

1
e Etudeent =0 g(1) ~g = g est donc intégrable sur |0,1] ssix <1 (Riemann).

1
e Etudeent=+oo g(t) ~ico prosg g est donc intégrable sur [1,+oo[ ssil+x>1 (Riemann)

En conclusion g est intégrable sur [0,+o0o| ssix <1 etx>0.Celaamene| Deff =]0,1]

2) On applique le théoreme de continuité d'une intégrale a parametre avec f(x, t) = m avec I = [0,+o00[,] =
0,17 :

e Vx€]0,1[, t— f(x, 1) est continue par morceaux sur |0, +oo|

e Ve [0,+00[, x— f(x,1) est continue sur | 0,1

* Hypothese de Domination sur tout segment [a,b| < |0,1] :

e—blnt
e—xlnt si0<t=<l1
vxe [ab] c]0,1[, Ve [0, +oo], | — | =4 Lak = &(1)
sit>1
1+¢

La majoration résulte de x — e *I"? est croissante pour 0 < ¢ < 1 et décroissante pour ¢ > 1 (Attention au
signe duIn!). ¢ est continue par morceaux et intégrable sur [0, +00 [ car é(1) ~g # avech<1eté(t) ~i00 %

avec a > 0, soit a+ 1 > 1 (Riemann)

%) Sixe Deff, 0<x<1donc0<1-x<1,soit1-xe Deff. Ensuite on effectue le changement de variables

u= %, dr = -9 Tjcite car fonction C! et bijective de ]0,+00[ sur |0, +oo] :

u2;
+oo dr 0 _—du/u? +oo du
1- = _ = _— = _— =
f=x fo (14 1) f+ooux-1(1+1/u) fo s W

4) Effectuons le changement de variables u = xIn¢, du = x%, t = e* dans f(x), licite car C! et bijectif de

]0,+00][ vers | —oo, +oo| (on a utilisé x = 0) :

+oo0 g~ U leu/xdu 1 +00 o=l eu/x
p= [T L e,

o ltewx X Jooo 1+ewx

+00 p=U pUlX 0 1

Dans une premiére étape, admettons que PV du 1. On en déduit alors f(x) ~g — x 1=
o0 l+e x

Pour obtenir un équivalent en x = 1, effectuons le changement de variables usuel u# = 1 - x — 0 et utilisons la

K|

1
formule de Q3 et I'équivalent en 0. Il vient alors f(u) = f(1 + u) ~ —. Par suite, f(x) ~; T
u _
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Démontrons maintenant la limite. On utilise la caractérisation séquentielle de la limite : soit x, — 0. quelconque

et le théoréme de convergence dominée de Lebesgue. Notons que ceci ameéne x, = 0. On peut méme supposer, a
-u Lulx
e n

partir d'un certain rang, u, < % On pose f,(u) = e
1+ et *n

* Etude de la convergence simple de la suite de fonctions (f,) sur | — oo, +oo| :

—-u eu/x,,
e Pour u>0, e¥*n — +00 puis fp(u) ~ ———— =e
eu/x,,
* Pour u <0, e¥*» — 0 puis f,(u) — % =0.
* Pour u=0, f,(0) = %
e siu>0
On en déduit (pour bien rédiger!) la convergence simple vers la fonction h(u) = 4 0 siu<0
% siu=0
* Hypothése de Domination sur | — oo, +oo| :
e U eu/x,,
el pUlxn ——=e" siu>0
Vue]-oo,+oo[, ¥neN, fn(u)|:)1+e—u/xn <3 =t

n :e"(ﬁ_l) <et2 D §iy<0

La majoration résulte de 1 + e *n =1, et = e"/*n qussi, sur tout R d’ailleurs!. ¢ est continue par morceaux et
intégrable sur | — oo, +oo| je vous laisse le vérifier

+00 o~ U eu/xn +00 +00
Ensuite lim ——du :f h :f e %du=1
- 0

n—+oo J_oo 14 eW*n oo
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CCINP PSI 2021 (intégrale a parametre) Déraillé
, . In(1+ x1) . P
Enoncé 12%  Soient F(x) = — dt et D son domaine de définition.
0

1) Montrez | -1,1[ < D.

2) Trouvez un développement en série entiere de F.

3 ) Montrez F de classe C! sur [0,1].

4) Fournir une expression simple de F' sur [0,1].

2 ) Proposez une autre méthode pour aboutir a ce résultat.

RMS 132-1172

1) Pour |x|<1,ona|xt|<|f| <1.Parsuite 1= x>0 etleIn est bien défini. Ensuite :
e fit— M est bien continue sur |0,1] etce, pourtout xe | —1,1].
* f(8) ~t=0 7 = x. f se prolonge en une fonction continue sur [0,1]| pour tout x.
Comme f est intégrable sur ] 0,1 ] ,pour —1 < x < 1, on en déduit que F(x) converge absolument, donc converge,

cad existe (au moins) pour x€ | —=1,1].

2)
(1) 1 +oc0 1 +o0 n— 1 (@) +00 n-1
xt 1 x t — x r
If n n
%,_/
fu(D
+00 -1 n+1 1 +00 -1 n+1
-y G0 f t"rde X" =Y Sl )2 x"
n=1 n 0 n=1 n

* (1) On utilise le DSE usuel de In(1 + ©) de rayon R = 1 : possibleici car on a bien |u| = |xf| < 1

*(2) On applique le 2¢ théoréeme d’intégration terme a terme : on a bien convergence uniforme de la série

. n n-1 2. 2 2 . .
de fonctions ¥ f,, sur [0,1], car normale car |(-1)"*1<L—| < |x|", série géométrique qui converge car

|x| < 1. Attention! a bien gérer les différentes variables.

%) On utilise le théoréeme C! d’une intégrale a parametre avec f(x,f) = ln(l%”, 1= ]0, 1] , J=<= 0,1. f(x,1)

0
admet une dérivée partielle par rapport a x pour (x, t) € J x ] 0,1 ] , qui vaut G_f (x,0) =
X

1+xt
* Vxe€ ], t — f(x, 1) est continue par morceaux et intégrablesur |0,1] (Q1)
e Vxe], t— %(x, 1) est continue par morceaux sur |0,1] .
e Vre|01], x— %(x, t) est continue sur J.
s Hypothése de Domination sur tout segment [a,b| < J :
1 1
vxelab] c)vieol], |—|s——=¢¢
[ ] / ] ] 1+xt 1+0 ¢

La majoration résulte de xt = 0 et ¢ est continue par morceaux. intégrable sur |0,1] constante sur un
intervalle borné

t=1 ln(l + X)
X

1
4) La question précédente amene F'(x) = f [ In(1+ xt)]
0

1+xt

7 ) En utilisant la question Q2, F(x) est une série entiére de rayon R = 1 (immédiat avec la regle de d’Alembert, je

ne mets pas les détails ici). Par suite on peut dériver terme a terme sur | —1,1] :

+00 -1 n+l1 1 +00 -1 n+l1 1
Fl=) ) xl=Z > Lx”:—ln(1+x)
n=1 n X n=1 n X

On aura reconnu le DSE usuel de In(1 + x) avec |x| < 1.
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CCINP PSI 2021 (équation fonctionnelle intégrale) ¥ &1 Deraillé
X+y
Enoncé 126  On cherche f € €°(R, R) vérifiant la condition (E) V x,y € R, f(x)f() :f fnde.
x-y
1) Résoudre, selon la valeur du réel ¢, I'équation différentielle y” —cy =0
2) Soit F: (x,y) — [, f(#)dt. Montrez F de classe C* et calculez ‘3712: - ‘32712:.
%) Soit f une solution de (E). Calculez f(0) et f"(x) f(y)— f(x) f"(y). En déduire I'ensemble des solutions de (E).

RMS 132-1165

1) C’estdu cours. On peut d’abord rappeler que 'ensemble solution est un R-ev de dimension 2, sev des fonctions
C? de R dans R.

* Si ¢ >0, les solutions sont y = @ cosh(y/cx) + Bsinh(y/cx) (on peut aussi « prendre» y = AeVex 4 ,ue“ﬁx).

* Sic =0, les solutions sont y = ax + b.

* Sic <0, les solutions sont y = @ cos(v/—cx) + Bsin(y/—cx)

2) Attention! c’est une fonction a deux variables. Il va falloir utiliser le théoréme dit « intégrale de la borne sup» du
cours de Sup. mais pas le théoréeme d’'une intégrale a parametre du cours de spé. Je le rappelle : si f est continue
sur I, et a € I, alors la fonction F: x — f ; f(t)dr est la primitive de f sur I qui s’annule en a. Plus précisément,
F est définie, continue, C' sur I et F'(x) = f(x). Si f est C¥, F est C¥*1, Je rappelle ausii, car cela va faire servir,
une sorte de corollaire, si G(x) = f bx) f (¢)dt, via Chasles et 'écriture G(x) = F(a(x)) — F(b(x)) (je vous laisse y
réfléchir), G est C! et G'(x) = a’(x)F’(a(x)) -V (xX)F (b(x)) =d (x)f(a(x))—b'(x) f(b(x))?

On va aussi utiliser les théoréemes des fonctions multi-variables. Pour montrer C1, il faut établir que les 2 dérivées

partielles % et %

sont définies et continues et pour C?, on répéte avec les 2 dérivées partielles de ces 2 fonctions,
soient 4 en tout. Se servir des symétries éventuelles pour aller plus vite. Bien siir, on peut aussi utiliser les résultats :
produit, somme, composée de fonctions usuelles mais il faut étre précis car il y a 2 variables et les fonctions

usuelles sont toutes a 1 variable.

A y fixé, avec a(x) = x— y et b(x) = x + y, de dérivées a'(x) = b'(x) = 1, comme la fonction-intégrande f est conti-

OF
nue, le théoreme cité plus haut s’applique et donc G_(X’ V=1Ixfx+y)-1xfx-y)=flx+y)-f(x-y).Un
X
OF
raisonnement analogue donne O_y (x,y) = f(x+y)+ f(x—y) (je vous laisse y réfléchir).

et & aF sont clairement C! sur R?, donc F est C? sur R? (Attention! 2 bien dire R? et pas R). Je vous

Les fonctlons
détaille le premier f est C! (on le prouve apres) de R dans R et on le compose avec (x,y) — x + y de R? dans R,

donc (x,y) — f(x+ y) est bien C! sur R?. Idem pour f(x— ).

La condition (E) a y fixé, on prend y = 1 par exemple (il ne faut pas prendre y = 0 je vous laisse réfléchir pourquoi),
amene f(x)f(1) = [,_; ol f puis via toujours le méme théoréme rappelé plus haut, f C! sur R et f'(x) f(1) = f(x +
1) - f(x—1). On peut noter qu'une récurrence immeédiate entrainera méme f C*. Pour synthétiser, toute fonction

continue vérifiant (E) sera nécessairement C.

0°F 0°F 0 [OF ]
0x2 8y odxlox ay oyl ox
( )

= [f(x y)] x[f(x—y)]—%[f(ﬁy)]—%[f(x—y)]

@
I ) —1x =y —1x flx+p) — (=) x flx—y) =

2 fap-re-p)| - y[f(x+y)+f(x—y)]

* (1) Deméme qu’il yalinéarité de la dérivation, il y a linéarité des dérivées partielles (cours)

Annales PSI 2021 -46 -  Benoit Caritey bcaritey@free.fr Lycée Chrestien de Troyes.



Mise a jour du 4 septembre 2022 VII- Intégrales

*(2) Jerappelle ('une) des regles de la chaine : par exemple si f (1) = gla(?), b(1)), alors

fl= a(t) (a(t) b(t))+b’(t) (a(t) b(1))

%) x=y=0amene f(O)2 0 soit f(0) =0. On calcule :

[f( )f(y)] [f(x)f(y)] - 2y @10 - [f(x)f’(yu)]=f”(x)f(y)—f(x)f”(y)

Donc si f vérifie (E), en utilisant la question précédente, on obtient f”(x) f(y) — f(x) f”(y) = 0. Si on fixe y, on
obtient une équation comme en Q1. Si f est’application nulle, évidemment elle vérifie (E). Sinon, il existe un yy
tel que f(yo) # 0. On obtient alors que f est solution de I'équation différentielle y” — cy avec ¢ = ff(()f"’) Comme
on ne peut rien dire du signe de ¢, on prend les 3 types de solutions et on regarde la réciproque en « injectant »
f)=

* f(x) = acosh(bx) + Bsinh(bx) et f(0) = 0 ameénent a = 0 puis, a 'aide de formules de trigonométrie :

f(x)f(y) = B*sinh(bx) sinh(by)

xX+y 1
f Bsinh(bt)ds = /3[—
x-y b

= g(cosh(b(x +¥)) —cosh(b(x - y)))

= g(cosh(bx) cosh(by) + sinh(bx) sinh(by) — cosh(bx) cosh(by) + sinh(bx) sinh(by))

= % sinh(bx) sinh(by)

2
Donc f vérifie (E) ssi ﬁz = % ssip=0oub= % Dans ce cas, les solutions sont alors| f(x) = Bsinh (Bx)

5

e f(x)=ax+bet f(0)=0amenent b = Opulsf(x)f(y) =a’xy etfx Yardr = %((x+y)2—(x—y)2) =2axy. f

solution de (E) ssi a® =2assia=0oua=2.

* f(x) = acos(bx)+ Bsin(bx) et f(0) =0 amenent a = 0 puis un calcul identique | f(x) = Bsin (
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CCINP PSI 2022-2021 (fonction-intégrale de la borne sup) DEéraillé

*In(1-¢
Enoncé 128  On pose F(x) = — % dr.
0
1) Donnez le domaine de définition de F.
2)) Montrez, pour tout x € [0,1], F(x) = ¥} 2. 2
% ) Montrez, pour tout x€ ]0,1[, F(x)+F(1-x) = & —In(1 - x)In(x)
Indication : on pourra procéder a une intégration par parties et utiliser Y # = %2.

Laurine Pierre 2022 | Nicolas Blandin 2021 | RMS 132-1169

n

In(1-1)
t

1) Attention! a bien raisonner avec le role de x. La fonction f (1) = n'existe que pour 1 — ¢ >0 et t # 0, soit

te]—oo0,0[ U]O,1].

Meéthode 1 : D’apres le cours, 'existence de l'intégrale nécessite au moins que l'intervalle ] 0, x[ vérifie ] 0, x[ c
] —00,0[ U ]0,1].Je vous laisse réfléchir au fait que ceci impose x € | —00,0[ U |0,1| = D. Montrons F définie sur
D:

* festcontinue sur |0, x|, d’apres la remarque antérieure

e Etudeent=0: f(t) ~o _Tt = —1, f se prolonge en une fonction continue en 0, pour tout x € D.

e Etude en t = x : La fonction f est continue en x si x # 1, par conséquent on étudie que le cas x = 1, soit

Inu

=y ~u=0 In u intégrable en 0, c’est du

I'étude en ¢ = 1. Le changement de variables u = 1 — t ameéne f*(u) =

cours!

Méthode 2 : On peut s’y prendre un peu mieux : comme f(f) ~¢9 —1, f peut se prolonger en une fonction continue
sur J = | —0o,1[ que l'on notera fpour ne pas « tricher » avec les raisonnements. On sait alors, théoréeme de Sup,
que G:x — [ f( t)dt est définie et méme continue, dérivable, C! sur I, c’est la primitive de fqui s’annule en 0.

Or comme fet f sont continues par morceaux et ne différent que d'un point, on sait F(x) = G(x)

Remarque : On s’apercoit que la 2¢ méthode ne donne pas tout a fait le méme domaine : il y a 0 en plus ...En fait
dans la premiere méthode on peut montrer que F se prolonge par continuité en 0. Et d’ailleurs aussi en 1, puisque

I'intégrale fol f converge. Bref, on pourrait dire Def F = | —o0o,1] . Tout ceci est complexe.

2) Par la deuxieme méthode F est dérivable sur J est F'(x) = —ln(%. Cette fonction admet un DSE usuel sur
e8] xn +oo hn—1

.
| -1,1] quiest% Y —=)
n

. Par théoréme de cours F admet alors le DSEsur | —1,1[ (doncsur [0,1])

=1 . p=1
+00 n
qui est obtenu « par primitivation» en n’'oubliant pas la valeur en 0 qui est F(0) =0, soit V x € [ 0,1 [ , F(x) = Z —
n=1 n

Reste la valeur en 1, une « histoire» de continuité, je vous rappelle, mais je ne mets pas les détails : on passe
a la limite lorsque x — 1, la série entiere est continue en 1, puisqu'il y a convergence normale sur [0,1] :

SUP ye10,1]

est possible puisque l'intégrale fol [ converge, déja dit dans la remarque. Ouf!

fl—z = # Quant a la fonction F, elle n'est pas définie en 1, il faut la prolonger par continuité ce qui

1 1
%) Il faut penser a dériver! Je ne mets pas les détails : la 2¢ dérivée vaut — < In(1-x)+ 1= In x. Quant au premier
-X

membre, on applique le théoréme plus haut : F'(x) = — f(x) = —ln(% et, par dérivée composée, (F(1 — x))' =
-F'(1-x) = —( - W) On retrouve la méme valeur. Comme ]0,1 [ est un intervalle, les deux fonctions
différent a une constante pres : On prend la valeur en 0 (ou la limite par continuité) : In(1—x)In(x) ~o —xIn(x) — 0
+00 7172
et (F)+FA-x))0)=F1)= ) —=—
n=11 6
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CCP PSI 2021-2019 | CCP PC 2017(calcul intégrale de Dirichlet) LivkRe Laplace Déraillé
Enoncé 171 ) e o
Pour (x, 1) e R* x R**, on pose g(x, 1) = %OSI et fx) :f glx,p)dretl :f Sl—Itltdt
1) PC: Déterminez la limite de g(x, t) lorsque t — 0. ‘ ‘
2 ) Montrez que f(x) existe pour x = 0.
% ) Montrez f continue sur R*.
4) Montrez f de classe C? sur |0,+oco[. (PC:de classe C!)
7 ) Déterminez les limites de f et f "en +oo. (PC:Question absente) .
6 ) Montrez f'(x)=Inx- %ln(x2 +1). (PSI2019,PC: calculez f'(x) et f(x)) .
7)) Exprimez I en fonction de f(0) et en déduire sa valeur. (PSI 2019 : Justifiez I'existence et calculez I)

Emy Courtois 2021 | RMS 130-1262 128-1159

2) On ales propriétés suivantes :

l-cost _.; .
* g:t————e "' est continuesur |0,+oc |, et ce pour tout x > 0.
t
e Etudeent=0:
/2 , 1 . : o Dk
g(1) ~=0 Te = > se prolonge donc en une fonction continue sur [0, +00 [, pour tout x =0 d’ou I'inté-

grabilité sur ] 0,1]
e Etudeent = +oo
0< | g(t)| < 32 x 1 car xt = 0. Par critéere de comparaison d'une fonction positive, on en déduit I'intégrabilité
de g sur [1,+oo[ pourtout x = 0.
Lintégrabilité de g sur |0, +oo [ ameéne l'intégrale f(x) = f0+°° g converge absolument donc converge pour x = 0.

Remarque : Je vous rappelle que démontrer que (une fonction f quelle qu’elle soit) existe pour x = 0 ce n’est pas

la méme chose que démontrer Def f = R*. Il n'y a qu'une inclusion (je vous laisse réfléchir laquelle)

%) Onpose f(x,1) = % e *! La continuité de f sur R* résulte de I'application du théoréme de continuité d’'une
intégrale a parametre :

e VxeR", t — f(x, ) est continue par morceaux sur |0, +oo [
e Ve ]0,+o00[, x— f(x,1) est continue sur R*

* Hypothese de Domination sur tout segment [a,b| cR”" :
1-cost
<

l—cost _,,
2 ¢ —Tzf(t)

La majoration résulte de x¢ = 0. ¢ est continue par morceaux et intégrable sur |0,+oo[ pour des raisons

vxe[ab] <R, Vie 0,400, |

analogues a Q1

4) On applique le théoreme de C? pour une intégrale a parametre sur K = R** . Les dérivées partielles premieres
et secondes de f(x, t) par rapport a x existent bien pour (¢,x) € | 0,+00[ x | 0,+00] et:

0 r—1 02
Y (x, )€ Kx ]0,+o00], %(x, = B80T ot é(x, =(1-cost)e ™

* VxeK, t— f(x,1) c/m et intégrable (Q1) sur |0, +00].
e VxeK, t— %(x, #) continue par morceaux sur |0, +oo .
* Vre]0,+o00[, x— g—ﬁ(x, t) continue sur K.

2
e VxeK, t— % (x, t) continue par morceaux sur |0,+oo].

2
Vite]0,+o0[, x— %(x, 1) continue sur K.

* Hypothése de Domination sur tout segment [ a,b] < |0,+o0|
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Ici, contrairement a Q2, a > 0.

of 2 0’ f
Vt>0,Vxel|ab ,‘—x,t’s—e“”: t —x,t’sZe_‘”: t
[a,b] dx( ) p w(t) 6x2( ) (1)

On a utilisé la décroissance de x — e™*" car t = 0.y et & sont bien intégrablessur |0, +oo | par prolongement

par continuité en 0 et critére > f(1) en +oo qui est ok car a > 0, le strict est essentiel ici (je ne mets pas les

détails ici)

T cost—1

Onadonc Vx>0, f’(x):[ :
0

+o00o
e dr  f'(x) :f (1-cost)e * dt
0
7 ) Iln'est pas utile ici d'utiliser la caractérisation séquentielle de la limite associée au théoréme de convergence

dominée de Lebesgue, car une simple majoration suffit :

o0 1 —cost
05)f(x)|sf ‘—e‘“
0

X—+00

+00 1
dtst e ldr=N- —/2,0
0 X

t2
, torcost—-1 _
Os’f(x)'s lfe
0

1-cost

t2
limite 0 en +oo (par majoration élémentaire). Un résultat, pas stricto-sensu du cours, mais fait plusieurs fois en

X—+00

+00 1
dtst e Mldr=M- 2,0
0 X

On a utilisé que (rp. 1_C[°S L) sont continues sur [0,+oo| (par prolongement en 0, vu plus haut) et ont pour

cours, déja rédigé, fait en sup, je ne le refais donc pas ici, donne que ces fonctions sont bornées sur [0, +oo[ (le N

etle M). Allez le revoir, il utilise les €.

6)
+00 +00 +00 X
Vx>0, f”(x)=f (1-cost)e *'dr =f e‘“dt—f Re (e V1) dt
0 0 0
1 Y00 e 1 el =100 O) 1 1y 1 —i-xy 1 x
=——§Re(f el ¥ dt)=——§Re([ - = —+§Re(,—)=—+§Re( ):__
X 0 X i—x le=0 X i-x) x 1+ x2 x 14x2

Il faut justifier proprement la limite complexe, en se rappelant qu'une limite est nulle ssi celle du module est nulle.
Or |e(i—x)t

xt [—+oo

=e" 0 car x est strictement positif

On termine en primitivant et en remarquant que ]0, +oo[ est un intervalle (donc une seule constante : V x >

! _ 1 2 s 1 2\ X
0, f'(x) —C+lnx—§ln(1+x ). On utlllseln(x)—zln(l+x )—ln(m)

X—+00

In1 =0 etle résultat de Q4 pour

arriveraC =0

7) 1lfaut effectuer une derniere primitivation avec uneipp: u'=1v=Inx— %ln(l +x)u=xv = % -z

1 1 1
flnx—éln(1+x2)dx =x(1nx—§1n(l+x2))—fx(;— 1+xxz

1
) =xlnx-— Exln(l + x2) —arctanx+C

On trouve la constante par la limite nulle en +oo, mais attention, lim, ., xInx — %xln(l +x%) —arctan x = —% et par

suite C = 7. Finalement :

1 9 b4
Vx>0, f(x)=xlnx- len(l + x°) —arctan x + >

8) I=f(0) etla continuité en 0 de f (Q2) permet le passage a la limite dans la formule plus haut (a priori vraie
pour > 0). On a clairement la limite en 0 égale a 7 qui est donc la valeur de I. On aura reconnu l'intégrale de
Dirichlet
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CCP PSI 2021 (équivalent suite-intégrale) Déraillé

EnonNcé 174  On pose pour tout neN, I, = f _—
o 1+n%x3

o0 gin(nx)

1) Montrez I'existence de I,,.

1 +00 n”?’sm(nl,s)

2 ) Montrez Ian]n avec]n:j(; S
% ) Montrezlim J, = K avec K = f dr

) In 1+ t3
4) Al'aide d'un changement de variables, montrez K = f0+°° T +1 = dr
% ) Prouvez 2K = [ 1L dr et en déduire I,, ~ ZZ V3
Camille Havard 2021

1)
* frnix— % continue sur [0 +oo| et ce pour tout neN

e 0= |f)= m ~¥=+o0 W Attention! pour n # 0.
Du critere de majoration et d’équivalent d’'une fonction positive a une fonction de Riemann intégrable en
+00 (3>1), il en résulte f, intégrable sur [0,+oo].

Il en résulte I'existence de I,, pour n = 1. Ij existe par nullité de I'intégrande.

2) Le changement de variables u = n*3x du = n*3dx de classe C! bijective de |0, +oo [sur ]0,+oco[ameéne :

L vosin(nyiz) du 1 [t n'’3 sin (L) o
"=, 1+ nB i ), 1+ 18 u=—s3/
gn(u)
?)
* Etude de la convergence simple de la suite de fonctions g,, sur |0, +0o |
. sin(4fz) ¢ - t . _sinu
On écrit g, (1) = t” 3 ot 3 pour tout ¢ >0, car lim——=1
o L+ 1+¢ 0 u

* Hypothese de Domination :

nl/S 1/3 |

sin (—{)
1+13

n1/3| < t

VneN,Vi>0, = (1)

=]
gnh) 1+13 1+13
On a appliqué I'inégalité de convexité usuelle | sin u| < |u|. On a clairement ¢ intégrable sur [0,+oo | ! (laissé

au lecteur)
t

1+t3dt:K

+0o0
Le théoreme de convergence dominée de Lebesgue s’applique lim J, = f
0

1
4) C’estle changement u = p C! bijectif de ] 0,+oo| sur ] 0, +oo . Je ne mets pas les détails ici.

7 ) Egalité intégrale immédiate avec Q3 et Q4 :

1 too 14+t
2K=K+K= f dr + dt:f ——dt
1+t3 1+13 o 1+13

Comme lim J,, = K # 0, on déduit J, ~ K et de Q2 :

I = 1 ] 1 K= 1 f+°° 1+tdt_ 1 f+°° 1 dr
PTps3Tt T ys3T T opsis fo 148 T 2m83 o 2—r+1

r—

+oo_ oo d(t_l) +00 _
etfo fz_lHldt:fo m: [—arctan( 7 ) . :%(g—arctan(é)):% 2?”

2

D=
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CCP PSI 2021 - CCP MPBQ 2021 (foncn’on+r) Déraillé
Enoncé 176  On définit I'(x) :f - t*levldr.
1) Donnez domaine de déﬁnitionode I.
2 ) Trouvez une relation entre I'(x + 1) et I'(x). En déduire I'(n).
%) CalculezT'(3)
4 ) Montrez Gamma continue puis dérivable sur son domaine de définition. Précisez I"'(x).
7 ) Antoine n’est plus tres str : Donnez la valeur pour laquelle I’ s’annule. Calculez I’ (x). Donnez les limites de
I' aux bornes du domaine de définition. (BQMP : Question absente) .

Antoine Michon 2021 BQMP 2021-029

1) Ona:
 t— t*"le~! continue sur |0, +oo[ et ce pour tout x réel. (Attention! pour x non entier, t*~' = ¢*~1In%)
o "ol o t¥Ix1 = % qui par le critere de Riemann et d’équivalent pour une fonction positive (loca-
lement) amene l'intégrabilité sur |0,1] siet seulementsil—x<1 < x>0.
(On peut donc dans la suite ne considérer que x > 0, si besoin est)
* Le critere t?f(¢) amene [EIPOO 2t 1e~! = 0 par croissance s comparées, d’oi1 'intégrabilité sur [1,+00] et

ce pour tout x réel.
Conclusion : Defl = R™*

2) Uneippavecu=1t* v'=e! u'=xt*! v=-e"amene:
oo X —t X —t [=+o0 oo x-1_—t X —-00
Vx>0,I‘(x+1):f t'e dt:[—te i T xt' e " dt = xI'(x) (0*=e"*=0carx>0)
0 = 0

Une ipp directement en +oo est licite ici puisqu’on reconnait dans le second membre une intégrale convergente

puisque c’est la fonction T'.

Une récurrence immeédiate, que je ne fais pas ici, amene pour n entier, I'(n) = (n—1)!

(le « décalage» de —1 provient du x — 1 de 1),

%)

1 +oo ,—1 +oo ,—U? +o0 +00
F(—):f e—dtzf ¢ 2udu=2f e_“zduzf e Wdu=vr
0oVt 0 u 0 —00

On a effectué le changement de variables u = /7 de classe C' de ]0,+oo|[ sur |0,+co[.Ona ¢ = u? et dt =2udu.
On areconnu l'intégrale de Gauss. Peut-étre I'examinateur voulait savoir si vous le saviez ou peut-étre I’a t'il donné

en indication. Antoine ne me I’a pas précisé.

4) Je fais juste la domination dans les 2 cas. Je ne vous conseille pas néanmoins de procéder comme cela ou alors

demandez la permission a '’examinateur avant.

1y th=le ! sitr=1
e ’S = (1)

Vxe[ab] c]0,+00[V1>0,
%™t sio<t<1

On a utilisé la croissance / décroissance de x — e*"D"? selon ¢t >< 1 carInt >< 0. ¢ est intégrable en 0 comme

en +oo car on reconnait I'(a) et I'(b) avec a, b > 0.

o In¢| P le t sit>1
Vxe [ab] c]0,+00[VE>0, ‘—f(x,t)| =|Int] +* e < = (1)
ox [Int| % le t sio<t<1
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11 faut ici reprouver l'intégrabilité en +oo par le critére lim, o t* |In¢[t?~1e™! = 0. En 0 aussi, car |In ¢t le™! ~
—t*Int. On prend limg t* t*"'In t = 0. Une analyse montre qu’on doit prendre 1 — a < A < 1, soit, par exemple,

la demie-somme A = %(2 -a)

+00
I (x) :f Intt* e tdr
0

%) Par une domination analogue, on démontre (I')’(x) = f;"* In® t*"e~'dt. On en déduit I')’ > 0, soit I" stricte-
ment croissante (et I' convexe). I s’annule au plus une fois. Reste a utiliser le théoreme de Rolle : T'(1) =T'(2) = 1

et donc s’annule (au moins une fois) entre 1 et 2.

I'(x+1) = xI'(x) : on passe a la limite lorsque x — 0 en utilisant la continuité en 1, qui amene limy xI'(x) = 1, soit

I'(x) ~o %, donc limg, I' = +o0

En suite en utilisant la partie entiere et la croissance I'(x) = I'(E(x)) = (E(x) — 1)! donc lim;o, ' = +o0.
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VIIl — Espaces Vectoriels Normés

CCINP PSI 2021 (normes équivalentes sur espaces de fonctions) Deéraillé
Enoncé 142
On note E = {f € €'[0,1], f(0) = 0}. On pose, pour toute fonction f € E, N(f) = | flloo + I /'llo €t N'(f) =
I1f+ flloo-
1) Montrez N et N’ sont des normes sur E.
2)) Etablir, pour tout x € [0,1], ¥ f(x) = [; e’ (f () + f' (1)) dt.
% ) Montrez il existe deux réels &, ftq V f € E, aN'(f) < N(f) < BN'(f).

RMS 132-1155

1) On applique les propriétés connues de norme de |||l sur les fonctions continues : & noter que f et f’ sont
bien continues par I'hypothese C! de I'énoncé. N est une norme car c’est clairement une application dans R* et
elle vérifie les 3 propriétés :

* Pour f,g€ E, N(f +8) = I f + glloo + I(f +8)'lloc <l fllcc +&lloo + 1/ llcc + 18" lloc = N(f) + N(g)

* Pour LeR, f€ E, NAf) = lIAfllco + 1A oo = Il flloo + AL floo = IAIN(f)

¢ Supposons N(f) = flleo + | f'llo =0.On en déduit || flloo = f'lloc =0 puis f = f'=0sur [0,1], en particu-

lier on a bien f identiquement nulle.

Pour N/, je ne démontre que la 3¢ propriété, dite de « séparation». Si N'(f) = 0, alors f+ f' = 0sur [0,1] . Léquation
différentielle s'integre immédiatement en f(x) = Ce™*. On se sert alors de ’hypothése supplémentaire f(0) = 0 qui

amene C =0.
2)
Vxe [0,1] f e(f+f(n)de :f (e‘f(t))’dt =e*f(x) - e’ f(0) = e* f(x)
0 0

%) Onaimmédiatement N'(f) = f+ [lloo < I flloo + I f'lloo = N(f). Pour I'autre inégalité, on utilise Q2 :

le*fxo)| = |f0 et(f(t)+f’(t))dt‘ Sfo et|f(t)+f’(t)|dt§f0 el f+ flloo dt
=f+ fllo fo erdr=f+fleo (-1 <(e-1) N'(f)

Comme, pour x€ [0,1], |f(x)| <|e*f(x)], il suit || flleo < (e—1)N'(f). Ensuite on écrit :

1 Moo = I1f"+ F= flloo <If+ flloo + 1 fllo < N'(f) + (e—D)N'(f) = e N'(f)
On termine, en ajoutant les 2 dernieres inégalités : N(f) = || flloo + Il [ llo < (e=1)N'(f) +eN'(f) = 2e—1)N'(f)
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CCP PSI 2021 (limite suite endomorphismes) Déraillé

ENoncé 146
Soit E un evn de dimension finie et soit f un endomorphisme de E telque Vx € E, || f(x)]l < [l x]|.

1) Soit x € Ker(f —Id)n Im(f — Id) et y tel que x = f(y) — y. Déterminez f"(y) en fonction de x, y et n.

2) En déduire E = Ker(f —Id) @ Im(f —Id)
% ) Emy ne s’en rappelle plus. Il y a un résultat qui demande alors de démontrer que la suite de vecteurs %(x +

f(x)+---+ f"1(x)) a pour limite, lorsque n — +oo, la projection de x sur Ker (f — Id) parallelementa Im (f - Id).
C’est peut-étre cela??

Emy Courtois 2021

1) Puisque x € Im(f - Id), alors x = f(y) — y. D’autre part x € Ker(f — Id), soit f(x) = x. Ceci ameéne f2(y) =
W) =fx+y) = fx)+f(y) =2x+ypuis fg(y) = fRx+y)=2f(x)+ f(y) =3x+y.On conjecture f*(y) = nx+y

que I'on démontre par récurrence. Je vous laisse le traiter.

1 (f™(») - y). On va faire alors des limites. Je rappelle que les limites

2) De la question précédente, on tire x = -,
(dans les evs) n'existent que dans les evns (n comme normé) et qu’elles ne peuvent se prouver proprement que

par 'utilisation des normes justement. Je rappelle entre autres, que u;,, — 0 ssi ||uy| — 0.
Lhypothese || f(») |l < [l yll ameéne par récurrence immédiate || f ()|l < || y|l. Par suite :

0=l = | %(f”(y) SUE % 20y

Il vient x = 0, soit Ker (f —Id)n Im(f—1d) c {0} d’ouI'égalité, 'autre inclusion étant immédiate. Le théoreme du

n—+oo
0

rang, appliqué a f — Id donne alors I'assertion de I'énoncé : E = Ker(f —Id) @ Im(f - Id)

3)
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IX — Analyse : Autres

CCINP PSI 2021 (équation différentielle linéaire d’ordre 2)
Enoncé 174  On considere I'équation différentielle (E) : (x* - 1)y +2xy -2y =0.
1) Déterminez les solutions polynomiales de (E).
2 ) Trouvez une équation différentielle (E ") vérifiée par x — z(x) = % y(x).
%) Cherchez a, b, c tq xz(;ffi) =2+ % =t
4 ) Résoudre (E'). En déduire toutes les solutions de (E).

RMS 132-1175

1) Je rappelle qu'il faut préter immédiatement attention si le « coefficient dominant » s'annule, ici x> — 1, cela
pourrait mettre en défaut les théoremes. On se place donc ici sur un des intervalles | —co,—1[ ou | —1,1[ ou
]1,+00].

Une méthode pourrait étre de chercher d’abord toutes les séries entiéres Y a,x" solutions puis de déterminer
celles telles que a,, est nul a partir d'un certain rang, mais c’est en général peu efficace. Procédons comme suit :
cherchons d’abord les degrés (éventuels) des polyndmes solutions en raisonnant sur le terme de plus haut degré
du polynéme solution : a,x" (donc a, # 0).

e Le terme de plus haut degré de (X? — 1)P"(X) est n(n—1)a, X".

* Le terme de plus haut degré de 2XP'(X) est 2na, X".

* Le terme de plus haut degré de —2P(X) est —2a, X"
Par conséquent, ona n(n—1)a, X" +2a,X" - 2a,X" = (n*> + n—2)a, X" = 0. Ceci ameéne n = 1. On cherche alors

les polyndmes solutions sous la forme aX + b et on arrive (je ne mets pas les détails ici) a a X.

2) Jerappelle la méthode de Lagrange, qui est que lorsque I’on connait une solution f de l'équation homogene
d’une équation différentielle linéaire du 2¢ ordre (comme ici), alors on effectue le changement de variable y = fz
dans I’équation compléte avec second membre. Ceci aboutira a une équation incompléte du 2¢ ordre, un 1¢* ordre
en z', qui elle, est « résolvable» par double intégration. Cette méthode n’est pas stricto-sensu au programme; il est
néanmoins mieux, pour un éléve ambitieux, de la connaitre. A noter que 1’énoncé, ici, vous la donne, cad donne

le changement de variables, mais a 'envers....

y=xz x(=2)
y=xz'+z x 2X
V' =xz"+2x7 x (x*—1)

On note que ce changement de fonction inconnue nécessite, pour un raisonnement propre, « d’enlever » 0. On se
place donc sur I'un des 4 intervalles | —oo,—1[ ou | —1,0[ ou ]0,1[ ou ]1,+00] . y est donc solution de (E) sur

un de ces intervalles ssi z y est solution de :

(x® - D (x2" +2x2) +2x(x7 +2) —2x2=0 = x(x* - 1)(2) + @x*-2) 2/ =0 (E)

2—4x> -2 -1 -1

- = 4y
x(x2-1) x x-1 x+1

%)
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4) Une premiére intégration ((E') équation différentielle linéaire du 1°" ordre en z’) en:

z’=Cexp([—xz(;f_xi)dx):Cexp(f(_?z+x_—_ll+x_—+ll)dx)

1

=C exp(—21n|x|—1H|x—1|—ln|x+1|) =C 2 |x2_1|

Justifions proprement que 1'on peut « enlever » la valeur absolue : sur chacun des 4 intervalles (d’ou leur impor-
tance ici aussi) le signe de x? — 1 est constant. On a donc Cx un signe constant qui est une constante quelconque.
OnI'appellera C aussi par commodité. Pour une 2¢ intégration, on re-décompose en éléments simples, ici c’est un
peu plus dur (racine multiple) je mets un peu plus de détails :

1 a b c d

- = —
x2(x2-1) x x2 x-1 x+1

en xx? puis valeur en x = 0, on trouve b = —1. Méthode usuelle identique pour (x — 1) et (x + 1), on arrive a ¢ = %

etd= —%. Pour trouver la derniere valeur, on pourrait prendre une valeur, x = 2 étant le plus simple mais on va
utiliser la méthode efficace : on xx et on prend la limite en +oco: 0=a+0+ % - %, soit a =0.

, -1 1/2 -1/2 1 1 x-1
Z:C(—+—+ ) — Z:C(—+—ln|—
x2 x-1 x+1 x 2 lx+1

Ne pas oublier de mettre des valeurs absolues lorsque I’on primitive en In.

)+D

1 x—-1
Finalement |y=C (1+ 5xln|?)) + Dx
x

Attention! que ces solutions ne sont valides, a priori, que sur 'un des 4 intervalles | —oo,—1[ ou | —1,0[ ou |0,1]

ou | 1,+oo| (oules sous-intervalles). On retrouve bien une structure de R-ev de dimension 2.
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CCINP PSI 2021 (trigonalisation et systeme différentiel) DEéraillé

-1 4
Enoncé 167  Soitla matrice A = ) 3)
1) Montrez A non diagonalisable.
2 ) Montrez il existe une base (e, e») qui trigonalise A. Donnez T.
X = —x+4
% ) Résoudre le systeme différentiel { u
Yy = —-x+3y

4 ) Comment faire pour trouver les constantes sachant x(0) = y(0) = 1.

Romain Desloges 2021

1) On calcule immédiatement y 4(A) = A% — tr (A)A +det(A) = (A —1). 11y a alors 2 méthodes :

Méthode 1:0nal-A=(323);ilsuitigl—A) =1 (c=-2C—-1) doudimE(l) = Ker(I-A) =2-1# p(l) =2,
donc A est non diagonalisable.

Méthode 2 : Comme A n’a qu’'une seule valeur propre 1, elle n'est diagonalisable que ssi c’est A = 11 ce qui n’est

visiblement pas le cas. C’est limite-cours mais je vous ai fait la démonstration plusieurs fois.

2) Lorsqu'il y a un « défaut de 1 vecteur propre», ou plus précisément, la somme des dimensions des espaces
propres est égale a n—1, il est trés facile de trigonaliser : on construit une famille libre de 7 — 1 vecteurs propres et
on la complete par n'importe quel vecteur (qui n’est pas lié tout au moins). La matrice dans cette base sera alors
triangulaire. C’est le cas ici. Préter attention au fait que dans certains énoncés on vous donne explicitement la
matrice T a construire : ¢’est un peu plus compliqué, il faut faire une analyse pour déterminer la base.

La Q1 a remarqué C, = —2C; pour I — A ce qui vous donne, sans calcul, un vecteur du noyau Ker (I — A) = E(1),
soit e; = (2,1). Expliqué plusieurs fois en cours,je ne le refais pas ici. Sinon, vous résolvez le systeme 2 x 2. On
complete par un vecteur quelconque, le plus simple possible, mais non lié : on va prendre e, = (1,0). Reste a
calculer les coordonnées de Ae, dans cette base (e;,e2). On a Ae, = C1(A) = (—1,-1) = a(2,1) + B(1,0). On obtient

a=-1p=1.Puis:
21 -1
P= =T
0 1

1
7 ) Le systeme différentiel s’écrit X' = AX avec X = Y(x,y) € 4,1 (R) (notez la transposée. . .) Je rappelle qu’en fait

1,5 (L
P AP =

X (1) est « plutét » une application de R dans .45 1 (R). On note Y = P~ X = {(u, v)

, , -1 S 1w i W = u-v u = De'-Cte!
X =z=AX<—= X =PTP X =Y =P X =TP X< —
— v o= v v = Ce!

X (2D + C)e! —2Ctet 2e! el —2te’
y De' - Cte’ e’ —te!

La deuxieéme écriture vous montre (et prouve) que 'ensemble des solutions est un R-ev de dimension 2, sev des

Je n’ai pas mis les détails. On termine avec : (

fonctions de R dans .4 (R). C’est du cours.

4) LE théoreme de Cauchy linéaire (ou Cauchy-Lipschitz) nous donne 'existence et 'unité d’'une solution pour
une condition initiale donnée, ici X(0) = %1,1). JE trouve la question « bizarrement posée » : pour trouver les

constantes, cad al solution, vous résolvez le systeme x(0) =1 et y(0) =1.Ontrouve C=1let D=1
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CCINP PSI 2021 (lancement dé) DEéraillé
Enoncé 169  Soit un dé équilibré a 10 faces numérotées de 1 a 10. On lance le dé jusqu’a obtenir un chiffre
inférieur ou égal a 6. On note X le chiffre du dernier lancer.
1) Soit N le nombre de lancers obtenus. Déterminez la loi de N.
2) Pour tous (k,n) € [1;6] xN*, calculez P(X = k, N = n).
%) Calculez P(X = k). En déduire la loi de X.
4) Les variables X et N sont-elles indépendantes?

BEOS 5961

1)
* Ici, 'expérience aléatoire est le lancer d'un dé de type succes / échec ou le succes est I'obtention d’'un chiffre

< 6 de probabilité p = 1% = %

* Les expériences sont bien répétées indépendamment.
» Lavariable aléatoire N mesure le nombre de lancers obtenus jusqu’a la a réussite

Par conséquent, N suit une loi géométrique de parametre p, N — 4( % ).

2) pourtousl<sk<6etn=1,

ol w

1 2\n-1
P(X=KnN=n)=P((X=K | (N=m)P(N=n)=P((X=K| (N=1))><P(N=n)=g><(g)

%) Onapplique la formule des probabilités totales a (X = k) avec le systéme complet d’événements ((N = n)),., :

T 1,2\n-13 3 t0 2\n-1 1/10 1
rx=k=Y (5] 55 L) =155

On aura reconnu une somme de série géométrique « complete». X suit une loi uniforme sur [ 1; 6|

4) Lesvas X et N sont indépendantes car pour tous 1 < k <6 et n =1, on peut écrire :

1 (2yn-13
P((X:k)m(N:n)):gx(g)n S=P(X=k P(N=n)
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CCINP PSI 2021 (premier succes jetons distincts) DEéraillé
Enoncé 171  On dispose d’une urne qui contient 3 jetons numérotés 1,2,3 et dans laquelle on effectue des
tirages avec remise. Soient Y la va correspondant au numéro du tirage ou I'on obtient pour la premiere fois un
chiffre différent du premier chiffre obtenu et Z la va correspondant au numéro du tirage ou1 I'on obtient pour la

premiere fois un troisieme chiffre.

1) Déterminezlaloide Y.

2) Quelle estlaloi de Y — 1? En déduire 'espérance et la variance de Y.
% ) Déterminez la loi de (Y, Z).

4) En déduire la loi de Z.

RMS 132-1182

1) Onaclairement Y (Q) = [2; +oo] . Notons A; (rp. B;, C;) 'événement « On a tiré le jeton 1 au i° tirage» (rp. « le
jeton 2», « le jeton 3»). On peut alors écrire I'événement (Y = 2) qui signifie un jeton quelconque au 1° tirage et un

autre au 2° tirage :

(Y=2)=(A1NnB)U(A1NC)U(CinB)uU(CiNnA)U(B1NA)U(BINEC)

—~
Il}g

P((Y=2) P((A1NB2))+P((A1NC2))+P((C1NB))+P((CinA))+P((BinA))+P((BinCy))

—
}w
)

P(A1)P(B2) + P(A1)P(C2) + P(C1)P(B2) + P(C1)P(A2) + P(B1)P(A2) + P(B1) P(Cy)

11 1 1 1 1 1 1 1 1 1 6 2
= —X—F—X—F—X—F—X—F—X—F—X— = — = —
3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 9 3

wl—

* (1) Ces 6 événements (entre parenthéses) sont visiblement incompatibles (sil'un se produit, pas 'autre!)

*(2) D’apres'hypothése de tirage avec remise, les A;, B;, C; sont indépendants de A;, B;,C;j avec j # i

Le traitement de I'événement (Y = 3) est similaire

(Y=3):(A1ﬂAzﬂBg)U(AlﬂAzﬂCg)U(C]ﬁCzﬂBg)U(ClﬂCzﬂAg)U(BlﬂBzﬂAg)U(BlﬂBgﬁC3)
1 2

P((Y=3))=6xP((A1nA2NB3)) = 6><3—3 -5

Un raisonnement analogue améne P ((Y = n)) =

3n—1

2) Onpose U =Y —1. Premiérement U(Q) = [ 1; +oo] . Ensuite :
Vnzl, PU=n=P(Y =n+1)=— 1 2)"_12
n=z1, =n)= =n = — = _— —
3n 3 3
Il vient que U suit la loi géométrique de parametre p = % On sait alors E(U) = % = % et V(U) = 1;—2‘” = %' Puis

EV)=E)+1=3etV(Y)=V(U) =3
Remarque :Je rappelle que E(aX + b) = aE(X) + bet V(aX + b) = a’V (X).

%) Déterminons P(Y = n,Z = m) pour n =2 et m = 3. On peut déja remarquer que si m < n, cette probabilité est

nulle (je vous laisse y réfléchir). Pour tous m>n=2:

2\ym-n-11 2 2m=n
P((Y=n)m(Z=m))=P((Z=m)|(Y=n))><P((Y:n)):(§) T

Puisque entre « l'instant» n+1 et m—1 («durée» m—1—(n+1)+1=m—n—-1), on tire nécessairement I'un des

deux jetons tiré au début, soit probabilité % et au « temps» m on tire le dernier jeton, probabilité %
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4) Z étant une loi marginale du couple de variables aléatoires (Y, Z), on l'obtient par la formule des probabiltés

totales et le systeme complet des événements ((Y = n)) =2 -

+00 m-1 m— 12m n
Ym=3,PZ=m)=) P((Y=nn(Z=m)=) P(Y=nn(Z=m))= Z
n=2 n=2 =
zmm 1 2m2m11 2m2m31
Zz__gm—lzznz 3m122n
_2mEl—qmr |2mtiop
S3m-lo1-1/2 | 3m-l
-61 - Benoit Caritey bcaritey@free.fr Lycée Chrestien de Troyes.
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CCINP PSI 2021 | CCPBQ MP 2021-2015 (appels téléphoniques) ¥

Enoncé 177  Une secrétaire effectue, une premiere fois, un appel téléphonique vers n correspondants distincts.
On admet que les n appels constituent n expériences indépendantes et que, pour chaque appel, la probabilité
d’obtenir le correspondant est p, avec p €]0,1[. On note g = 1 — p et X la variable aléatoire représentant le nombre
de correspondants obtenus apres une série d’appels.

1) Donnezlaloi de X. Justifier. Précisez E(X) et V(X).

2) Lasecrétaire rappelle une seconde fois, dans les mémes conditions, chacun des 7 — X correspondants qu’elle
n’'a pu joindre au cours de la premiére série d’appels. On note Y la variable aléatoire représentant le nombre de
personnes jointes au cours de la seconde série d’appels et Z au nombre total de clients joints.

(i) Exprimez Z al’aide deX etY. Précisez les valeurs possibles pour Z (MP : Question absente)

(ii) Calculez P(Z =0). Montrez P(Z=1)=n pq2”‘2(1 +¢q) (MP:Question absente)

(iii) Soit i € [[0, n]]. Déterminez P(Y = k| X =i).

(iv) Montrez (2-1) (%) = (¥) (%) puis P(Z=1) = (}) 1 - ¢*)'(¢®)""". En déduire laloi de Z. (MP :

(ii) Prouvez que Z suit une loi binomiale dont on donnera le parameétre. Indic : on pourra utiliser, sans prouver,
(2 (1) = () (F)

(iii) Espérance et variance de Z?)

RMS 132-1188 | BQCCPMP 2021-98 2015-98

1)
* L'expérience aléatoire est ici appeler un correspondant ot1 le succes est la réussite de I'appel, probabilité p
* Les appels entre les différents correspondants sont indépendants (c’est dans I'énoncé).
¢ X représente le nombre de correspondants obtenu apres une série d’appels (aux n correspondants)
Par conséquent X suit la loi binomiale de parametres net p: .X — %(n,p, ). On sait alors E(X) = np et V(X) =
np(-p).

2) Y estle nombre d’appels réussis, lors de la seconde phase, aupres des n — X correspondants non obtenus, Z
est le nombre total de correspondants obtenus lors de ces 2 séries d’appels, soit Z = X + Y. Les valeurs possibles

pour Z sont tous les entiers entre 0 et n, Z(Q) = [0; n].

Par positivité du nombre d’appels, (Z=X+Y =0) = (X =0)(Y =0), puis :

1)
P(Z=0)=P(X=0)P((Y=0)| (X=0)) =" (Z)po(l—p)n x(1—p)*=Q1-p? =qg*"

¢ (1) Sachant (X = 0), on appelle n correspondants et1’événement (Y = 0) signifie alors n échecs, soit (1-p)"

(0))]
PZ=1)=P(X=Dn=0)J(X=00n(Y=1)) = P((X=DN( =0)+P((X=0)n(Y = 1))

=P(X=DP((Y=0)|(X=1))+P(X=0)P((Y=1)|(X=0)

n n-1 n n
=\, |Pa-p" (Y =0 [ (X =D)+{ |A=p)" P((Y =D | (X =0)

@
= ap-p) "t A-p) "+ A= p)" np(l-p)" T = np - p)? 22 - p) = npg? P+ )

¢ (1) Incompatibilité des 2 événements, car par exemple, sion a (X =1) onn’'a pas(X = 0)

*(2) Sachant (X =1), onappelle n—1 correspondants et 'événement (Y = 0) signifie alors n— 1 échecs, soit
(1 _ p) n—1
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Sachant (X = 0), on appelle n correspondants et I'événement (Y = 1) signifie alors n — 1 échecs et 1 réussite,
soit np(1 — p)”’1

Sachant (X = i), on appelle n—i correspondants et I'événement (Y = k) signifie alors n—i — k échecs et k réussites,

—i—k :
soit (n ]lc ) A-p)"Fip* Enfait Y /(X = i) — B(n-i,p)

n—il|n B (n—=10)! n! _ n! k\|[n 3 k! n! 3 n!
k=il\li|] (k=D'n-Kk! m='i!  (k—=!(n-Kki! il\k] k=0 kKl (n-k)!  (k-—iD!(n-Kk)!i!

(x= k))OS w<p €St un systeme complet d’événements, on applique la formule des probabilité totales a (Z = i) :

i

=Y P(Z=DIX=K)PX=k=) P(Y=i-k|(X=k) xP(X=k)

=0 k=0

L(n—k| ;& n—k-Gi-k)  [1] K nek 0w [Pk (n) an ik
1- 1- =

kzol k)p (1-p) | |pra-p pkgo elle]a

S T P B
( )P’qzn 2i(1 4 ) = ( )(P(lﬂl))’( 2yn-i

Z—®B(n,pl+q)) caronapl+q) =p2-p =1-(1-p?=1-4°
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CCP PSI 2021-2019-2018 (variable aléatoire Z = X + Y + 1) Déraillé
ENoncé 179  Soit X et Y 2 variables aléatoires indépendantes a valeurs dans N et de méme loi et admettant un

moment d’ordre 2. On suppose que la variable Z = X + Y + 1 suit une loi géométrique de parametre p €]0, 1[.
1) Déterminez |'espérance et la variance de X. (201x: Pas la variance) .

2) Calculez la fonction génératrice de X.

% ) En déduirelaloide X. (201x:Reconnaitre la loi) .

RMS 132-1190 129-1207 | Odlt 26.209

1) Par linéarité de I'espérance, E(Z) = E(X)+ E(Y)+ E(1) =2E(X)+1= %, puisque X et Y suiven la méme loi.

Lindépendance ne sert pas ici. On en tire | E(X) = 2_ P
p
. . . P 1-p 3 s 1- p
Par indépendance, pour la variance on écrit V(Z2) = V(X)) + V(Y) =2V (X) = ra dolu| V(X) = 22
2)
(1) +00 (2)
_ pt
Gz =Y (- ty 1-p)tt = 22
z Z =p n;( p)1) 0

3) 4) (3
BT T E(e X Y 1) = t BN EY) = £ (Gx(n)?

¢ (1) On calcule la fonction génératrice d'une va géométrique de parametre p
* (2) Ici, on abien tous les termes de la série géométrique
*(3) On calcule d'une autre facon, Gz(t) = E (t%) est du cours

* (4) Ces propriétés de « puissance» sont valides pour ¢t quelconque, méme ¢ < 0, car X, Y sont a valeurs

entieres.

* (5) Propriété de I'espérance due a la linéarité (on sort le 7) et al'indépendance de f(X) et g(Y) pour tous

f, g (C’est du cours, lemme des coalitions pour 2). Ici f(x) = g(x) = ¢*

On en déduit | Gx (1) = + /#p)t . le + est justifié (plut6ét que le —) car la fonction génératrice est = 0 pour

t = 0 (comme toute va a valeur entiere, je vous laisse y réfléchir)

%) Enserappelant Gx(¢) = ¥/ P(X =n)t", on peut « retrouver » le coefficient P(X = n) par un développement
en série entiere (on pourrait aussi théoriquement par m (G X(t)) (n) (0), cours sur les séries entiéres, mais c’est moins

usité).

Je rappelle le développement en série entiere de la « racine» \/11Tx et ses différentes écritures (essayez de les com-

prendre), sur | —=1,1] :

1 :(1+x)—1/2: to —2(-3-1)(-3-2)...(-3-n+1) ;
V1i+x n=0 n!
+oo _1(_3)(_2 _2n—1 ) o
:ZO 2( 2)( ’21)' ( )X—Z(l)(n ) K"
n= .
IS (-D" 2n)! e (-1 @n)!

n

T & (emen-2)...2)2n o _,;O 22n (a2

_ +Z ( 1/2) -
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X~- Probabilités

La derniére formule s’appelle formule du bindme négatif, elle n'est pas du tout a votre programme (pour un

coefficient binomial ( ;;), vous devez avoir n, p entiers et 0 < p < n. Néanmoins elle est compréhensible : regardez

n(n-1)...(n—p+1)

la premiére ligne et si vous connaissez (p) = -

vous pouvez la comprendre ainsi son « lien visuel »

avec la vraie formule du bindme proprement dite. Revenons a notre exo :

= (=D"2n)!
Gx(=VP ), —zicns )

n=0

Par unicité du développement en série entiere, on en déduit

(-a-po)"=vp

= a-p"en ,
=5 22n (n!)z

VP U-p"en!
- 22n (n!)z

P(X=n)
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CCINP PSI 2021 (tirage nombre pair de boules dans une urne)
ENoNcé 188  Une urne contient a boules blanches et b boules noires. On réalise n tirages avec remise.
1) Soit B; I'événement « on tire i boules blanches». Calculez P(B;)
2) Montrez ¥\ (1) x¥ = J(@ + 0" + (1 - 0)").
% ) Calculez la probabilité de tirer un nombre pair de boules blanches.

RMS 132-1183

1)

» Lexpérience réalisée est le tirage dans une urne ot le succes est le tirage d'une boule blanche, probabilité

— _a
P=a5:
* Le tirage est avec remise, les expériences sont répétées indépendamment.

» Sion pose Y le nombre de succés en n tirages, on a alors que Y suit la loi binomiale de parametre (n, p)

Par suite| P(B;) = P(Y =i) = ”( a )l( b )n—i_ n M
i) = " i llasp a+b i (a+ b)"

2) Labonne idée est de prendre 'égalité « a I'envers» et d’appliquer le bindme de Newton :
1 1 & [n " (n
-(A+0"+Q-0") == kg —x)k
Lassramn=3 £ 1 £t
1 ny k n 2m LB n 2m
=—2 = =
EI N HES R S S P i KA

0<2m<n m=0

[n/2]

%) Si B estl'événement « tirer un nombre pair de boules blanches», sous-entendu en 7 tirages, B = U By;, puis:
i=0

1) |ns2) 1 Lln2] pr Lni2] 2i
= Y\ 2ipn-2i (v
P(B)" = E P(By;) = E b = =

B= L PRI = & (2;‘)“ a+b" = (21‘) )

@ i i - e b aun
?(a+b)n%((l+g) +(1_%) ):2(a+b)” (( ;a) +( ba) ):

bh—
+%(b+z)n

N =

¢ (1) Lesévénements By; sont clairement incompatibles.

®(2) Question Q2
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CCP PSI 2021 (probabilité matrice 2 x 2 diagonalisable) DEétaillé

Enoncé 190

. .o . e . R 1 X(w) 1
Soient X, Y 2 vas indépendantes suivant une loi binomiale de parameétres (1, ;). On pose M = 0 v
()
L A 2n 2n n n\2

1) En développant de 2 fagons différentes (1 + X)*", montrez ( n) =70 ( k)
2) Calculez la probabilité pour que X =Y (RMS : Question absente)
% ) Calculez la probabilité pour que la matrice soit diagonalisable.

Yassine Kalloo 2021 RMS 132-1185

1) On regarde le coefficient de X" dans (1+ X)?" = (1+ X)" (1+ X)" en se servant de la formule-produit d'un
polyndéme, cad Coef (P x Q,Xi) = Z;'C:O Coef (P, XKy x Coef(Q, X'~k et de la formule du bindme de Newton :
* Le coefficient de X" dans (1 + X)2" est (*").

* Le coefficient de X" dans (1+X)" (1+X)" est ©}_, (Z) (nfk) =Y7r (2)2

2) Lesva X et Y sont a valeurs dans |[0; n]] , par conséquent :

n m 5 @2 5
P(X:Y):P(]CL_JOSX:k)m(Y:kl) =Y P(X=Rnr=k) = ;;oP(X:k)XP(Y:k)

Uy k=0

n 2 n 2 2
ny ok 2n-2k 2n n 2n (&N
=Y |, | Pra-p***=a-p Z( ) =-p) ( )
k=0 (k) =0 \k n
¢ (1) Cette sommation résulte du fait que les événements U sont incompatibles entre eux : Uy N Uy, = @
(pour k # m). En effet si w € Q vérifie w € Uy, il vérifie X (w) = k et donc ne vérifie pas X (w) = m, soit w & Uy,.

*(2) Lesva X et Y étant indépendantes, les événements (X = k) et (Y = k) sont aussi indépendants : on

peut donc en faire le produit

%) Avec x, y réels, la matrice A =

1 .

) vérifie :

y

* Si x # ylamatrice A est d’ordre 2 et possede 2 vp distinctes, elle est donc diagonalisable.

* Si x =y, la matrice M ne possédant qu'une seule vp (x d’ordre 2) est diagonalisable ssi c’est M = x1I, ce qui
n’est visiblement pas le cas (a cause du 1...)

Par suite A est diagonalisable ssi x # y.

2
M est donc diagonalisable avec la probabilit¢t P(X#Y)=1-P(X=Y)=|1-(1- p)zn ( n) .
n
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CCP PSI 2021-2018-2017 (suite de fonctions de répartition) &1 Déraillé
Enoncé 192  Onlance n fois un dé équilibré a 6 faces. On note X la variable aléatoire égale au numéro obtenu

au k-ieme lancer. On pose M, = max Xj et m, = min Xj.
l<k=n 1<k=n
1) Donnez laloi des Xj et leur fonction de répartition F.
2) Exprimezla fonction de répartition F,, de M, al’aide de F.
%) Déterminez la limite simple de la suite (F,). La convergence est-elle uniforme?

4) Déterminez la fonction de répartition G, de my,.

Romain Desloges 2021 | RMS 129-1210 128-1380

1) On a immédiatement X; — %([1;6] ). Par définition F(x) = P(X; < x) qui donne, si x <1, F(x) =0, si

isx<i+1,F(x):é,pourlsisSetpourx26,F(x):1.

Remarque : La fonction de répartition, pour les vas discretes, est croissante, en escalier avec des sauts a chaque
x € X(Q). « Avant strictement » le premier, elle vaut 0, « apres le dernier » (si c’est possible, sinon c’est a la limite),

elle vaut 1. Je n’'ai pas trop le temps de détailler, j’espére que vous suivez.

2) On utilise la propriété mathématique max(x, y) < t < x <t et y < t ce qui donne en probas une intersection.
Par suite :

® o, @
Fu(x) = P(M, <x)=P( max Xp<x)=P(()n'_, Xp<x) = [[ PX<0) = (F)"

1<k<n k=1

* (1) Lesévénements (X < x) sont indépendants par indépendance des X.

*(2) Les X étanti.i.d. (indépendantes et identiquement distribuées), elles ont méme loi, méme espérance,

méme variance, méme fonction de répartition...

%) Enseservantde Ql:six <1, F,(x)=0,sii<x<i+1,F(x)= ()", pourl<i<5etpourx=6,F(x)=1"=1.1ly
a donc immédiatement convergence simple sur R vers la fonction f qui vaut 0 si x < 6 et 1 sinon. C’est la fonction

indicatrice 1 [6:+00 (au programme).

Pour la convergence uniforme (sur? ce n’est pas demandé), on doit évaluer si || F;, — Flloo 1 — 0, avec n — +00. Avec

I =R, on a (je vous laisse y réfléchir) | F;, — flloor = (g)" — 0. Convergence uniforme sur R.

4)

n
Gn(x)=P(my<x)=1-P(mp,>x)=1-P(n}_,(Xe>x))=1-[[| PXx>x)=1-(1-F(x)"
k=1

On a utilisé inf(x, y) > zssix>z et y > z.
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