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I � Réduction : Diagonalisabilité / Eléments propres à étudier

Mines-Ponts PSI 2019-2013 (endomorphisme de suites) �H
Enoncé 4 - 124647 Soient E = RN et T ∈ L (E) qui à (un)n∈N associe (wn)n∈N définie par ∀n ∈ N, wn =

1

n +1

n∑
k=0

uk .

Déterminez les éléments propres de T

1 ) Sur cet exemple, il semble plus facile de chercher les valeurs propres / vecteurs propres de l’automorphisme

inverse T −1 = ζ défini par (wn)n∈N→ (un)n∈N telle que u0 = w0 et un =−nwn−1 + (n +1)wn , pour n ≥ 1. En effet :

∀n ∈N∗,∀u = (un) ∈ E ,
(
ζ(T (u)

)
n
=−n(T (u))n−1 + (n +1)T (u)n =−n

1

n

n−1∑
k=0

uk + (n +1)
1

n +1

n∑
k=0

uk = un

et
(
ζ(T (u)

)
0
= (T (u))0 = 1

1

∑0
k=0 uk = u0. On procède par analyse / réciproque :

Analyse :

Soit (wn) telle que T −1(wn) =λ(wn). Alors w0 =λw0 et (λ−n −1)wn =−nwn−1. Il vient ou λ= 1 ou w0 = 0.

Si λ= 1, on arrive à nwn = nwn−1 pour n ≥ 1, soit wn est une suite constante.

Si w0 = 0, alors la relation (λ−n −1)wn = −nwn−1 amène wn = 0, tant que la quantité λ−n −1 ne s’annule pas.

Deux sous-cas :

• Si λ ∉N− {0,1}, la quantité λ−n −1 ne s’annule jamais pour n ≥ 1. Par suite, wn = 0 pour tout n. Ce ne peut

donc être un vecteur propre ou autrement dit λ ∉N− {0,1} ne peut être valeur propre de T −1.

• Considérons le cas λ = n + 1, avec n ≥ 1, cad λ entier naturel ≥ 2, que l’on note N (N = n + 1. . .) Alors en

« poursuivant » la relation de récurrence, on obtient : ∀0 ≤ n < N −1, wn = 0 et pour n > N −1 :

wn =
n∏

k=N

( −k

N −k −1

)
wN−1 =

∏n
k=N k

(n +1−N )!
wN−1 = n!

(N −1)!(n +1−N )!
wN−1 =

(
n

N −1

)
wN−1

On s’aperçoit que cette formule « marche » pour n = N −1, et même pour λ = 1 (qui correspond à N = 1).

En adoptant la définition des coefficients binomiaux étendus (cad vaut 0 dès que le coefficient n’a pas de

sens dénombratoire,
(n

p
) = 0 si p > n), elle vaut aussi pour n quelconque. On adopte par commodité cette

convention (cela évite de rédiger avec 2 cas)

On a donc démontré que les seules valeurs propres « possibles » de T −1 sont les N ∈N∗ (et donc 1
N pour T ) d’espace

propre associé la droite dirigée par w N = (
( n

N−1

)
)n∈N.

Réciproque :
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Là-encore, il est sans doute plus simple de procéder avec T −1, mais on va vérifier sur T :

(
T (w N )

)
n
= 1

n +1

n∑
k=0

(
k

N −1

)
= 1

n +1

n∑
k=N−1

(
k

N −1

) (1)︷︸︸︷= 1

n +1

(
n +1

N

) (2)︷︸︸︷= 1

N

(
n

N −1

)
= 1

N
(w N )n

On a utilisé deux formules du triangle de Pascal 1, la première est un peu moins connue et se démontre par récur-

rence sur n :
n∑

k=m

(
k

m

)
=

(
n +1

m +1

) (
n

p

)
= n

p

(
n −1

p −1

)

(
0·
)−→ (

0
0

)
(

1·
)−→ (

1
1

)
(

2·
)−→ (

2
2

)
(

3·
)−→ (

3
3

)
(

4·
)−→ (

4
4

)
(

5·
)−→ (

5
5

)
(

6·
)−→ (

6
6

)

(
n−3·

)−→ (
n−3
n−3

)
(

n−2·
)−→ (

n−2
n−2

)
(

n−1·
)−→ (

n−1
n−1

)
(n·

)−→ (n
n
)

•
•
•
•
•
•
•

•
•
•
•

•
•
•
•
•
•

•
•
•
•

•
•
•
•
•

•
•
•
•

•
•
•
•

•
•
•
•

•
•
•

•
•
•
•

•
•

•
•
•
•

•

•
•
•
•

•
•
•
•
•
•

•
•
•
•
•

•
•
•
•

•
•
•
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• •

+

+

+

+ +

+

+

+

+

+

+

+

+

F4

+

+

+

+

Fn

+

+

+

Fn−1

+

+

+

+

+

+

+

+

+

p∑
k=0

(
n +k

k

)
=

(
n +p +1

n +1

)
(

n

k

)
+

(
n

k +1

)
=

(
n +1

k +1

)
p∑

n=k

(
n

k

)
=

(
p +1

k +1

)
E [n/2]∑

k=0

(
n −k

k

)
= Fn

CCP PSI 2019-2018 - Mines-Ponts PSI 2017 (diagonalisabilité d’une matrice par blocs)

Enoncé 6 - 128804 Soient A,B ∈ Mn(C) deux matrices qui commutent et M =
(

A B

0 A

)
∈ M2n(C) .

1 ) Montrez que si U est semblable à V , pour tout polynôme R, R(U ) est semblable à R(V ).

2 ) Soit P ∈C[X ]. Exprimez P (M) en fonction de P (A),P ′(A) et B .

3 ) Montrez que M est diagonalisable ssi A est diagonalisable et que B = 0.

1 ) Si U est semblable à V , alors U = PV P−1 avec P ∈ Gln(R) . On sait alors, pour tout k ∈ N,U k = PV k P−1. Par

suite, si R ∈C[X ] est le polynôme R =∑p
k=0 ak X k :

R(U ) =
p∑

k=0
akU k =

p∑
k=0

ak PV k P−1 = P
( p∑

k=0
akV k

)
P−1 = P R(V ) P−1

donc R(U ) est semblable à R(V ) par la même matrice de passage.

1. Blaise Pascal : mathématicien philosophe français (1623-1662). A écrit un traité du triangle arithmétique.
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2 ) En calculant les premières valeurs, et en utilisant A et B commutent donc, par ex., AB +B A = 2AB :

M 2 =
(

A2 2AB

0 A2

)
M 3 =

(
A3 3A2B

0 A3

)
M 4 =

(
A4 4A3B

0 A4

)

On conjecture aisément M k =
(

Ak k Ak−1B

0 Ak

)
(car A et B commutent! pour k ∈N∗ et même k = 0. On le démontre

alors par récurrence, ce qui est immédiat, je ne le fais donc pas ici. Ensuite, pour tout polynôme P ∈ C[X ] tel que

P =∑p
k=0 ak X k :

P (M) =
p∑

k=0
ak M k =

p∑
k=0

ak

(
Ak k Ak−1B

0 Ak

)
=

(∑p
k=0 ak Ak ∑p

k=0 ak k Ak−1B

0
∑p

k=0 ak Ak

)
=

(
P (A) P ′(A)B

0 P (A)

)

car on sait que P ′(X ) =∑p
k=0 kak X k−1.

3 )

⇐=
Méthode 1 : Si A est diagonalisable, il existe un polynôme annulateur scindé à racines simples P tel que P (A) = 0

(je rappelle que le cours vous en donne un, d’ailleurs celui de plus petit degré, qui est
∏p

i=1(X −λi ) où lesλi sont les

valeurs propres distinctes de A). Par la question précédente P (M) =
(

P (A) 0
0 P (A)

)
= 0. Comme il existe un polynôme

annulateur de M scindé à racines simples de M , M est diagonalisable.

Méthode 2 : Si A est diagonalisable et B = 0, alors M = (
A 0
0 A

)
. Or on sait, cours, qu’une matrice diagonale par blocs

est diagonalisable ssi chaque bloc diagonal est diagonalisable, donc M diagonalisable. On le redémontre quand

même, mais juste le sens qui nous intéresse. On a A = PDP−1 avec P inversible et D diagonale. Par suite :

M =
(

A 0

0 A

)
=

(
PDP−1 0

0 PDP−1

)
=

(
P 0

0 P

)
︸ ︷︷ ︸

Q

(
D 0

0 D

)(
P−1 0

0 P−1

)
︸ ︷︷ ︸

Q−1

=Q∆Q−1

∆ est diagonale par blocs avec les blocs diagonaux étant des matrices diagonales ; c’est donc une matrice diagonale

et M est alors diagonalisable. L’avantage de cette méthode, moins élégante, est qu’elle vous donne les valeurs

propres vecteurs propres de M en fonction de ceux de A : Si AXi = λi Xi , alors MYi = λi Yi et M Zi = λi Zi avec

Yi =
( Xi

0

)
Zi =

( 0
Xi

)
=⇒

Supposons ici M diagonalisable. Il existe donc un polynôme P scindé à racines simples tel que P (M) = 0. En

utilisant le Q2), on en déduit P (A) = 0 et P ′(A)B = 0. Comme P est scindé à racines simples, on en tire que A est

diagonalisable. Reste à montrer B = 0. On a P ′(A)B = 0. Faire attention! On ne peut pas en déduire P ′(A) = 0 ou

B = 0 ! Par contre je rappelle que si C B = 0 et C inversible, on peut en déduire B = 0.

On va montrer P ′(A) inversible par l’absurde. P ′ est scindé car on est dans C, donc P ′(X ) = ∏
i (X −bi ). Comme

P ′(A) n’est pas inversible, nécessairement l’un des A−bi I n’est pas inversible (en effet en passant au déterminant

nul, l’un des déterminantd du produit est nécessairement nul). Or, le cours nous apprend que, si A−bi I n’est pas

inversible, alors bi est une valeur propre de A. bi est donc aussi racine de P . bi étant racine de P et de P ′ est alors

une racine au moins double de P . C’est absurde car P est à racines simples.

Remarque : Je rappelle que a est racine (au moins) de multiplicité k de P ssi P (a) = P ′(a) = ·· · = P (k−1)(a) = 0. En

particulier, si P (a) = 0 et P ′(a) 6= 0, a est racine simple de P
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IMT PSI 2019 (endomorphisme de rang 1) �

Enoncé 7 - 1301216 Soient E un ev muni d’une base E = (e1, . . . ,en), v ∈ E et f l’endomorphisme de E tel

que f (e1) = ·· · = f (en) = v .

1 ) Quel est le rang de f ?

2 ) Discutez de la diagonalisabilité de f en fonction du vecteur v .

1 ) Im f = Vect(v) donc rg f ≤ 1, = 1 ⇐⇒ v 6= 0.

2 ) Si v = 0, f est l’endomorphisme nul donc diagonalisable. On suppose maintenant v 6= 0. rg f = 1 donc, théo-

rème du rang, dim Ker f = n −1, donc la multiplicité de 0 vaut µ(0) ≥ n −1. La dernière valeur propre est donnée

par la trace : tr( f ) = 0+·· ·+0+λ=λ
Deux cas de multiplicité, suivant tr f = 0 ou pas. Mais comment exprimer la trace en fonction de v ? ? Matrice dans

une base bien choisie. On introduit les coordonnées de v dans E notées vi

Mat( f , E ) =


v1 . . . v1
...

...

vn . . . vn

 tr( f ) =
n∑

i=1
vi = S =λ

• Si
∑n

i=1 vi 6= 0, Sp f = {
0,S

}
. dimE(0) = n −1 =µ(0) et dimE(S) = 1 =µ(S). f est diagonalisable

• Si
∑n

i=1 vi = 0, 0 est valeur propre de multiplicité n et dimE(0) = dim Ker f = n−1. f est non diagonalisable.

CCP PSI 2019 - Centrale PSI 2018 - ENSAM 2015 - Mines PSI 2012 (endomorphisme de fonctions)

Enoncé 14 - 123598 E = C 0
(

[0,1] , R
)

(autres :sur R+ ).

On définit T qui à f ∈ E associe T ( f ) tq T ( f )(x) = 1

x

∫ x

0
f (t )dt si x 6= 0, et T ( f )(0) = f (0)

1 ) Montrez T est un endomorphisme de E .

2 ) Montrez que 0 n’est pas valeur propre. (Autres :Déterminez les éléments propres)

3 ) Montrez que 1 est valeur propre et donnez l’espace propre associé.

4 ) Déterminez les autres valeurs propres.

5 ) T est injectif ? surjectif ?

1 )

T est linéaire car pour tous scalaires réels α,β et toutes fonctions f , g ∈ E :

T
(
α f +βg

)
(x) =


1
x

∫ x
0

(
α f +βg

)
(t )dt =α 1

x

∫ x
0 f (t )dt +β∫ x

0 g (t )dt six > 0(
α f +βg

)
(0) =α f (0)+βg (0) six = 0

=
αT ( f )(x)+βT (g )(x) six > 0

αT ( f )(0)+βT (g )(0) six = 0

=
(
αT ( f )+βT (g )

)
(x)

Ne pas oublier endo-morphisme, cad ici vérifier que T ( f ) est continue sur
[

0,1
]

. Etant que l’on sait que x →
1
x

∫ x
0 f est C 1 donc continu sur R+∗ , reste à montrer que lim

x→0

1

x

∫ x

0
f = f (0).

Méthode 1 par le dl : On utilise un dl en 0. La continuité de f en 0 amène (équivaut en fait) l’existence du dl à l’ordre

0 : f (x) = f (0)+o(1). Le théorème de primitivation d’un dl donne
∫ x

0 f = 0+ x f (0)+o(x) puis 1
x

∫ x
0 f = f (0)+o(1)

ce qui donne bien la limite recherchée

Méthode 2 par les accroissements finis : Avec F (x) = ∫ x
0 f :∫ x

0 f

x
= F (x)−F (0)

x −0
−→ F ′(0) = f (0)
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Remarque : J’en profite pour rappeler que f = oa(1) ⇐⇒ lima f = 0.

2 ) Ceci équivaut à prouver KerT = {
0
}
.

Soit f ∈ KerT , alors f (0) = 0 et ∀x > 0,
1

x

∫ x

0
f (t )dt = 0 donc ∀x > 0,

∫ x

0
f (t )dt = 0 donc en rappelant que

∫ x
0 f ,

primitive de f qui s’annule en 0, a pour dérivée f (x), il suit : ∀x > 0, f (x) = 0 et f (0) = 0 soit f = 0 Réciproquement,{
0
}⊂ Ker f , soit KerT = {

0
}

.

3 ) On procède ici par Analyse-Réciproque :

Analyse : T ( f ) = f , d’où f (0) = f (0) et pour x > 0,
1

x

∫ x

0
f (t )dt = f (x),

x f (x) =
∫ x

0
f =⇒ f (x)+x f ′(x) = f (x) =⇒ f ′(x) = 0 =⇒ f (x) = k

STOP Analyse. . .

Réciproquement, T
(
k
)
(x) =


1
x

∫ x
0 k dt = k si x > 0

= k si x = 0
= k

Conclusion : 1 est valeur propre de T et E(1) = Vect(1)

4 ) Analyse :

Soit λ une valeur propre de T , alors T ( f ) =λ f , d’où f (0) =λ f (0) et pour x > 0,
1

x

∫ x

0
f (t )dt =λ f (x) :

λx f (x) =
∫ x

0
f =⇒ λ f (x)+λx f ′(x) = f (x) =⇒ f solution sur

[
0,1

]
de λx y ′+ (λ−1)y = 0

Les solutions de cette équation différentielle sont, pourλ 6= 0, y =C exp(A(x)) avec A(x) =
∫

1−λ
λ

1

x
dx = ln |x|1−λ/λ

, soit f (x) =C |x|1−λ/λ. f (0) =λ f (0) amène λ= 1 ou f (0) = 0.

Donc, si λ 6= 1, f (0) = 0 et la continuité amène que l’on doit avoir limx→0 C |x|1−λ/λ = 0 d’où 1−λ
λ > 0 ou encore

0 <λ< 1 (si λ 6= 0,1).

Réciproquement, pour λ ∈ ]
0,1

]
, les seuls vecteurs propres possibles conviennent puisque, en posant fλ(x) =

x1−λ/λ, on a bien des fonctions continues sur R+ , vu la positivité de 1−λ
λ (sinon ce serait R+∗ !). on vérifie aussi

pour 0 <λ< 1 :

T
(

fλ
)
(x) =


1
x

∫ x
0 t 1−λ/λdt = 1

x x1−λ/λ+1/ 1−λ
λ +1 =λx1−λ/λ =λ fλ(x) si x > 0

0 =λ0 =λ fλ(0) si x = 0
=λ fλ(x)

Donc une droite pour l’espace propre. Conclusion : SpT = ]
0,1

]
E(λ) = Vect

(
x

1−λ
λ

)
CCP PSI 2019-2017 - ENSSAT 2010 (matrice complexe n ×n)

Enoncé 16 - 1281303 Soit α ∈C et soit A = (ai j )1≤i , j≤n ∈ Mn(C) où ai j =αi+ j−2.

1 ) Si α ∈R, A est-elle diagonalisable ?

2 ) Donnez le rang de A. En déduire les valeurs propres. (2017 : Donnez une valeur propre de A)

3 ) A quelle condition sur α ∈C, la matrice A est-elle diagonalisable ?

1 ) La matrice est symétrique car ai j = a j i et réelle donc diagonalisable.
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2 ) On écrit la matrice en remarquant que si la ligne (ou la colonne) augmente d’1, la puissance aussi :

A =



α0 α1 α2 . . . αn−1

α1 α2 α3 . . . αn

α2 α3 α4 . . . αn+1

...
...

...

αn−1 αn αn+1 . . . α2n−2


On constate que C j =α j−1C1, soit rg A ≤ 1. Attention! Toutes les colonnes colinéaires ne donnent pas rang 1 mais

rang ≤ 1 car il y a le cas de nullité. Comme C1 6= 0, car a11 = 1, il vient rg A = 1. On peut démontrer proprement la

colinéarité :

∀1 ≤ j ≤ n, Cj =
(
ai j

)
1≤i≤n = (

αi+j−2)
1≤i≤n =α j−1 (

αi+1−2)
1≤i≤n =α j−1 C1

Attention ! aussi au « En déduire ». Le théorème du rang amène dim Ker A = E(0) = n − 1, puis par théorème la

multiplicté de 0 vérifie µ(0) ≥ n −1. La trace étant la somme des valeur spropres complexes, il suit :

tr A = 0+·· ·+0︸ ︷︷ ︸
n−1

+λ=
n∑

i=1
α2i−2 =

n−1∑
k=0

(
α2)k =


1−α2n

1−α2 si α2 6= 1

n sinon

Attention! à ne pas oublier le cas de la raison = 1 où la formule ne « marche » pas. Les valeurs propres sont donc 0

(de multiplicité au moins égale à n −1) et λ mais Attention! λ peut-être aussi égale à 0 . . .

3 ) On a fait une petite erreur dans cette question ce matin. Ce serait très bien si vous vous rappelez où. Les cas

de diagonalisabilité de A ne sont pas difficiles à deviner, ils proviennent de la question précédente.

• Si α2n = 1, A possède 2 valeurs propres distictes :

• 0 de multiplicité n −1 et dimE(0) = dim Ker A = n −1 =µ(0)

• λ 6= 0 de multiplicité 1 et alors nécessairement dimE(α) = 1

Par suite, comme pour toute valeur propre, la dimension de l’espace propre est égale à la multiplicité, A est

diagonalisable.

• Si α2n = 1, soit α racine 2n-ième de 1, α= exp
(2i kπ

2n

)
avec 0 ≤ k ≤ 2n−1. Ici λ= 0 sauf dans le cas α2 = 1, soit

α=±1. Elle n’est pas diagonalisable car 0 est de multiplicité n et dimE(0) = dim Ker A = n −1. Si α=±1, A

est diagonalisable car elle est réelle (symétrique).

On peut remarquer que α=±1 correspondent aux 2 cas k = 0,n,

Conclusion : A est diagonalisable ssi α 6= exp
( i kπ

n

)
avec k ∈ {

1, . . . ,n −1
}∪{

n +1, . . . ,2n −1
}

Remarques

• Le cas signalé de non diagonalisable correspond à une matrice symétrique complexe non diagonalisable.

• Dans ce cas, comme la seule valeur propre est 0, A est nilpotente. C’est le théorème de Cayley-Hamilton

puisque son polynôme caractéristique est χA(λ) =λn .

• En fait, pour toute matrice de rang 1, on peut montrer (c’est simple) que A2 = tr(A) A et A diagonalisable

ssi tr A 6= 0, ce qui est exactement ce qu’on a vu plus haut. Cette info, nous donne A2 = 0, c’est un peu mieux

que An = 0 vu plus haut.
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IMT PSI 2019 (endomorphhisme de Vect (sin,cos)) �

Enoncé 18 - 1301203 Soient E = C 1
(
R , R

)
,e1 = cos,e2 = sin,F = Vect(e1,e2). Pour tout f ∈ E , on pose

T f : t −→ (10 f (0)−6 f ′(0))cos(t )+ (12 f (0)−7 f ′(0))sin(t ) et enfin u : f −→ T f .

1 ) Montrez que e1 et e2 sont linéairement indépendants.

2 ) Montrez que u est un endomorphisme de E . Est-il injectif ?

3 ) Montrez que v = u/F est un endomorphisme de F .

4 ) Donne les valeurs propres de v .

Je vous ai dit en cours que cet exo était très facile, ce n’est pas le cas, je n’étais pas réveillé (il était 8h. . .). Il est bien

« intéressant » je vous conseille de vous y attarder un minimum de temps.

1 ) Soit αsin+βcos = 0 une combinaison linéaire nulle. Évaluée successivement en x = 0 et x = π
2 , nous avons

immédiatement α=β= 0 d’où la liberté de la famille (sin,cos).

2 ) La linéarité est immédiate, pourrait-on dire, mais c’est de la « tricherie » car c’est une fonction de fonctions ( u

est une fonction, mais u( f ) aussi. . .), donc il faut prêter attention à ne pas écrire « n’importe quoi ». Il faut montrer,

pour tousα,β ∈R et f , g ∈ E , u(α f +βg ) =αu( f )+βu(g ). Pour montrer cette égalité de fonctions, il faut et il suffit

de montrer l’égalité pour tout t ∈ R. On fait très attention au premier égal ; en clair, si ce n’est pas celui que j’ai

écrit, vous n’avez sans doute pas tout compris (vous appliquez la linéarité sans vous en rendre compte). Après le

premier égal, c’est (presque) toujours facile :

u
(
α f +βg

)
(t ) = (

10(α f +βg )(0)−6(α f +βg )′(0)
)

cos(t )+ (
12(α f +βg )(0)−7(α f +βg )′(0)

)
sin(t )

=
(
α

(
10 f (0)−6 f ′(0)

)+β(
10g (0)−6g ′(0)

))
cos(t )+

(
α

(
12 f (0)−7 f ′(0)

)+β(
12g (0)−7g ′(0)

))
sin(t )

=α
(
(10 f (0)−6 f ′(0))cos(t )+ (12 f (0)−7 f ′(0))sin(t )

)
+β

(
(10g (0)−6g ′(0))cos(t )+ (12g (0)−7g ′(0))sin(t )

)
=αu( f )(t )+βu(g )(t ) = (

αu( f )+βu(g )
)
(t )

Pour montrer endo-morphisme, il faut montrer u( f ) = T f C 1 sur R. C’est immédiat puisqu’une combinaison de

sinus et cosinus, fonctions usuelles C 1 sur R (et même C∞ sur R, et même développables en série entière sur]−∞ , +∞[
. . .)

u est injectif ssi Keru = {
0
}
. f ∈ Keru ⇐⇒ u( f ) = T f = 0 ssi, par indépendance de (sin,cos) les deux coefficients

sont nuls ssi :{
10 f (0)−6 f ′(0) = 0

12 f (0)−7 f ′(0) = 0
⇐⇒

{
f (0) = 0

f ′(0) = 0
car le déterminant du système

∣∣∣∣∣10 −6

12 −7

∣∣∣∣∣= 2 6= 0

Je rappelle qu’un déterminant non nul d’un système donne une et une seule solution, puisque, alors, AX = B ⇐⇒
X = A−1B et si B = 0 (comme ici), ce ne peut être que X = 0, il est donc maladroit de résoudre ici.

u n’est donc pas injectif car il existe une « myriade » de fonctions C 1 sur R vérifiant f (0) = f ′(0) = 0. Je vous laisse y

réfléchir, l’examinateur pouvant vous demander de donner un exemple (différent de la solution nulle).

Remarque : Que peut-on dire (presque) immédiatement sur l’image de u ? Réfléchissez-y avant de lire la question

suivante. . .

3 ) Quand on est précis, la question n’est pas très bien posée, car, à priori, u/F est l’application de F dans E .

On vous demande donc d’étudier la co-restriction (des deux côtés), qu’on appelle endomorphisme induit, et qui
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je vous rappelle « n’existe que si » F est stable par u. Comme u( f ) = T f est une combinaison linéaire de sinus et

cosinus, on a u( f ) ∈ F . En fait on a Imu ⊂ F (et même = en se servant de l’inversibilité suivante)).

4 ) La famille E = (sin,cos) est libre et génératrice de F donc une base. La méthode la plus simple pour donner

les valeurs propres de v est sans doute d’écrire sa matrice V dans ma la base E , puis de calculer le polynôme

caractéristique : On calcule d’abord u(sin)(t ) =−6cos(t )−7sin(t ) u(cos)(t ) = 10cos(t )+12sin(t ) soit :

V =
(
−7 12

−6 10

)
χV (λ) =λ2 −3λ+2 = (λ−1)(λ−2)

D’où les valeurs propres sont 1 et 2.

CCP PSI 2019 (étude racine carrée)

Enoncé 21 - 1301199

Soit f l’endomorphisme de R3 canoniquement associé à A =


1 0 0

0 2 1

1 1 2

. Soit g ∈ L (R3) tel que g ◦ g = f .

1 ) Déterminez les valeurs propres et les vecteurs propres de f . f est-il diagonalisable ?

2 ) On note e1 et e3 les vecteurs propres de f associés aux valeurs propres 1 et 3. Montrez que g (e1) et g (e3) sont

des vecteurs propres de f associés à 1 et 3.

3 ) En déduire que e1 et e3 sont vecteurs propres de g .

4 ) g est-il diagonalisable ?

5 ) Déterminez l’ensemble des valeurs possibles pour le spectre de g .

Q2 f (g (e1)) = g 3(e1) = g ( f (e1)) = g (e1) Q3 comme E(1) droite g (e1) collinéaire à e1, g (ei ) = λi ei Q4 si g diag,

g 2 = f aussi. absurde. Q5 λ2
1 = 1 λ2

3 = 3 dc ±1 et ±3. pas d’autres sinon diag. n = 3 impair une est doublée. comme

g trig, ±1.

1 )

χA(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
λ−1 0 0

0 λ−2 −1

−1 −1 λ−2

∣∣∣∣∣∣∣∣= ·· · =λ3 −5λ2 +7λ−3 = (λ−1)2(λ−3)

On a donc Sp A = {
1,3

}
. On calcule les espaces propres. Je n’en détaille qu’un :

X =


x

y

z

 ∈ Ker(I3 − A) ⇐⇒


0 = 0

−y − z = 0

−x − y − z = 0

⇐⇒


x = 0

y = −z

z = z

On a E(1) = Ker I3 − A) = Vect(0,−1,1). De même on calcule E(3) = Ker(3I3 − A) = Vect(0,1,1). Comme la dimen-

sion de E(1) = 1 est strictement inférieure à la multiplicité de 1 qui est 2, A n’est pas diagonalisable.

2 ) On pose e1 = (0,−1,1) et e3 = (0,1,1)

f
(
g (e1)

)= f
(

f 2(e1)
)= f 3(e1) = f 2( f (e1)

)= f 2(e1) = g (e1)

g (e1) est donc vecteur propre de f associé à 1. On procède identiquement avec e3.

3 ) Ce qu’il fallait comprendre c’est que E(1) est une droite ; Comme e1 et g (e1) appartienne=nt à cette droite, ils

sont colinéaires, soit g (e1) =λ1e1. Identiquement g (e3) =λ3e3.

4 ) Si g était diagonalisable, g 2 le serait car, via les matrices, G = PDP−1 =⇒ G2 = PD2P−1 avec D2 diagonale. Or

g 2 = f non diagonalisable. Absurde!
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5 ) Le cours nous apprend,en raisonnant dans C, que si λ1, . . . ,λn sont les valeurs propres de u, alors les valeurs

propres de P (u) sont les P (λi ) (comptées avec la multiplicité). Par suite, ici, en raisonnant dansC, si λ1,λ2,λ3 sont

les 3 valeurs propres complexes de g (comptées avec la multiplicité), alors λ2
1 = 1, λ2

2 = 1, λ2
3 = 3. On en déduit

λ1 =±1, λ2 =±1, λ3 =±p3. Reste la « problématique » du mot possible. . . comme déjà expliqué en cours. Faut-il

vérifier que le possible est un possible possible ? cad que chacune des 8 possibilités est « vraiment » possible en

exhibant un exemple de g ? Le jour de l’oral, vous pouvez toujours le demander (ou pas) à l’examinateur. . .

Je pense que ce n’est pas demandé, néanmoins j’y répond : on trigonalise A (avec une matrice triangulaire « à

minima », une matrice de Jordan) je ne mets pas les détails : on a Ker(I − A) = Vect(0,−1,1) ⊂ Ker(I − A)2 ={
x +2y +2z = 0

}
. On prend e2 = (2,−1,0) ∈ Ker(I − A)2 \ Ker(I − A), e1 = (A − I )e2 = (0,−1,1) ∈ Ker(I − A), e3 =

(0,1,1) ∈ Ker(3I − A). (e1,e2,e3) est bien une base de R3 et avec :

P =


0 2 0

−1 −1 1

1 0 0

 P−1 AP =


1 1 0

0 1 0

0 0 3

= T =
(

J 021

012 3

)

Vous voyez / comprenez le « à minima » ? C’est mieux pour les calculs. Toutes les « racines carrées » G de A com-

mutent avec A (car G A = G3 = AG), donc P−1GP = G ′ commute avec T . On trouve que les matrices commutant

avec J sont

(
a b

0 a

)
. Par suite les G possibles sont nécessairement P−1


a b 0

0 a 0

0 0 ±p3

P . On voit déjà que n’est

« possible » que +1+1 (a = 1) ou −1−1 (a =−1), reste donc 4 possibilités possibles. . . Je m’arrête là.

Centrale 2019 PSI (diagonalisation matrice 4×4)

Enoncé 29 - 130990 Soient a,b,c ∈R et A =


0 a b c

a 0 c b

b c 0 a

c b a 0


1 ) Justifiez que A est diagonalisable et donnez un vecteur propre évident de A.

2 ) Calculez le polynôme caractéristique de A puis en déduire le spectre de A.

3 ) Exprimez, lorsqu’elle existe, la matrice inverse A−1 en fonction de I , A, A2 et A3.

1 ) A est symétrique réelle donc diagonalisable. Comme les lignes possèdent les mêmes valerus (différemment

disposées), en considérant le vecteur U = (1, . . . ,1), on a immédiatement Au = (a +b + c)U .

Remarque : Plus généralement, le lecteur vérifiera que pour toute matrice A, AU = (SL1, . . . ,SLn), où SLi désigne

la somme de la ligne i .

2 )

Méthode 1 :

Vu les valeurs identiques sur la ligne, l’idée est de trouver directement les paires de valeurs propres / vecteur

propres : essayer les vecteurs avec des -1 est une bonne idée (les vecteurs propres sont orthogonaux) V1 = (1,1,−1,−1) V2 =
(1,−1,1,−1) V3 = (1,−1,−1,1). On a immédiatement :

AV1 = (a −b − c)V1 AV2 = (b −a − c)V2 AV3 = (c −a −b)V3

Les quatre vecteurs (U ,V1,V2,V3) étant indépendants, on a trouvé (prouvé!) les 4 valeurs propres réelles (et même

leur multiplicité dans les cas d’égalité), soitχA(X ) = (X −a−b−c)(X −a+b+c)(X −b+c+a)(X −c+a+b) Le « petit »

problème de cette méthode est que l’on demande ensuite de trouver le spectre alors qu’on a plutôt procédé par le

contraire. . .
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Méthode 2 :

On peut calculer le polynôme caractéristique qui est un déterminant 4×4 mais il faut bien s’y prendre (sinon on

n’arrivera jamais à la factoriser, donc à en déduire le spectre) :

χA(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ −a −b −c

−a λ −c −b

−b −c λ −a

−c −b −a λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

C1←−C1+∑
i 6=1 Ci

+ lin. /C1︷︸︸︷= (
λ− (a +b + c)

)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −a −b −c

1 λ −c −b

1 −c λ −a

1 −b −a λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Li←−Li−L1

i≥2︷︸︸︷= (
λ− (a +b + c)

)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −a −b −c

0 λ+a −c +b −b + c

0 −c +a λ+b −a + c

0 −b +a −a +b λ+ c

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Voilà un rare exemple où il est maladroit d’appliquer la méthode de Sarrus 2pour calculer le déterminant 3×3 car,

à cause des lettres, vous n’arriverez pas à le factoriser sous sa forme finale brute de degré 3. On cherche donc une

ou des combinaisons intéressantes de colonnes ou lignes : On effectue C3 ←−C3 +C2 et C1 ←−C1 +C2. Il vient

χA(λ) = (
λ− (a +b + c)

)∣∣∣∣∣∣∣∣
λ+a − c +b −c −b 0

−c +a +b +λ λ+b −a + c +b +λ
0 −a −b λ+ c −a +b

∣∣∣∣∣∣∣∣
lin./C1
lin./C3︷︸︸︷= (

λ− (a +b + c)
)(
λ+a − c +b

)(
λ+ c −a +b

)∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −c −b 0

1 λ−b 1

0 −a −b 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
Maintenant, on peut applique la règle de Sarrus et on trouve comme plus haut.

3 ) La matrice A−1 existe ssi 0 n’est pas valeur propre soit ssi a+b+c 6= 0 et a−c+b 6= 0 et b−a+c 6= 0 et c−b+a 6= 0.

Méthode 1 :

Cette méthode est très générale, on explicite le polynôme caractéristique et on applique le théorème de Cayley 3-

Hamilton 4χA(A) = 0. Comme le « dernier terme » est (−1)n det(A)I , on peut écrire :

An − tr(A)An−1 +·· ·+α1 A = (−1)n+1 det(A) In = A
(

An−1 − tr(A)An−2 +·· ·+α1In)

=⇒ A−1 = (−1)n+1

det(A)
(An−1 − tr(A)An−2 +·· ·+α1In)

Pour info (hors-programme), α1 = (−1)n−1 tr(com A). Il faut développer le polynôme caractéristique (c’est très

long!) Il faut remarquer une « certaine symétrie » en fonction des 3 paramètres pour éviter des erreurs de calcul

trop importantes. Je ne mets que le résultat :

χA(x) = x4 −2(a2 +b2 + c2)x2 −8abcx +a4 +b4 + c4 −2(a2b2 +a2c2 +b2c2)

La méthode donne A−1 = 1

2(a2b2 +a2c2 +b2c2)−a4 −b4 − c4

(
A3 −2(a2 +b2 + c2)A−8abcI

)
Méthode 2 :

on pose J =


0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0

=
(

N 02

02 N

)
K =

(
02 I2

I2 02

)
L =

(
02 N

N 02

)
soit A = a J +bK + cL

On calcule aisément, par blocs, J 2 = K 2 = L2 = I4, JK = K J = L, JL = LJ = K , K L = LK = J . Les 3 matrices J ,K ,L

2. Sarrus Pierre-Frédéric : français (1798-1861). Connu pour méthode de calcul éponyme du déterminant d’ordre 3.
3. Arthur Cayley : mathématicien anglais (1821-1895). Un des inventeurs du calcul matriciel.
4. William Rowan Hamilton : mathématicien irlandais (1805-1865). Connu pour la découverte des quaternions.
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sont des matrices de permutation. Puis, parce que les matrices commutent 2 à 2 :

A2 = (a2 +b2 + c2)I +2abL+2bc J +2caK

=⇒ (
A2 − (a2 +b2 + c2)I

)2 = (2abL+2bc J +2caK )2

= 4(a2b2 +b2c2 + c2a2)I +8ab2cK +8bc2aL+8ca2b J

= 4(a2b2 +b2c2 + c2a2)I +8abc A

On retrouve, un peu plus vite, le résultat donné par Cayley-Hamilton :

A4 −2(a2 +b2 + c2)A2 −8abc A+a4 +b4 + c4 −2(a2b2 +a2c2 +b2c2)I = 0

Question : on « reconnaît donc » le polynôme caractéristique : cette méthode peut-elle donner/prouver le poly-

nôme caractéristique ? (je vous laisse y réfléchir. . . réponse lundi)

CCP PSI 2019 (matrice n ×n)

Enoncé 34 - 19070702

Soit n ≥ 3 et A ∈ Mn(R) définie par a1 j = j pour 1 ≤ j ≤ n, ai 1 = i pour 1 ≤ i ≤ n et des 0 ailleurs.

1 ) Quel est le rang de A ? dim Ker A ?

2 ) A est-elle diagonalisable ? Que dire de la multiplicité de la vp nulle ?

3 ) Montrez que Sp A = {0,λ,1−λ} avec λ> 1.

4 ) Donnez un polynôme de degré 3 annulateur de A.

1 ) On écrit la matrice pour la voir ! A =


1 2 . . . n

2 0 . . . 0
...

...
...

n 0 . . . 0


On a immédiatement C2, . . . ,Cn colinéaire entre elles et C1 indépendante, soit rg A = 2. Par le théorème du rang,

dim Ker A = n−2 La multiplicité de 0 vérifie µ(0) ≥ n−2. Les 2 « autres » valeurs propres vérifient λ+µ+0+·· ·+0 =
tr(A) = 1

2 ) A est symétrique réelle ! donc µ(0) = dim Ker A = n −2

3 ) On a déjà vu µ= 1−λ. Reste λ> 1 ou plutôt l’une des deux > 1 ou l’autre < 0.

Méthode 1 usuelle : On calcule le polynôme caractéristique mais c’est un déterminant n ×n !

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ−1 −2 −3 . . . −n

−2 λ 0 . . . 0

−3 0 λ
. . .

...
...

...
. . .

. . . 0

−n 0 . . . 0 λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

dév Cn︷︸︸︷= (−1)2nλDn−1 + (−1)n+1(−n)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−2 λ 0 . . . 0

−3 0 λ
. . .

...
...

...
. . .

. . . 0
...

... 0 λ

−n 0 . . . 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
dév Ln−1︷︸︸︷= λ Dn−1 + (−1)nn (−1)n(−n)λn−2 =λDn−1 −n2λn−2

=λ(λDn−2 − (n −1)2λn−3)−n2λn−2 =λ2 Dn−2 −
(
n2 + (n −1)2)λn−2 = . . .

=λn−2D2 −
(
n2 + (n −1)2 +·· ·+32)λn−2

On calcule D2 =λ2 −λ−22 ; finalement Dn =λn−2
(
λ2 −λ− ∑n

k=2 k2
)
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sous-méthode du déterminant n ×n plus rapide :∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ−1 −2 −3 . . . −n

−2 λ 0 . . . 0

−3 0 λ
. . .

...
...

...
. . .

. . . 0

−n 0 . . . 0 λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 1

λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

C −2 −3 . . . −n

0 λ 0 . . . 0

0 0 λ
. . .

...
...

...
. . .

. . . 0

0 0 . . . 0 λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
On a effectué C1 ←−λC1 +2C2 +3C3 +·· ·+nCn et on a C =λ(λ−1)− ∑n

k=2 k2.

On remarque P =− ∑n
k=1 k2 < 0 donc l’une des valeurs propres (noté µ) est < 0, donc l’autre λ= 1−µ> 1.

Méthode 2 plus subtile

On applique le cours : pour tout endomorphisme a′ induit, χa′ / χa (a endomorphisme cacnoqiuement associé à

A). I l suffit de trouver le bon espace stable de dimension 2 qui va juste nous donner ce polynôme de degré 2. . .

On prend U = (0,2,3, . . . ,n) et V = (1,0, . . . ,0) :

AU = ( n∑
k=2

k2,0, . . . ,0) = (
n∑

k=2
k2)V AV = (1,2, . . . ,n) =U +V

Soit a′ l’endomoprhisme induit sur le plan stable Vect(U ,V ) dans la base Vect(U ,V ) a pour matrice

A′ =
(

0 1∑n
k=2 k2 1

)
χA′ =λ2 −λ−

n∑
k=2

k2

Il suffit de savoir son cours. . .A est diagonalisable et Sp A = {
0,λ,1−λ}

donc

A annule X (X −λ)(X −1+λ) = X
(
X 2 −X − ∑n

k=2 k2
)
.

II � Réduction : Autres

CCP PSI 2019 (cn u2 diagonalisable =⇒ u diagonalisable)

Enoncé 42 - 1301218

1 ) Soit u ∈ L (Cn) . Montrez que si u est diagonalisable, alors u2 aussi.

2 ) Montrez que la réciproque est fausse.

3 ) Soit λ ∈C∗. Montrez que Ker(u2 −λ2i d) = Ker(u −λi d) ⊕ Ker(u +λi d).

4 ) Montrez que si u est bijectif, alors la réciproque de Q1 est vraie.

1 ) En prenant M une matrice de u dans une base quelconque de Cn , M est diagonalisable, il existe donc P ∈
Gln(R) et une matrice diagonale D telles que M = PDP−1. Par suite M 2 = PD2P−1. D2 étant diagonale, M 2 est

semblable à une matrice diagonale, donc diagonalisable.

Remarque : On a donc, en raisonnant dans C, Spu2 = {
λ2, λ ∈ Spu

}= (
Spu

)2 (par D2)

2 ) Je m’aperçois que je me suis trompé en cours : j’ai donné une matrice réelle !. Je le refais néanmoins : on

considère la matrice de la rotation d’angle de mesure π
2 (dans une BOND) :

R =
(

0 −1

1 0

)
∈ M2(R) R2 =

(
−1 0

0 −1

)
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R2 =−I est diagonalisable puisque diagonale ! R n’est pas diagonalisable car son polynôme caractéristiqueχJ (x) =
x2− tr J x+det J = x2+1 n’est pas scindé surR. Autre méthode par les angles : Si r (x) =λx, x et r (x) sont colinéaires

donc (x,r (x)) ≡ 0,π [2π], pour x 6= 0. Or (x,r (x)) ≡ π
2 [2π]. r n’a donc aucun vecteur propre / valeur propre. Si on

veut une matrice (n,n), il suffit de prendre la matrice diagonale par blocs A = Diag(R,1, . . . ,1) : on a, par blocs,

A2 =
(
−I2 0

0 In−2

)
diagonalisable car diagonale et A n’est pas diagonalisable car son polynôme caractéristique est

χA(λ) = (λ−1)n−1(λ2 +1) qui n’est pas scindé sur R et si on veut un morphisme, il suffit de prendre l’endomor-

phisme canoniquement associé à cette matrice.

Donnons maintenant un exemple de matrice (2,2)dans C. C’est « presque » plus simple : dans C, il y a toujours 2

valeurs propres, donc elle ne sera pas diagonalisable que si la valeur propre est double. Maintenant, si vous maîtri-

sez bien votre cours, j’utilise le résultat qu’une matrice n’ayant qu’une seule valeur propre α n’est diagonalisable

que si c’est αI . Il suffit donc de prendre une matrice triangulaire avec la même valeur propre sur la diagonale et

différente d’une homothétie. Par exemple, la matrice

(
1 1

0 1

)
convient ;

3 ) On ne peut gérer par les dimensions ; l’égalité résulte de :

• Ker(u −λI d)∩ Ker(u +λI d) = {
0
}

: c’est du cours sur la réduction : les espaces propres sont en somme

directe pour des valeurs propres distinctes (et même orthogonaux pour un endomorphisme symétrique).

On a bien λ 6= −λ car λ 6= 0

• Ker(u −λI d)+ Ker(u +λI d) = Ker(u2 −λ2I d) par la double inclusion :

• Ker(u −λI d)+ Ker(u +λI d) ⊂ Ker(u2 −λ2I d)

Soit x ∈ Ker(u −λI d)+ Ker(u +λI d), donc x = y + z avec y ∈ Ker(u −λI d) et z ∈ Ker(u +λI d), soit

u(y) =−λy et u(z) =λz. Par suite :

u2(x) = u
(
u(y)+u(z)

)= u
(−λy +λz

)=−λu(y)+λu(z) = (−λ)2 y +λ2z =λ2x

d’où x ∈ Ker(u2 −λ2I d)

• Ker(u −λI d)+ Ker(u +λI d) ⊃ Ker(u2 −λ2I d)

Analyse : Supposons que x ∈ Ker(u2 −λ2I d) se décompose : x = y + z avec u(y) = λy et u(z) = −λz

puis u(x) = u(y)+u(z) =λy−λz. Ensuite on fait λL1+L2 soit λx+u(x) = 2λy , on a trouvé y et z = x−y

Synthèse / Démonstration proprement dite :

Soit x ∈ Ker(u2−λ2I d), montrons que la décomposition sur les deux sevs est (on utilise le y fourni par

l’analyse) : x = 1
2λ

(
λx +u(x)

) + (
x − 1

2λ

(
λx +u(x)

))
On vérifie :

•
1

2λ

(
λx +u(x)

) ∈ Ker(u −λI d) :

u
( 1

2λ

(
λx +u(x)

))= 1

2λ

(
λu(x)+u2(x)

)= 1

2λ

(
λu(x)+λ2x

)=λ( 1

2λ

(
u(x)+λx

))
•

(
x − 1

2λ

(
λx +u(x)

))= 1

2λ

(
λx −u(x)

) ∈ Ker(u +λI d) :

u
( 1

2λ

(
λx −u(x)

))= 1

2λ

(
λu(x)−λ2x

)=−λ 1

2λ

(−u(x)+λx
)

4 ) Soient λ1, . . . ,λp les valeurs propres distinctes de u2. Comme u2 ∈ L (Cn) est diagonalisable, on sait

Ker(u2 −λ1I d) ⊕ . . . ⊕ Ker(u2 −λp I d) =Cn

On applique Q3 car u inversible donc tous les λi 6= 0, et comme on est dans C, ce sont tous des carrés λi =µ2
i

Ker(u −µ1I d) ⊕ Ker(u +µ1I d) ⊕ . . . ⊕ Ker(u −µp I d) ⊕ Ker(u +µp I d) =Cn

On rappelle λ valeur propre de u ssi Ker(u −λI d) 6= {
0
}
. Et on comprend que si λi = µ2

i est vp de u2, alors µi ou

−µi est vp de u, pas nécessairement les deux. Par suite, « stricto-sensu », tous les noyaux plus haut ne sont pas des
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espaces propres, mais comme alors ils sont nul (égaux à
{

0
}

et qu’on a F ⊕ {
0
}= F , on peut alors conclure que u

diagonalisable puisque E est somme directe de ses espaces propres (les noyaux « nuls » « enlevés »).

CCP PSI 2019 (polynôme annulateur avec 0 racine simple)

Enoncé 43 - 1301217 Soit u un endomorphisme d’un ev E de dim. finie. On suppose 0 est racine simple

d’un polynôme annulateur de u.

1 ) Montrez Keru = Keru2.

2 ) Montrez que si u est nilpotent, alors u est nul.

1 ) Keru ⊂ Keru2 est immédiat. Laissé au lecteur. Je rappelle que « ceci » s’appelle la suite des noyaux itérés :{
0
}= Ker I d = Keru0 ⊂ Keru ⊂ Keru2 ⊂ ·· · ⊂ Keruk ⊂ Keruk+1 ⊂ . . .

Ceci n’est pas « stricto sensu » du cours. On peut aussi savoir que si E est de dimension finie, on a à partir d’un

certain rang, que des égalités. Idem avec les images, mais l’inclusion inverse.

Pour démontrer l’inclusion réciproque, il va falloir utiliser l’hypothèse : il existe un polynôme annulateur de u

où 0 est racine simple, on peut l’écrire P (X ) = a1X + a2X 2 + ·· · + ap X p avec a1 6= 0 (on aurait aussi pu écrire

P (X ) = XQ(X ) avec Q(0) 6= 0, mais c’est un peu moins pratique ici).

Soit x ∈ Keru2, donc u2(x) = 0 et donc uk (x) = 0 pour k ≥ 2. P est annulateur de u donc P (u) = 0 mais aussi

P (u)(x) = 0 (je rappelle que P (u(x)) n’a pas de sens), soit :

a1u(x)+a2u2(x)+·· ·+ap up (x) = 0 =⇒ a1u(x) = 0 =⇒ u(x) = 0 car a1 6= 0 =⇒ x ∈ Keru

2 ) Supposons en plus de l’hypothèse, u nilpotent, cad il existe p ∈N∗ tel que up = 0. Utilisons ici plutôt P (X ) =
XQ(X ) avec Q(0) 6= 0. D’autre part, on sait que la seule valeur propre possible d’un endomorphisme nilpotent est

0. Comme ce n’est pas stricto-sensu du cours, je le redémontre : soit λ vp de u, il existe x 6= 0, u(x) = λx puis

up (x) =λp x = 0 d’où λp = 0, car x 6= 0, soit λ= 0.

Méthode 1 : Ensuite Q(u) est inversible car 0 n’est pas valeur propre de Q(u) : En effet, le cours nous apprend que

les valeurs propres (en raisonnant dans C) de Q(u) sont exactement les Q(λi ) avec λi les vp de u (on trigonalise).

Si 0 était vp de Q(u), on aurait l’existence d’un λi vp de u tel que Q(λi ) = 0. Or la seule vp de u est 0, d’où Q(0) = 0.

Absurde! Par suite P (u) = u ◦Q(u) = 0 amène u = 0. Cette méthode est « zolie » mais elle n’utilise pas la question 1

. . .

Méthode 2 : Je vais faire bref : si Keru = Keru2, comme je vous disais plus haut, un résultat de la suite des noyaux

itérés (démontré en cours, voir feuille de Septembre, je ne le redémontre pas ici) amène que tous les noyaux sont

alors égaux à partir de k = 2, en particulier Keru = Keru2 = ·· · = Kerup = Ker0 = E d’où Keru = E ce qui est

u = 0.

CCP PSI 2019 (polynôme annulateur de degré 3)

Enoncé 44 - 1301211 Soit u un endomorphisme de Rn qui vérifie u3 +u2 +u = 0.

1 ) Déterminez Ker(u)∩ Ker(u2 +u + I d).

2 ) Montrez Imu = Ker(u2 +u + I d) puis montrez Ker ⊕ Imu =Rn .

3 ) Soit v l’endomorphisme de Imu induit par u. Que représente le degré du polynôme caractéristique de v par

rapport à u ?

4 ) Montrez que 0 n’est pas valeur propre de v , puis en déduire que le rang de u est pair.

Si c’est un oral sans préparation, on peut commencer par dire :

• u annule le polynôme P (X ) = X 2 + X 2 + X = X (X 2 + X + 1) = X (X − j )(X − j ) (je rappelle j = exp
(2iπ

3

) =
−1

2 + i
p

3
2 , j = j 2 et 1+ j + j 2 = 0) donc SpRu ⊂ {

0
}

et SpCu ⊂ {
0, j , j 2

}
• P est scindé à racines simples dans C, donc u est diagonalisable « dans » C.
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• Si n est impair, u a au moins une valeur propre réelle (cours) et par conséquent ce ne peut-être que 0 : si n

est impair, u est donc non inversible.

• . . .

1 ) On démontre Ker(u)∩ Ker(u2+u+i d) = {
0
}

par la double inclusion,
{

0
}⊂ Ker(u)∩ Ker(u2+u+i d) immédiat.

Soit x ∈ Ker(u)∩ Ker(u2 +u + i d), alors u(x) = 0 et 0 = (u2 +u + i d)(x) = u2(x)+u(x)+x = 0+0x = x, d’où x = 0.

2 )

Ker(u2 +u + I d) ⊂ Imu

Soit x ∈ Ker(u2 +u + i d) donc (u2 +u + I d)(x) = 0, soit x =−u(x)−u2(x) = u
(−x −u(x)

) ∈ Imu

Imu ⊂ Ker(u2 +u + i d)

Soit x ∈ Imu donc x = u(y). Comme (u2 +u + I d)(x) = (u3 +u2 +u)(y) = 0 par l’hypothèse de l’énoncé, il suit

x ∈ Ker(u2 +u + I d)

La question précédente amène Keru ∩ Imu = {
0
}
. Avec le théorème du rang dim Imu +dim Keru = dimRn , il

vient immédiatement que Imu ⊕ Keru =Rn .

3 ) Imu est stable par u puisqu’il est clair que u( Imu) ⊂ Imu (en fait, pour tout sev F, u(F ) ⊂ Imu, je vous laisse

y réfléchir). On peut donc parler d’endomorphisme v induit par u sur Imu. On sait que le degré du polynôme

caractéristique est la dimension de l’ev ; par suite deg(χv ) = dim Imu = rgu

4 )

Méthode 1 : On peut utiliser le fait (quasiment du cours) que pour un endomorphisme u′ induit par u sur un sev

F , son noyau est Keru′ = Keru ∩F (je vous laisse y réfléchir). Ici, il vient Ker v = Keru ∩ Imu = {
0
}
. 0 n’est donc

pas valeur propre de v .

Méthode 2 : 0 n’est pas valeur propre de v ssi Ker v = {
0
}
. Si v(x) = 0, avec x ∈ Imu (ne pas l’oublier !), il vient

u(x) = 0 (ne pas oublier non plus que v « c’est » u) puis x ∈ Keru ∩ Imu soit x = 0.

Remarque : v vérifie, comme u dont il est co-restreint, v3+v2+v = 0 et comme v est inversible, en composant par

v−1, il vient v2 + v + I d = 0.

Le spectre (complexe) de v vérifie SpCv ⊂ {
j , j

}
et v est un endomorphisme réel : les valeurs propres complexes

(non réelles) sont 2 à 2 conjuguées, ces deux valeurs propres ont le même multiplicité m, puis la dimension de l’ev

(ici dim Imu = rgu) est la somme des multiplicités de toutes les valeurs propres complexes, soit 2m.

CCP PSI 2019 (polynôme annulateur de degré 3) �

Enoncé 47 - 1301210 Soit E un R-ev de dimension finei et u ∈ L (E) tq 3u3 = u2 +u + i d .

1 ) Montrez que u est bijectif.

2 ) Montrez que pour tout k ∈N, uk est combinaison linéaire de u2,u et i d .

3 ) Est-il possible que u soit diagonalisable ? non diagonalisable?

4 ) Qu’en est-il sur un C-espace vectoriel ?

1 ) Posons P (X ) = 3X 3−X 2−X −1. Alors P est annulateur de u. Comme 0 n’est pas racine de P , 0 n’est pas valeur

propre de u. Par suite u est bijectif.

2 )

Méthode 1 :

Montrons par récurrence sur n ≥ 0, P
(
n

)
: il existe des réels an ,bn ,cn tels que un = anu2 +bnu + cn I d .

• P
(
0
)

, P
(
1
)

, P
(
2
)

vrais avec a0 = 0,b0 = 0,c0 = 1 a1 = 0,b1 = 1,c1 = 0 a2 = 1,b2 = 0,c2 = 0

Annales PSI 2019 - 16 - Benoit Caritey bcaritey@free.fr Lycée Chrestien de Troyes.



Mise à jour du 10 juin 2021 II – Réduction : Autres

• Supposons P
(
n

)
vrai avec n ≥ 2. Montrons P

(
n +1

)
vrai.

un+1 = u ◦ (anu2 +bnu + cn I d) = anu3 +bnu2 + cnu

= an
1

3

(
u2 +u + I d

)+bnu2 + cnu = (1

3
an +bn

)
u2 + (1

3
an + cn

)
u + 1

3
an I d

Le résultat est acquis en posant an+1 = 1

3
an +bn , bn+1 = 1

3
an + cn , cn+1 = 1

3
an pour n ≥ 2. On constate

que la récurrence est vraie pour n = 0,1, soit finalement pour tout n.

Remarque :

La « triple » récurrence imbriquée peut se résoudre en posant Xn =


an

bn

cn

 et A =


1
3 1 0
1
3 0 1
1
3 0 0

 qui amène à Xn = An X0.

On essaye ensuite de diagonaliser A mais elle ne l’est pas, il faut la trigonaliser mais on peut calculer An par

d’autres méthodes . . .

Méthode 2 :

On effectue la division euclidienne de X n par P (X ), il existe alors un quotient Qn et un reste Rn (uniques avec

degRn < 3 ou Rn(X ) = an X 2 +bn X +cn , tels que X n = P (X )Qn(X )+Rn(X ). Il vient alors en « évaluant » en u, un =
anu2 +bnu + cn I d .

Remarque : On peut calculer le reste Rn , cad an ,bn ,cn en évaluant en les racines de P qui sont 1 et −1
3 (1±p

2). Au

passage ce sont aussi les valeurs propres de la matrice A plus haut. Ceci ne vous étonnera pas. . .

3 ) Comme Sp R ⊂ {
1
}

et SpCu ⊂ {
1,−1

3 (1+p
2,−1

3 (1−p
2)

}
, il vient que u est diagonalisable sur R ssi 1 est sa

seule valeur propre ssi (démontré maintes fois en cours) u = 1.I d et, par contre, toujours diagonalisable dans C,

puisque P est un polynôme scindé à racine simples dans C.

Mines-Ponts 2019-2018 - Ensam PSI 2018 - TPE PSI 2015 (polynome annulateur) �

Enoncé 55 - 126902

Soit A ∈ Mn(R) telle que A3 = A+ I . Montrez A inversible et trouvez le signe de det A.

A annule le polynôme P (X ) = X 3 −X −1.

P n’a pas de racine évidente, mais commme tout polynôme de degré impair, il a (au moins) une racine réelle. On

regarde les variations : P ′(X ) = 3X 2 −1

x

P ′(x)

P (x)

−∞ − 1p
3

1p
3 +∞

+ 0 − 0 +

−∞−∞

'−0.62'−0.62

'−1.38'−1.38

+∞+∞

1

−1

2

5

α

0

Il y a donc 1 racine réelle vérifiant, par le tvi, 1 < α < 2, elle est unique puisque P est bijective de
[ 1p

3
,+∞[

sur[ −1.8,+∞[
(continuité et stricte croissance), et 2 racines complexes conjuguées ω et ω. D’où Sp A ⊂ {

α,ω,ω
}
. A

est donc diagonalisable sur C et pas sur R (sauf αI ).

0 n’est pas valeur propre de A, donc A est inversible. Il y a d’ailleurs une autre méthode A3 = A + I s’écrit aussi

A(A2 − I ) = (A2 − I )A = I qui donne A inversible d’inverse A−1 = A2 − I On introduit la multiplicité p de ω (avec la
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convention µ= 0 siω n’est pas valeur propre). Si on raisonne dansC, la multiplicité deα est n−2p. le déterminant

est le produit des valeurs propres :

det A =αn−2p ×ωp ×ωp =αn−2p |ω|2p > 0

Mines-Ponts PSI 2019 (matrice anti-circulante 3×3) H

Enoncé 57 - 130646 Soit A =


1 j j 2

j j 2 1

j 2 1 j

 où j = e2iπ/3

1 ) La matrice A est-elle diagonalisable ?

2 ) Déterminez le nombre de sous-espaces stables par A.

3 ) Déterminez la dimension du commutant de A : C (A) = {M ∈ M3(C) , AM = M A}.

1 ) La matrice A est symétrique mais complexe. . . Le plus simple est sans doute de calculer A2 : on trouve A2 =
0 car les quantités intervenant sont toutes « des » 1+ j + j 2 qui vaut 0. A étant nilpotente (non nulle) n’est pas

diagonalisable (c’est limite-cours je ne le redémontre pas ici).

Remarque : On peut noter que A2 = 0 amène Im A ⊂ Ker A et pour des raisons de dimension, dim Ker A = 2 er

dim Im A = 1. C’est une matrice de rang 1. La colinéarité des colonnes est évidemment moins « visible » avec des

complexes.

2 )

Les droites stables sont exactement les droites dirigées par des vecteurs propres (c’est du cours). Ici, le seul espace

propre est Ker A qui est un hyperplan (complexe) d’équation x + j y + j 2z = 0. Par suite les droites stables sont les

droites dirigées par ( j 2a, j b,−a −b) avec a,b complexes quelconques (une double infinité donc).

Je vous énonce un résultat utile (démo après) : un hyperplan H : u1x1 + ·· · +un xn = 0 = tU X est stable par un

endomorphisme a de Kn (de matrice A dans la base canonique) ssi U = (a1, . . . , an) est un vecteur propre de t A.

Si on l’applique ici, les hyperplans étant des plans, les plans stables sont ceux orthogonaux (canoniquement) aux

vecteur propres de t A. Mais t A = A. Par suite, tous les plans stables sont ceux d’équation j 2ax+ j by −(a+b)z = 0,

avec a,b complexes quelconques.

Soit H stable par A, alors si tU X = 0, tU AX = 0 ce qui s’écrit aussi t AU X = 0. Par suite les 2 équations sont

« proportionnelles », ce qui s’écrit t AU =λU . La réciproque est similaire.

Remarque :

Quand la matrice A est diagonalisable, trouver les espaces stables est plus facile, ce sont exactement les espaces

engendrés par des vecteurs propres. Un sens de l’inclusion est immédiat. Soit F un sev stable par a etKn = E(λ1)⊕
. . . ⊕ E(λp ) avec λi les vp de a distinctes. Je laisse le lecteur réfléchir au fait que si on démontre F = (E(λ1)∩F ) ⊕
. . . ⊕ (E(λp )∩F ), on a démontré l’autre sens.

• La somme (E(λ1)∩F )+·· ·+ (E(λp )∩F ) est directe puisque E(λ1)+·· ·+E(λp ) l’est.

• (E(λ1)∩F ) ⊕ . . . ⊕ (E(λp )∩F ) ⊂ F immédiat.

• Montrons F ⊂ (E(λ1)∩F ) ⊕ . . . ⊕ (E(λp )∩F )

Soit f ∈ F , alors f = x1 +·· ·+ xp avec xi ∈ E(λi ), soit a(xi ) = λi xi , mais bien comprendre le problème : il n’y

a aucune raison à priori pour que xi ∈ F . On a a( f ) = λ1x1 + ·· ·+λp xp , . . . , ak ( f ) = λk
1 x1 + ·· ·+λk

p xp . Je ne

détaille pas trop : on a un système de Van der Monde en x1, . . . , xp . Par suite, les x1, . . . , xp peuvent s’exprimer

en fonction des f , a( f ), . . . , ap−1( f ). On se sert alors de la stabilité de F : ces vecteurs sont dans F , par suite

les xi sont dans F .
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3 ) Ici on ne demande pas le commutant, mais la dimension du commutant. On se rappelle un résultat du cours :

si M commute avec A, son noyau, son image et ses espaces propres sont stables par A. Le plus simple est sans

doute de trigonaliser : on trigonalise de la façon la plus simple possible quand on peut . . . Ici A2 = 0, Im A ⊂ Ker A

avec dim Ker A = 2 équation x + j y + j 2z = 0. : on prend une base du noyau : par exemple d’abord e1 = (1, j , j 2) ∈
Im A ⊂ Ker A et un quelconque e2 ∈ Ker A non colinéaire et on complète, astucieusement, par un vecteur e3

vérifiant Ae3 = e1 (pour le 1 en haut de la matrice T ) ; il y en a, mais inutile de résoudre ici : P ne sert pas, car c’est

du raisonnement :

P−1 AP =


0 0 1

0 0 0

0 0 0

= T AM = M A ⇐⇒ T (P−1MP ) = (P−1MP )T

Par isomorphisme de M −→ P−1MP , on en déduit que la dimension du commutant de A est égal à la dimension

du commutant de T .

M ′ =


a b c

d e f

g h i

 M ′T = T M ′ ⇐⇒ d = g = h = 0 et i = a ⇐⇒ M ′ =


a b c

0 e f

0 0 a


Dimension 5 donc.

III � Algèbre Linéaire

CCP PSI 2019 (liberté famille de polynômes)

Enoncé 79 - 1301187

1 ) Rappelez la formule du déterminant de Vandermonde.

Soit n ∈N. On souhaite montrer que la famille
(
(X +k)n

)
0≤k≤n est libre. Soient α0, . . . ,αn ∈ C tels que

n∑
k=0

αk (X +
k)n = 0.

2 ) Montrez, pour tout 0 ≤ p ≤ n,
∑n

k=0 αk (X +k)p = 0.

3 ) Montrez, pour tout 0 ≤ p ≤ n,
∑n

k=0 αk kp = 0. Conclure.

1 )

det
(
Vn(a1, . . . , an)

)=
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 1 . . . 1

a1 a2 a3 . . . an

a2
1 a2

2 a2
3 . . . a2

n
...

...
...

an−1
1 an−1

2 an−1
3 . . . an−1

n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= ± ∏

i< j
(ai −a j )

Regardez votre cours si vous voulez absolument savoir si c’est + ou si c’est - Attention! à ne pas prendre
∏

i 6= j car

dans ce cas « vous les avez 2 fois » et comme c’est un produit, cela fera le carré de la vraie valeur.

A minima, on peut retenir : une matrice V (a1, . . . , an) est inversible ssi les ai sont 2 à 2 distincts.

On peut constater que les polynômes Pk = (X +k)n ont tous même degré n et qu’il sont en cardinal n +1. Soient

α0, . . . ,αn ∈C tels que
n∑

k=0
αk (X +k)n = 0 (1).

2 ) On dérive n −p fois l’égalité (1) ce qui donne n ×·· ·× (n −p +1)
n∑

k=0
αk (X +k)n−(n−p) = 0. Ok.
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3 ) Il est donc probable que c’est dans cette question que l’on va se servir de VanderMonde . . . ∀0 ≤ p ≤ n, on

prend la valeur en 0 qui amène au système :



α0 +α1 +·· ·+αn = 0

α001 +α111 +·· ·+αnn1 = 0

α002 +α112 +·· ·+αnn2 = 0

. . .

α00n +α11n +·· ·+αnnn = 0
La matrice associée au système est une matrice de VanderMonde Vn+1(0,1, . . . ,n) qui est inversible car ses élé-

ments entiers sont 2 à 2 distincts. Par suite, le système n’admet qu’un seule solution. Or (0, . . . ,0) est solution, c’est

donc la seule, on aboutit donc à αi = 0.

Mines-Ponts PSI 2019 (suite des noyaux itérés) �

Enoncé 82 - 130638 Soient E un ev de dimension finie et u ∈ L (E) .

1 ) Montrez que la suite ( Ker(uk ))k∈N est strictement croissante (pour l’inclusion) jusqu’à un certain rang r au-

delà duquel elle est constante. Que dire de la suite ( Imuk )k∈N ?

2 ) Montrez que Imuk est stable par u, pour tout k ∈N.

3 ) Montrez que pour tout k ∈N, on a rg(uk )− rg(uk+1) = dim( Imuk ∩ Keru).

1 ) L’inclusion Ker(uk ) ⊂ Ker(uk+1) est immédiate car uk (x) = 0 =⇒ u(uk (x)) = u(0) = 0 par linéarité de u. Mon-

trons la stricte croissance jusqu’à une étape r après laquelle il y a toujours égalité. Attention! au raisonnement :

on procède en 2 étapes :

• On montre qu’à une étape r , il y a égalité.

• Après cette étape, il y a toujours égalité

Méthode 1 : Par l’absurde, si il n’y a jamais égalité, alors la suite dim( Ker(uk )) est strictement croissante. Par

récurrence aisée, car ce sont des entiers, on a dim Ker(uk ) ≥ k. Absurde car la dimension est finie.

Méthode 2 : la suite (dim Keruk )k est croissante et majorée (par la dimension) donc converge. Or c’est une suite

d’entiers, et une suite d’entiers convergente est constante à partir d’un certain rang, donc il existe un rang à partir

duquel il y a égalité, d’où l’égalité (mais pas la 2e partie de la proposition, pourquoi ?).

Soit 1 ≤ r ≤ n tel que Ker(ur ) = Ker(ur+1). Montrons pour tout k > r l’égalité des noyaux. Une inclusion étant

acquise, il faut et il suffit de démontrer l’autre, cad Ker(uk+1) ⊂ Ker(uk ) :

uk+1(x) = 0 =⇒ ur+k+1−r (x) = 0 =⇒ ur+1(uk−r (x)
)= 0

(1)︷︸︸︷=⇒ ur (
(
uk−r (x)

)= 0 =⇒ uk (x) = 0

En (1), on a appliqué Ker(ur+1) = Ker(ur )

Remarques

• On a évidemment la même situation pour les images itérées, sauf qu’ici, la suite est décroissante. Par le

théprème du rang, le r d’égalité des noyaux est le même que celui des images

• En dimension infinie, la suite des noyaux itérés peut être strictement croissante sans jamais d’égalité. Le

lecteur refléchira à l’endomorphisme D de dérivation dans R[X ] où D(P ) = P ′ et KerDk = . (Allez je vous

laisse deviner et comprendre qu’il n’y a jamais égalité). Solution à la fin.

2 ) Tout KerP (u) et ImP (u) est stable par u, c’est du cours ! On peut bien sûr le redémontrer ; tant qu’à faire je

prends P (u) avec P ∈ R[X ] quelconque au lieu de P (u) = uk . Je rappelle que F stable par u signifie u(F ) ⊂ F . Soit
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x ∈ ImP (u) avec P (X ) = ∑n
k=0 ak X k :

x = P (u)(y) =
n∑

k=0
ak uk (y) =⇒ u(x) = u

( n∑
k=0

ak uk (y)
)
=

n∑
k=0

ak uk(
u(y)

)= P (u)
(
u(y)

) =⇒ u(x) ∈ ImP (u)

3 ) Dans cette question on évalue la « vitesse » de décroissance de la suite des images itétéres qui, via le théorème

du rang, est évidemment la même que la « vitesse » de croissance de la suite des noyaux itérés.

L’idée est d’appliquer le théorème du rang à une application linéaire auxiliaire bien choisie. . .Il faut évidemment

penser aux questions précédentes. Considérons l’application u′ induite par u sur Imuk , possible d’après la ques-

tion précédente. Le théorème du rang appliqué à u′ donne :

dim Imuk = dim Keru′+dim Imu′ = dim( Keru ∩ Imuk )+dimu
(

Imuk)︸ ︷︷ ︸
dim Imuk+1

Le résultat est acquis. Je rappelle que up
(

Imuq
)= up

(
uq (E)

)= up+q (E) = Im(up+q ).

Remarque : Comme la suite d’ensembles ( Imuk ) décroît, on en déduit que dim( Imuk ∩ Keru) décroit, puis que

la croissance dim Imuk+1 −dim Imuk décroit. Par suite, la croissance des Imuk (rp. la décroissance des Keruk )

décroit. Pour info, on dit que la suite (dim Imuk ) est concave (rp. la suite dim Keruk ) est convexe).

IV � Algèbre Euclidienne

Mines-Ponts PSI 2019 (distance à un ev)

Enoncé 107 - 130669 On pose pour tout k ∈N∗, Ik = inf
a,b∈R

∫ +∞

0
(xk −ax −b)2e−x dx . Montrez que Ik existe,

est atteint, et calculez sa valeur.

Il n’y a pas trop d’autre alternative, il faut reconnaitre la distance de x à un sev F dans un ev euclidien
(

E , (·|·) )
et

appliquer le théorème adéquat avec d(x, y) = ‖x − y‖ et ‖u‖2 = (
u |u )

:

d 2(x,F ) = inf
f ∈F

d 2(x, f ) = d 2(x, pF (x)) = ‖x −pF (x)‖2 = ‖x‖2 −‖pF (x)‖2

Donc il faut analyser / trouver / donner x, F , E et son produit scalaire. Ici, on prend E =Rk [X ],
(

P |Q )= ∫ +∞
0 P (t )Q(t )e−t dt ,

x« = »X k et F =R1[X ] car, lorsque a,b parcourent R, aX +b parcourt R1[X ]. On « pourrait » prendre E =R[X ] mais,

stricto-sensu, un ev euclidien est de dimension finie, sinon on dit ev préhilbertien. Je ne démontre pas produit sca-

laire ici, vous le trouverez dans le cours (sans le e−t , produit scalaire usuel) mais la démo est la même. Je démontre

juste l’existence de cette intégrale impropre :

• t → P (t )Q(t )e−t est continue sur
[

0,+∞[
, pour tous polynômes P,Q ∈Rk (X ].

• Si P,Q sont respectivement de degrés p, q ≤ k, alors P (t )Q(t )e−t ∼+∞ αp xpβq xq e−x = o
( 1

x2

)
On cherche à calculer la projection orthogonale sur F =R1[X ], et vu la faible dimension 2, le coût de calcul d’une

BON par le procédé d’orthonormalisation de Schmidt n’est pas élevé, on choisit donc d’appliquer la formule en

accord : si (P0,P1) est une BON de R1[X ] :

pF (X k ) = (
X k |P0

)
P0(X )+ (

X k |P1
)

P1(X ) =⇒ ‖pF (X k )‖2 = (
X k |P0

)2 + (
X k |P1

)2 car (P1,P0) BON

On part de la base canonqique (1, X ) et on prend P0 = 1, P1 = X +α tel que P1 ⊥ P0 qui se traduit par :

(
P0 |P1

)= ∫ +∞

0
1(t +α)e−t dt = 1

∫ +∞

0
t 1e−t dt +α

∫ +∞

0
t 0e−t dt = 1+α= 0 ⇐⇒ α=−1
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Pour les calculs ultérieurs, on aura souvent besoin de
∫ +∞

0 t ne−t = Γ(n +1) = In = n! que l’on prouvera à la fin. On

a donc, par le procédé de Schmidt (1, X −1) est une Base orthogonale de R1[X ]. On calcule :

‖1‖2 =
∫ +∞

0
12e−t dt = 1 ‖X−1‖2 =

∫ +∞

0
(t−1)2e−t dt =

∫ +∞

0
t 2e−t dt −2

∫ +∞

0
te−t dt +

∫ +∞

0
e−t dt = I2−2I1+I0 == 2!−2+1 = 1

(1, X −1) est donc une BON de F =R1[X ].

‖X k‖2 =
∫ +∞

0
t 2k e−t dt = I2k = (2k)!

(
X k |P0

)2 =
(∫ +∞

0
t k ×1e−t dt

)2 = I 2
k = (k !)2

(
X k |P1

)2 =
(∫ +∞

0
t k (t −1)e−t dt

)2 = (Ik+1 − Ik )2 = (k !)2 k2

Par suite, Ik = (2k)!−k !2 −k !2(k2 +2k) = (2k)!−k !2 (1+k2)

In se calcule par la récurrence In = nIn−1, via une ipp : u = t n v ′ = e−t u′ = nt n−1 v = −e−t : L’ipp directe en +∞
est justifiée par l’existence de la dernière intégrale, puisque c’est In−1 !

∀n ≥ 1, In =
∫ +∞

0
t ne−t dt =

[
− t ne−t

]+∞
0

+n
∫ +∞

0
t n−1e−t dt = nIn−1

n ≥ 1 est nécessaire pour [t ne−t ][t = 0] = 0.

Remarque : Il y a une autre méthode, peut-être un peu plus rapide, qui n’utilise pas la formule de la projection or-

thogonale, mais la caractérisation du projeté (qui est opérationnelle même si la projection n’est pas orthogonale),

avec E = F ⊕ G , pF (x) = y ⇐⇒ y ∈ F et x − y ∈G . Ici, on arrive à :

pF (X k ) = aX +b avec pF (X k )−X k ⊥ X ,1 soit

{ (
aX +b |X

) = (
X k |X

)(
aX +b |1) = (

X k |1) ⇐⇒
{

2a +b = (k +1)!

a +b = k !

On obtient pF (X k ) = (
(k +1)!−k !

)
X + (

2k !− (k +1)!
)
1 puis :

‖PF (X k )‖2 = (
(k +1)!−k !

)2I2 +2
(
(k +1)!−k !

)(
2k !− (k +1)!

)
I1 +

(
2k !− (k +1)!

)2I0 = k !2 (k2 +1)

Mines-Ponts PSI 2019 (matrice projection orthogonale) �

Enoncé 108 - 130668 Soient E un ev euclidien de dimension 4 et B = (e1,e2,e3,e4) une BON de E . Déter-

minez la matrice de la projection orthogonale sur Vect(e1 +e2 +e3 +e4,2e2 +3e4) dans B .

Il faut

• Calculer les images de ei cad leur projection orthogonale.

• Calculer éventuellement les coordonnées de ces images

On va utiliser la formule pour une projection orthogonale qui nécessite d’avoir une Base orthonormée. On utilise

le procédé do’orthognormalisation de Gram-Schmidt « en partant » de la base quelconque (e1 + e2 + e3 + e4,2e2 +
3e4) :

• f1 = e1 +e2 +e3 +e4

• f2 = 2e2 +3e4 +α(e1 +e2 +e3 +e4) tel que
(

f1 | f2
)= 0, soit α=−5

4 car(
f1 | f2

)= (
e1 +e2 +e3 +e4 |αe1 + (2+α)e2 +αe3 + (3+α)e4

)= 1×α+1× (2+α)+1×α+1× (3+α) = 0

On trouve f2 = 1
4 (−5e1 +3e2 −5e3 +7e4)
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Une base orthonormée de F est
(

1
2 (e1 +e2 +e3 +e4), 1

6
p

5
(−5e1 +3e2 −5e3 +7e4)

)
. La formule est

p(x) = 1

4

(
x |e1 +e2 +e3 +e4

) (
e1 +e2 +e3 +e4

)+ 1

180

(
x | −5e1 +3e2 −5e3 +7e4

) (−5e1 +3e2 −5e3 +7e4
)

p(e1) = 1

4

(
e1 |e1 +e2 +e3 +e4

) (
e1 +e2 +e3 +e4

)+ 1

180

(
e1 | −5e1 +3e2 −5e3 +7e4

) (−5e1 +3e2 −5e3 +7e4
)

= 1

4

(
e1 +e2 +e3 +e4

)+ −5

180

(−5e1 +3e2 −5e3 +7e4
)= 7

18
e1 + 1

6
e2 + 7

18
e3 + 1

18
e4

p(e2) = ·· · = 1

6
e1 + 3

10
e2 + 1

6
e3 + 11

30
e4

p(e3) = ·· · = 7

18
e1 + 1

6
e2 + 7

18
e3 + 1

18
e4

p(e4) = ·· · = 1

18
e1 + 11

30
e2 + 1

18
e3 + 47

90
e4

La matrice de p dans B est M =



7

18

1

6

7

18

1

18
1

6

3

10

1

6

11

30
7

18

1

6

7

18

1

18
1

18

11

30

1

18

47

90


IMT PSI 2019 (dilatation symétrique)

Enoncé 116 - 26234 On définit u(x) = k(a|x)a +x avec a ∈ E unitaire et k réel dans E euclidien.

1 ) Montrez que u est un endomorphisme symétrique.

2 ) Trouvez une CNS pour que u soit un automorphisme orthogonal en écrivant sa matrice dans une base bien

choisie et le caractériser.

1 ) On applique la linéarité à gauche

∀x, y ∈ E ,
(

u(x) | y
)= k(a|x)

(
a | y

)+ (
x | y

)
Par symétrie, ceci est aussi égal à

(
u(y) |x

)= (
x |u(y)

)
, soit u endomorphisme symétrique

2 ) Méthode 1 : On demande d’utiliser une matrice. . . Il faut choisir une base. O nse place dans une base ortho-

normée adapté à la décomposition Vect(a) ⊕ Vect(a)⊥ = E soit (a,e2, . . . ,en) car a est unitaire (sinon on prendrait
a

‖a‖2
.

On doit d’abord calculer les images de la base puis les coordonnées dans cette base.

• u(a) = k(a|a)a +a = (k ×1+1)a

• ∀2 ≤ i ≤ n, ei ∈ Vect(a)⊥, donc u(ei ) = 0+ei .

La matrice est de u est donc diagonale : D = Diag(k +1,1, . . . ,1) La base étant orthonormée, u est un automor-

phisme orthogonal ssi D est un matrice orthogonale ssi les vecteurs colonnes forment une base orthonormée

L’orthogonalité est immédiate. ‖Ci‖2 = 1 ssi k = 0 ou k =−2.

Pour k = 0, on reconnaît l’identité.

Pour k = −2, je rappelle que les seuls automorphismes orthogonaux « reconnaissables » en dimension n sont les

symétries orthogonales et en dimension 2 ou 3 on a en plus, les rotations à reconnaître. Pour une symétrie, or-

thogonale ou pas, les éléments caractéristiques sont le « par rapport » : Ker(u − I d) (les invariants), le « parallèle-

ment » : Ker(u+ i d) sauf que pour une symétrie orthogonale, l’un est l’orthogonal de l’autre, ce n’est pas la peine

de calculer les 2 ! ! On a immédiatement :

x ∈ Ker(u − i d) ⇐⇒ u(x) = x ⇐⇒ −2
(

x |a
)= 0 ⇐⇒ x ∈ Vect(a)⊥
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On reconnaît la symétrie orthogonale par rapport à l’hyperplan Vect(a)⊥, cad une réflexion.

Méthode 2 (par la norme) :

u ∈O(E) ⇐⇒ ∀x ∈ E , ‖u(x)‖ = ‖x‖ ⇐⇒ ‖k(a|x)a +x ‖2 = ‖x‖2 car ≥ 0

⇐⇒ k2(a|x)2‖a‖2 +2k(a|x)2 +‖x‖2 = ‖x‖2

⇐⇒ ∀x ∈ E , k(a|x)2 (k +2) = 0

Comme il existe x tel que (x|a) 6= 0 ((a|a) = 1 !), il suit k = 0 ou k =−2.

CCP PSI 2019 (calcul de projeté orthogonal)

Enoncé 119 - 26198 On note E l’espace vectoriel des fonctions continues de [0,1] dans R.

1 ) Vérifiez que
(

f |g
)= ∫ 1

0 f (t )g (t )t 2 dt est un produit scalaire sur E .

2 ) Vérifiez l’existence et calculez
∫ 1

0 xn ln x dx puis donnez le projeté orthogonal de x ln x sur le sev des fonctions

affines de E .

3 ) Calculez inf
a,b∈R

∫ 1

0
(at +b − t ln t )2t 2 dt .

p( f )− f ⊥ 1, t et, via p( f ) = at+b, (p( f )|t ,1) = ( f |t ,1) donne a = 11
20 b = −3

5 . ou aussi BO de F : (1, t− 3
4 ) : ( f |t− 3

4 ) = 11
20

et ( f |1) = −3
16 . Q3 d 2 = ‖ f ‖2 −‖p( f )‖2 = 2

125 − 31
2000 = 1

2000

1 ) On vérifie que ϕ( f , g ) est une forme bilinéaire symétrique définie positive. Les 2 choses sur lesquelles je vais

insister sont l’existence de l’intégrale et définie.

t → f (t )g (t )t 2 est continue sur l’intervalle fermé
[

0,1
]

donc y est intégrable. Quant à définie positive, cela résulte

de, comme ϕ( f , f ) = ∫ 1
0 f 2(t )t 2 dt = 0 et que les deux conditions sont remplies, cad la continuité de t → f 2(t )t 2

sur
[

0,1
]

et le signe constant, alors cette fonction est identiquement nulle sur
[

0,1
]

, donc f sur
]

0,1
]

(pour

être parfait, il faut enlever 0 car t = 0 en 0. . .) donc sur
[

0,1
]

par continuité de f .

2 ) fn : x → xnlnx est continue sur
]

0,1
]

et se prolonge par continuité en 0 car lim0 fn = 0 (croissances com-

parées), mais seulement pour n ≥ 1. Pour n = 0 on utilise le critère t f (t ) en 0 avec a = 1
2 < 1 : lim0 t 1/2 f0(t ) =

lim0
p

t ln t = 0.

On calcule l’intégrale par une ipp avec u′ = xn v = ln x u = 1
n+1 xn+1 v ′ = 1

x :

In =
∫ 1

0
xn ln x dx =

[ 1

n +1
xn+1 ln x

]1

0
− 1

n +1

∫ 1

0
xn dx = 0− 1

n +1

[ 1

n +1
xn+1 ln x

]1

0
= −1

(n +1)2

Le sev des fonctions affines, contenant les fonctions x → ax +b est F =R1[X ] et bien un sev de E .

Méthode 1 :

Le plus simple pour calculer la projection orthogonale de x ln x sur F est de construire une BON par le procédé

de Schmidt : soit (1, X ) une base quelconque de F , on construit une base orthogonale (P0,P1) tels que P0 = 1 et

P1 = X +b tel que P1 ⊥ P0 , soit
(

1 |X +b
) = ∫ 1

0 (t +b)t 2 dt = 1
4 +b 1

3 = 0 ou b = −3
4 . On termine en normant les

vecteurs :

‖1‖2 =
∫ 1

0
t 2 dt = 1

3

∥∥∥x − 3

4

∥∥∥2 =
∫ 1

0
(t 2 + 9

16
− 3

2
t )t 2 dt = 1

5
+ 9

16

1

3
− 3

2

1

4
= 1

80

Par suite, la formule de projection orthogonale sur F est :

p
(

f (x)
)= (

f (x) |1) 1

1/3
1+

(
f (x)

∣∣∣ x − 3

4

) 1

1/80

(
x − 3

4

)
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Avec
(

x ln x |1)= ∫ 1

0
t 3 ln t dt =− 1

16

(
x ln x

∣∣∣ x − 3

4

)
=

∫ 1

0
t 4 ln t − 3

4
t 3 ln t dt =− 1

25
− 3

4

(
− 1

16

)
= 11

1600
puis

p
(
x ln x

)=− 3

16
1+ 80×11

1600

(
x − 3

4

)
= 11

20
x − 3

5

Des calculs de fractions bien fastidieux. . . Cela me semble bien impossible à mener en 10 minutes !

On peut être un peu plus efficace en procédant comme suit, sans la formule mais par le caractérisé du projeté (du

décomposé) : Je rappelle que si p est la projection sur F parallèlement à G (avec F ⊕ G = E), alors p(x) = y tel que

y ∈ F et x − y ∈G

Méthode 2 :

Ici, en notant g (x) = p
(
x ln x

)
, x − y ∈G = F⊥ se traduit par

(
x ln x − g (x) |1)= 0 et

(
x ln x − g (x) |x

)= 0 et g (x) ∈ F

par g (x) = ax +b. Par suite :{ (
x ln x |1) = (

ax +b |1)(
x ln x |x

) = (
ax +b |x ) ⇐⇒


− 1

16
= 1

4
a + 1

3
b

− 1

25
= 1

5
a + 1

4
b

⇐⇒


a = 11

20
b = −3

5
C’est incontestablement plus rapide.

3 ) Il manquait un carré dans l’énoncé que vous avez eu. . . Après avoir remarqué que :

α= inf
a,b∈R

∫ 1

0
(at +b − t ln t )2t 2 dt = d 2(x ln x,F )

en rappelant d 2
(

f (x), g (x)
)= ‖ f (x)− g (x)‖2 = ∫ 1

0

(
f (t )− g (t )

)
t 2 dt . On applique le théorème adéquat du cours :

α= ‖x ln x‖2 −‖p
(
x ln x

)‖2 =
∫ 1

0
ln2 t t 4 dt −

∫ 1

0

(11

20
t − 3

5

)2
t 2 dt

Il faut faire une ipp pour la première intégrale. Pfou ! ! ! Calculs beaucoup trop longs. On trouve, je ne mets pas les

détails, α= 1

2000

Remarque : Si on revient à l’énoncé que vous avez eu, sans le carré, (ou une erreur de report d’énoncé, ou de typo-

graphie de ma part, le 2 ayant disparu dans la frappe au clavier), la question n’a pas de rapport avec la précédente,

ce qui est peu probable et « justifie » le rajout du carré. Néanmoins, on peut l’étudier. . . C’est

inf
a,b

a
∫ 1

0
t 3 dt +b

∫ 1

0
t 2 dt −

∫ 1

0
t 3 ln t dt = inf

a,b

1

4
a + 1

3
b − 1

16
=−∞!!

V � Séries : Convergence, Calcul de Sommes et de Rayons de Convergence

CCP PSI 2019 (série entière à terme intégral)

Enoncé 127 - 262010001 On pose un =
∫ 1

0

t n

1+ t 2 dt .

1 ) Rappelez la définition du rayon de convergence.

2 ) Donnez le rayon de la convergence de la série entière
∑

un xn .

3 ) Montrez il existe 3 réels a,b,c tels que ∀x ∈]−R,R[,∀ t ∈ [0,1], 1
(1+t 2)(1−t x) = at+b

t 2+1 + c
1−t x .

4 ) Calculez S(x) pour x ∈]−R,R[.

5 ) Montrez que S(−1) existe et le calculer.

1 ) La définition de mon cours : pour toute série entière
∑

an xn , il existe un unique réel R ∈R+ ∪{+∞}
tel que :
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• Si |x| < R, la série
∑

an xn converge absolument.

• Si |x| > R, la série diverge grossièrement.

Remarque : On peut aussi prendre comme définition, l’une des 4 suivantes, en prenant les sup dans R+ ∪{+∞}
:

R = sup
{
|x|, ∑

an xn converge absolument
}
= sup

{
|x|, ∑

an xn converge
}

= sup
{
|x|, la suite an xn converge vers 0

}
= sup

{
|x|, la suite an xn est bornée

}

2 ) Si on essaye d’appliquer la méthode de d’Alembert :
∣∣∣ an+1t n+1

an t n

∣∣∣ = an+1

an
|t |, on s’aperçoit qu’on est un peu

embêté, la limite est du type 0
0 , en soi ce n’est pas cela qui est embêtant en prépas !, car on effectue alors un petit

dl/équivalent, mais ici c’est une intégrale, alors les équivalents/dls, c’est plus compliqué. . .

On essaye une autre méthode : on encadre l’intégrale, en espérant que les valeurs obtenues des 2 côtés donneront

une série entière de même rayon

R = 1 ←− 1

2(n +1)
=

∫ 1

0

t n

1+1
dt ≤ un =

∫ 1

0

t n

1+ t 2 dt ≤
∫ 1

0

t n

1+0
dt = 1

n +1
−→ R = 1

Comme la série entière
∑ xn

n+1 a pour rayon 1 (ou par d’Alembert ou en reconnaissant la série usuelle 1
x

∑
n

xn+1

n+1 =
1
x (− ln(1− x))). Rappelons que la série α

∑
n an xn a même rayon que la série entière

∑
n an xn . Par encadrement,

R ≥ 1 et R ≤ 1, soit R = 1.

Remarque : Trouvez un équivalent de un n’est pas si difficile que cela, il fait partie des questions « classiques » : avec

le changement de variables u = t n bijectif et C 1 de
]

0,1
[

sur
]

0,1
[

, t = u1/n = exp
( 1

n lnu
)

et dt = 1
n u1/n1 du :

un = 1

n

∫ 1

0

u

1+u2/n

u1/n

u
du = 1

n

∫ 1

0
fn(u)du ∼ 1

n

1

2

Car le théorème de Lebesgue amène
∫ 1

0 fn −→ 1
2 lorsque n →+∞ car :

• Convergence simple de la suite de fonctions ( fn) :

fn(u) = u1/n

1+u2/n
−→


1

1+1 si 0 < u ≤ 1

0 sinon

 f (u)

• Domination :

∀n ∈N,
∣∣∣ u1/n

1+u2/n

∣∣∣≤ 1

1+0
intégrable sur

]
0,1

[
3 ) Attention! à ne pas oublier l’éventuelle partie entière : deg(1) = 0 < 3 donc elle est nulle. On prêtera aussi

attention au paramètre x, pouvant faire double usage / confusion avec le paramètre t .

1

(1+ t 2)(1− t x)
= 0+ at +b

t 2 +1
+ c

1− t x

• ×(1− t x) puis valeur t = 1
x donne c = x2

1+x2

• ×t et limite quand t −→+∞ donne 0 = a − c

x
soit a = x

x2 +1

• t = 0 donne 1 = b + c soit b = 1

x2 +1

4 )
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∀x ∈ ] −1,1
[

, S(x) =
+∞∑
n=0

∫ 1

0

t n

1+ t 2 dt xn
(1)︷︸︸︷=

∫ 1

0

+∞∑
n=0

t n

1+ t 2 xn dt =
∫ 1

0

1

1+ t 2

+∞∑
n=0

t n xn dt

(2)︷︸︸︷=
∫ 1

0

1

(1+ t 2)(1− t x)
dt =

∫ 1

0

xt +1

1+x2

t 2 +1
+

x2

1+x2

1− t x
dt = 1

1+x2

∫ 1

0

xt +1

t 2 +1
+ x2

1− t x
dt

= 1

1+x2

[ x

2
ln(1+ t 2)+arctan(t )−x ln(1− t x)

]t=1

t=0

= 1

1+x2

( x

2
ln2+ π

4
−x ln(1−x)

)
• (1) Résulte de l’application du théorème d’intégration terme à terme :

• La série de fonctions fn(t ) = t n xn

1+t 2 converge simplement sur [0,1] vers 1
(1+t 2)(1−t x) (car |x| < 1) qui est

bien continue par morceaux sur [0,1] : 1− t x ne s’y annule pas car 1
|x| > 1.

• La série
∑∫ 1

0 | fn(t )|dt converge car ≤ 1
n+1 [x|n ≤ |x|n série géométrique convergente et critère de ma-

joration d’une série positive.

• (2) Série géométrique convergente car |t x| ≤ |x| < 1

5 ) Attention! à bien comprendre le problème de −1 : c’est une borne de l’intervalle ouvert de convergence] −1,1
[

et les théorèmes ne « marchent » pas en -1.

S(−1) =
+∞∑
n=0

∫ 1

0
(−1)n t n

1+ t 2 dt =
+∞∑
n=0

(−1)nun .

un ≥ 0 donc c’est bien une série alternée. Elle vérifie le CSSA car :

• un −→ 0 par le théorème de convergence dominée de Lebesgue :

• La suite de fonctions ( fn) converge simplement sur [0,1] vers f :

0 si t ∈ [0,1[

1
2 si t = 1

• Hypothèse de Domination : ∀n ∈N,∀ t ∈ [0,1], | fn(t )| ≤ 1

La constante 1 est bien intégrable sur [0,1].

• |un | ↘ car : pour t ∈ [0,1],0 ≤ t n+1 ≤ t n donc
t n+1

1+ t 2 ≤ t n

1+ t 2 puis croissance de l’intégrale.

Attention! On n’a pas le droit de remplacer dans la « formule » plus haut par x =−1.

Solution : passage à la limite lorsque x −→−1 ce qui nécessite de regarder la continuité des deux expressions en

-1 :

∀x ∈ ] −1,1
[

, S(x) =
+∞∑
n=0

un xn︸ ︷︷ ︸
hn (x)

= 1

1+x2

( x

2
ln2+ π

4
−x ln(1−x)

)
︸ ︷︷ ︸

g (x)

• g est continue en -1, par continuité des fonctions usuelles, on peut donc remplacer par -1.

• La série entière S(x) n’est pas continue en −R = −1 par « défaut ». Il faut donc appliquer le théorème de

continuité d’une série de fonctions à S(x) = ∑+∞
n=0 hn(x) :

• les fonctions hn sont clairement continues sur I = [ −1,0
]

• Malheureusement, la série de fonctions
∑

hn(x) ne converge pas normalement sur I = [−1,0] car sup
x∈[−1,0]

|un xn |
= |un | =O

( 1
n

)
.

Heureusement, la série de fonctions vérifie le CSSA pour tout x ∈ I :
∑

hn(x) =∑
(−1)nun(−x)n : elle est

bien alternée, un xn → 0 est immédiat. On a déjà vu un ↘ , |x|n aussi et sont postives toutes les deux,

donc Ok.

On applique le résultat qui donne une majoration du reste d’une série alternée verifiant le CSSA pour
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tout x : ∣∣∣Rn(x)
∣∣∣≤ |un+1| |x|n+1 ≤ 1

n +1
=⇒ sup

x∈I

∣∣∣Rn(x)
∣∣∣≤ 1

n +1
−→ 0

Il y adonc convergence uniforme de la série de fonctions sur I = [−1,0]

On termine en pasasnt à la limite lorsque x −→−1 et en appliquant la continuité de S :

S(−1) = lim
x→−1

S(x) = lim
x→−1

1

1+x2

( x

2
ln2+ π

4
−x ln(1−x)

)
= π

8
+ 1

4
ln2

CCP PSI 2019-2017-2014-2013-2012 (série à terme racine d’équation) H

Enoncé 128 - 192120001

1 ) Montrez que xn +x
p

n −1 = 0 a une unique racine xn dans [0,1].

2 ) Déterminez la limite de la suite (xn). (2013 : Donnez un équivalent).

3 ) Etudier la série de terme général xn .

4 ) Etudiez la série de terme général (−1)n xn (2017 : Absent)

On pourra prouver, en utilisant fn(x) = xn +x
p

n−1, fn+1(xn) = (xn −1)−xn
p

n
(
xn −

√
1+ 1

n

)
. (Que en 2019!).

1 ) On a f ′
n(x) = nxn−1 +p

n > 0 sur
[

0,1
]

, fn(0) = −1 et fn(1) = p
n. fn est continue et strictement croissante

donc réalise une bijection de
[

0,1
]

sur
[ −1,

p
n

]
. Par suite il existe un et un seul xn ∈ [

0,1
]

vérifiant fn(xn) = 0

(puisque 0 ∈ [ −1,
p

n
]

)

2 ) On essaye d’utiliser le tvi pour encadrer xn . fn( 1
n ) = e−n lnn − 1p

n
−1 −→−1. Par suite, à partir d’un certain rang

fn( 1
n ) < 0 et, par le tvi, f r ac1n ≤ xn . On essaye une autre valeur au-dessus : fn( 1p

n
) = e−n lnn/2+1−1 > 0. Par le tvi,

on a donc l’encadrement un peu plus précis 1
n ≤ xn ≤ 1p

n
. On en déduit lim xn = 0

3 ) La minoration précédente xn ≥ 1
n nous donne la divergence de la série

∑
xn .

4 ) La série
∑

(−1)n xn converge car vérifie le CSSA :

• Elle est alternée car xn ≥ 0.

• xn → 0, vu en Q2.

• Montrons la décroissance. On a 0 = fn(xn) = xn
n + xn

p
n − 1. D’autre part, on démontre l’indication de

l’énoncé :

(xn −1)−xn
p

n
(
xn −

√
1+ 1

n

)
= xn −1−p

nx2
n +xn

p
n +1 = xn(1−p

nxn)−1+xn
p

n +1

= xn xn
n −1+xn

p
n +1 = fn+1(xn)

Ensuite ce qu’il faut comprendre tout seul, c’est cela qui était difficile, c’est qu’il faut regarder le signe de

fn+1(xn). En effet, si fn+1(xn) ≥ 0 (rp. ≤ 0), comme fn+1(xn+1) = 0, il suit fn+1(xn) ≥ fn+1(xn+1) (rp. fn+1(xn) ≤
fn+1(xn+1) et ensuite, par croissance de fn+1, il vient xn ≥ xn+1 (rp. xn ≤ xn+1). Ok? On a fn+1(xn) ≥ 0 car on

a vu xn ≤ 1p
n

soit
p

nxn ≤ 1 puis :

(xn −1) ≥p
nxn (xn −1) ≥p

nxn

(
xn −

√
1+ 1

n

)
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CCP PSI 2019 (série alternée avec terme intégral)

Enoncé 131 - 1301266 On pose In =
∫ π/4

0
tann(t )dt .

1 ) Calculez lim In .

2 ) Calculez In + In+2 (on fera le changement de variables u = tan t ).

3 ) Calculez
∑+∞

n=0
(−1)n

n+1

4 ) Montrez que la série de terme général
∑

(−1)n In et calculez sa somme.

1 ) On commence par remarquer que l’intégrale existe puisque fn(t ) = tann(t ) est continue sur I = [
0, π4

]
fermé.

• Étude de la convergence simple de la suite de fonctions ( fn) sur I

On remarque que pour 0 ≤ t ≤ π
4 , 0 ≤ tan t ≤ 1 puis :

tann(t )
n→+∞−−−−−−→

0 si 0 ≤ t < π
4

1 si t = π
4

}
= f (t )

convergence simple sur I vers la fonction continue par morceaux f .

• Domination : ∀n ∈N,∀ t ∈ I | tann(t )| ≤ 1 qui est bien intégrable sur I

Par application du théorème de convergence dominée de Lebesgue 5 lim In =
∫ π/4

0
f = 0

2 ) On utilise le changement de variables u = tan t C 1 de
[

0, π4
]

sur
[

0,1
]

on a du = (1+ tan2 t )dt

In + In+2 =
∫ π/4

0
tann t + tann+2 t dt =

∫ π/4

0
tann t (1+ tan2 t )dt =

∫ 1

0
un du = 1

n +1

3 ) Le cours nous apprend :

∀x ∈ ] −1,1
[

, ln(1+x) =
+∞∑
n=0

(−1)n xn+1

n +1
(∗)

Le rayon de la série entière est 1, donc à priori continue sur
] −1,1

[
. Montrons qu’elle est continue sur J = [

0,1
]

par application du théorème de continuité d’une série de fonctions]

• fn(x) = (−1)n xn+1

n+1 est clairement continue sur J

• La convergence normale ne « marche » pas puisque supx∈[0,1] | xn+1

n+1 | = 1
n+1 qui n’est pas le terme d’une série

convergente. Montrons la convergence uniforme de
∑

(−1)n xn+1

n+1 , en utilisant le CSSA pour chaque x

• La série est bien alternée car xn+1

n+1 ≥ 0 sur J .

• xn+1

n+1 ≥ 0 est aussi immédiat car 0 ≤ x ≤ 1, et pour tout x.

• La décroissance pour tout x résulte de 1
n+1 ↘ et xn+1 aussi car 0 ≤ x ≤ 1.

La série vérifiant le CSSA pour tout x on en déduit la majoration du reste, puis on passe au Sup :

|Rn(x)| =
∣∣∣ +∞∑

k=n+1
(−1)n xn+1

n +1

∣∣∣≤ ∣∣∣(−1)n+1 xn+2

n +2

∣∣∣= |x|n+2

n +2
=⇒ sup

x∈J

∣∣∣Rn(x)
∣∣∣≤ sup

x∈J

∣∣∣ |x|n+2

n +2

∣∣∣= 1

n +2
−→ 0

On en déduit la convergence uniforme de la série de fonctions sur J = [
0,1

]
et en particulier en 1.

Reprenons la formule (*) et faisons tendre x −→ 1. Le membre de gauche tend vers ln2 (par continuité de ln; le

membre de droite, comme on vient de démontrer la continuité de la somme en 1, tend vers S(1) = ∑+∞
n=1

(−1)n

n+1 De

l’unicité de la limite, il suit ln2 =
+∞∑
n=0

(−1)n

n +1

4 ) On montre d’abord rapidement la convergence de la série
∑

n(−1)n In par le CSSA :

5. Henri-Léon Lebesgue : mathématicien français (1875-1941). Reconnu pour sa théorie de l’intégration initiée dans sa thèse de 1902

« Intégrale, longueur, aire ».
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• In ≥ 0 car tann(t ) ≥ 0 pour 0 ≤ t ≤ π
4 .

• lim In = 0 d’après Q1.

• In ↘ par croissance de l’intégrale puisque tann+1(t ) ≤ tann(t ) puisque 0 ≤ tan(t ) ≤ 1.

Ensuite on pose S = ∑+∞
n=0 (−1)n In puis

S +
+∞∑
n=0

(−1)n In+2 =
+∞∑
n=0

(−1)n(In + In+2) =
+∞∑
n=0

(−1)n

n +1
= ln2

= S +
+∞∑
n=2

(−1)n−2In = S +
+∞∑
n=2

(−1)n In = 2S − I0 + I1 = 2S − π

4
+

∫ π/4

0
tan t dt

= 2S − π

4
+

[
− ln |cos t |

]π/4

0
= 2S − π

4
− ln

( 1p
2

) =⇒ S = π

8
+ 1

4
ln2

Centrale PSI 2019 (série à terme intégral)

Enoncé 133 - 1301028 On considère la suite (In) définie par In =
∫ +∞

0

dt

(1+ t 3)n .

1 ) Soient les suites (un) et (vn) tq ∀n ≥ 1, un = ∑n
k=1

1
k − ln(n) vn = ∑n

k=1
1
k − ln(n +1). Montrez elles convergent

vers la même limite.

2 ) Montrez pour tout n ≥ 1, In+1 =
(
1− 1

3n

)
In .

3 ) Montrez il existe des réels α,β tels que ln(In) =α lnn +β+o(1).

4 ) Etudiez la convergnce de la série
∑

In .

Q2 ipp 1 = (1+ t 3)− t 3. Q3 ln
( In+1(n+1)a

In na

)= (−1
3 +a) 1

n +O( 1
n2 ) pr a = 1

3 , av wn = ln(Inna),
∑

wn+1 −wn cvg dc suite

wn = ln(Inn1/3) cvg vers β Q4 In ∼ eβ

n1/3 . no.

Critère de Raabe-Duhamel : un > 0 et un+1
un

= 1− a
n +o( 1

n ). si a > 1,
∑

un cvg; si a < 1,
∑

un dvg. Plus généralement
un+1

un
= 1− a

n + vn avec
∑ |vn | cvg, alors

∑
un cvg ssi a > 1 (DupuyMinesAna 35).

1 ) Les 2 suites sont adjacentes :

• vn+1 − vn == 1

n +1
− ln

(
1+ 1

n +1

)
≥ 0, soit vn ↗

par l’inégalité de convexité usuelle que je ne redémontre pas ici ln(1+x) ≤ x.

• un+1 −un = 1

n +1
− ln(n +1)+ ln(n) =

∫ n+1

n

( 1

n +1
− 1

x

)
dx ≤ 0, soit un ↘

• vn −un =− ln
(n +1

n

)
→ 0

Elles convergent alors vers la même limite (que l’on sait, vu en cours, être la fameuse constante d’Euler γ)

2 ) On effectue une ipp sur In+1 − In avec u = t v ′ = t 2

(1+ t 3)n+1 u′ = 1 v = 1

3

1

n

1

(1+ t 3)n . Elle est « licite » en +∞
car le second membre est In qui converge.

In+1 − In =
∫ +∞

0

−t 3

(1+ t 3)n+1 dt =
[ t

3(n)(1+ t 3)n

]+∞
0

− 1

3n

∫ +∞

0

dt

(1+ t 3)n =− 1

3n
In

3 ) Après avoir remarqué que le développement de l’énoncé s’écrit ln(Inn−a) =β+o(1), il faut et il suffit de prouver

qu’il existe un réel α tel que la suite wn = ln(Inn−a) converge ce qui équivaut à prouver la série
∑

wn+1 −wn =∑
converge.

La question précédente amène, par passage au ln :

ln In+1 − ln In = ln
(
1− 1

3n

)
puis wn+1 −wn = ln(In+1)− ln In +a ln

(n +1

n

)
= (− 1

3
+a

) 1

n
+ O

( 1

n2

)
a = 1

3 convient.
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4 ) La suite ln(Inn−1/3) converge, puis par composition de limites avec l’exponentielle :

Inn−1/3 = exp
(

ln(Inn−1/3)
)
−→ e` =⇒ In ∼ e`

n1/3
car e` 6= 0

La série diverge par le critère de Riemann.

CCP PSI 2019 - ENSAM PSI 2015 (somme de série entière) H

Enoncé 136 - 22269

1 ) Rayon de convergence de f (x) =
+∞∑
n=0

n!

1×3×·· ·× (2n +1)
x2n+1 ?

2 ) Pour x ∈]−R,R[, trouvez une équation différentielle d’ordre 1 à coefficients variables vérifiée par f . En déduire

f .

(Ensam : équation différentielle donnée !).

1 )

On pose un = n!

1×3×·· ·× (2n +1)
x2n+1 et on rappelle la formule de Stirling 6 : n! ∼p

2πn
(n

e

)n
:

∣∣∣∣un+1

un

∣∣∣∣= ∣∣∣∣ (n +1)! 1×3×·· ·× (2n +1) x2n+3

n! 1×3×·· ·× (2n +3) x2n+1

∣∣∣∣= n +1

2n +3
|x|2 −→ 1

2
[x|2

Du critère d’Alembert 7 pour les séries numériques; il vient :

• Si 1
2 [x|2 < 1 ⇐⇒ |x| <p

2, la série
∑

un converge absolument , donc R ≥p
2.

• Si 1
2 [x|2 > 1 ⇐⇒ |x| >p

2, la série
∑

un diverge grossièrement , donc R ≤p
2.

Finalement le rayon de convergence vaut R =p
2.

2 ) On sait que f est C 1 (et même C∞) sur
] −p

2,
p

2
[

et que l’on peut dériver terme à terme, soit :

(x2 −2)y ′+x y +2
(1)︷︸︸︷= (x2 −2)

+∞∑
n=0

nan xn−1 +x
+∞∑
n=0

an xn
(2)︷︸︸︷= x2

+∞∑
n=1

(n −1)an−1xn−2 −2
+∞∑
n=0

(n +1)an+1xn +x
+∞∑
n=1

an−1xn−1

(3)︷︸︸︷=
+∞∑
n=1

xn
(
(n −1)an−1 −2(n +1)an+1 +an−1

)
−2a1 +2

=
+∞∑
n=1

xn
(
n

(n −1)!

1×3×·· ·× (2n −1)
−2(n +1)

(n +1)!

1×3×·· ·× (2n +3)

)
−2

1!

1
+2

=
+∞∑
n=1

xn n!
(
(2n +1)(2n +3)−2(n +1)2

)
1×3×·· ·× (2n +3)

Cela ne fait pas 0. Il y a une erreur quelque part. De moi ? De report d’énoncé ?

• (1) On retarde le plus possible le remplacement de an par la quantité originelle, d’autant plus qu’ici elle est

complexe.

• (2) On sépare chaque quantité et on décale le xk pour avoir « in fine » un xn . On regarde bien aussi où la somme

commmence et on essaye, tant que possible, « d’aligner » sur 0 ou sur 1.

• (3) On regroupe tout suivant xn et on n’oublie pas , s’il y en a, les quelques coefficients extérieurs à la somme

« principale ». On remplacera an ensuite.

Résolvons l’équation différentielle comme demandé même si c’est sans doute pas celle qui convient :

Solution de l’équation homogène :

6. James Stirling : mathématicien écossais (1692-1770). Connu pour la formule donnant l’équivalent de la factorielle.
7. Jean le Rond D’Alembert : mathématicien philosophe français (1717-1783).
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L’ensemble des solutions de (x2−2)y ′+x y = 0 est la droite vectorielle dirigée par exp
(∫

a(x)dx
)
= 1√

|x2 −2|
avec

∫
a(x)dx

(1)︷︸︸︷=
∫ −1/2

x −p
2
+ −1/2

x +p
2

dx
(2)︷︸︸︷= −1

2
ln |x −p

2|− 1

2
ln |x +p

2| = − ln

√∣∣∣x2 −2
∣∣∣

• (1) On a effectué, comme il se doit, une décomposition en éléments simples.

• (2) On n’oublie pas les valeurs absolues dans la primitivation en log même si ici, on pourrait se contenter de

résoudre « sur » {2−x2 > 0}, intervalle ouvert de convergence de f .

Recherche d’une solution particulière :

On utilise la méthode de la variation de la constante en la cherchant sous la forme y(x) = C (x)√
|x2 −2|

:

(x2 −2)
( C ′(x)√∣∣∣x2 −2

∣∣∣ +C (x)
( 1√∣∣∣x2 −2

∣∣∣
)′)+x

C (x)√∣∣∣x2 −2
∣∣∣ +2 = 0

(1)︷︸︸︷⇐⇒ (x2 −2)
C ′(x)√∣∣∣x2 −2

∣∣∣ +C (x)×0 =−2

(2)︷︸︸︷⇐⇒ C ′(x) = 2p
2−x2

=
p

2√
1− (x/

p
2)2

⇐⇒ C (x) = 2arcsin
( xp

2

)

• (1) Je rappelle qu’il est inutile de calculer le coefficient de C (x) car le principe de cette méthode est que c’est

toujours 0.

• (2) On décide de résoudre sur l’intervalle {2− x2 > 0}. Sinon, il y aurait 2 cas à traiter. Sur l’autres intervalles

{2−x2 < 0}, on obtiendrait C ′(x) = −2p
x2−2

qui s’intègre plutôt en argch
( xp

2

)= ln
( xp

2
+

√
1− x2

2

)

Finalement la solution générale sur
] −p

2,
p

2
[

est y(x) = Cp
2−x2

+
2arcsin

(
xp
2

)
p

2−x2
La condition initiale f (0) = 0

donne C = 0 pour f .

CCP PSI 2019-2013 (série de terme intégral)

Enoncé 139 - 202420001

1 ) Existence de In =
∫ +∞

0

1

coshn x
dx .

2 ) Calculez lim In .

3 ) Etudiez les séries
∑

(−1)n In et
∑

In (indication : montrez cosh x ≥ sinh x sur R+ ).

4 ) Rayon de convergence de la série entière
∑

In xn ? (Absent en 2013).

1 ) L’existence de In =
∫ +∞

0

1

coshn x
dx résulte de l’intégrabilité de fn(x) = 1

coshn x
sur

[
0,+∞[

car

• fn est continue sur
[

0,+∞[
.

• | fn(x)| ∼+∞
( 2

ex

)n = 2e−nx ; critère xα f (x) : lim+∞ x2 fn(x) = 0.

2 ) On écrit In =
∫]

0,+∞
[ 1

coshn x
dx . lim In = 0 résulte du th. de convergence dominée de Lebesgue :

• la suite de fonctions ( fn) converge simplement vers la fonction nulle sur
]

0,+∞[
. 0 < 1

cosh x < 1

• Hypothèse de Domination :

∀n ∈N,∀ t ∈ ]
0,+∞[

,
∣∣∣ fn(x)

∣∣∣≤ 1

cosh2 x
intégrable sur

]
0,+∞[

(plus haut, c’est f2 ! )

3 ) La convergence de
∑

(−1)n In résulte du CSSA :
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• La série est bien alternée car In ≥ 0.

• In −→ 0

• |In | ↘ résulte de 1
coshn (x) ↘ (car 0 ≤ 1

cosh(x) ≤ 1) et la croissance de l’intégrale.

cosh(x) ≤ ex +ex

2
= ex =⇒ coshn(x) ≤ enx =⇒ In ≥

∫ +∞

0
e−nx dx = 1

n

Critère de minoration d’une série positive, la série
∑

In diverge.

4 ) La série entière
∑

In xn converge non absolument pour x =−1 donc R = |−1| !
Mines-Ponts PSI 2019 (critère de Raabe-Duhamel) �

Enoncé 145 - 130698 Soit a ∈ R et (un) une suite à termes > 0 telle que
un+1

un
= 1− a

n
+O

( 1

n2

)
. On pose

bn = ln(naun) et an = bn+1 −bn . Déterminez la nature de la série
∑

an et en déduire il existe λ> 0 tq un ∼ λ
na .

Il est bien de d’abord comprendre que ce critère améliore celui de d’Alembert dans le cas dit « douteux », cad
un+1

un
→ 1. Car si le rapport vérifie le dl de l’énoncé, on peut conclure quant à la divergence / convergence de la

série (dans le cas douteux, je vous laisse y réfléchir). On trouve (va prouver donc juste après), que la série
∑

un

converge ssi a > 1, alors que, répétons-le, un+1
un

n→+∞−−−−−−→ 1.

an = ln
(
(n +1)aun+1)− ln(naun) = ln

( (n +1)aun+1

na un

)
= ln

( (
1+ 1

n

)a un+1

un

)
= ln

( (
1+a

1

n
+O

( 1

n2

)) (
1− a

n
+O

( 1

n2

)) )
= ln

(
1+O

( 1

n2

) )
=O

( 1

n2

)
Le cours nous donne alors la convergence de la série, puisque « grand-0 » d’une série positive convergente (ou

absolument convergente). Par suite, je ne le redémontre pas ici, comme la série
∑

bn+1 −bn est convergente, la

suite (bn est convergente, soit bn −→ `. Par composition de limites avec l’exponentielle (ou par continuité de

l’exponentielle en `) :

naun = exp
(

ln(naun)
)= exp

(
bn

)−→ exp
(
`) et comme e` 6= 0, un ∼ e`

na

Le critère de Riemann permet de conclure,
∑

un converge ssi a > 1.

Exemple d’application : les séries de Bertrand

Je rappelle que ce sont les séries de terme général un = 1

na lnb n
. je vous laisse vérifier

un+1

un
→ 1. Le critère d’Alem-

bert ne permet pas de conclure. Un petit développement (je vous conseille de le recalculer chez vous) :

un+1

un
= na lnb n

(n +1)a lnb(n +1)
=

(
1+ 1

n

)−a ( ln(n +1)

lnn

)−b =
(
1−a

1

n
+O

( 1

n2

)) ( lnn + ln(1+ 1
n )

lnn

)−b

=
(
1−a

1

n
+O

( 1

n2

)) ( lnn + 1
n +O

( 1
n2

)
lnn

)−b =
(
1−a

1

n
+O

( 1

n2

)) (
1+ 1

n lnn
+O

( 1

n2

))−b

=
(
1−a

1

n
+O

( 1

n2

)) (
1−b

1

n lnn
+O

( 1

n2

))= 1−a
1

n
−b

1

n lnn
+O

( 1

n2

)
J’ai utilisé que

1

n2 lnn
=O

( 1

n2

)
et, à contrario,

1

n lnn
n’en est pas un. . . Allez, je ne conclus pas . . . Peut-on conclure

ici avec ce développement qui n’est pas « similaire » à celui de l’énoncé? En tout cas, dans le cas b = 0, les séries de

Riemann, on peut conclure. . .

Annales PSI 2019 - 33 - Benoit Caritey bcaritey@free.fr Lycée Chrestien de Troyes.



Mise à jour du 10 juin 2021 VI – Séries et Suites de Fonctions

VI � Séries et Suites de Fonctions

Centrale PSI 2019 (série entière solution équation différentielle 2e ordre)

Enoncé 163 - 1301034 On considère l’équation différentielle (E) : (1+x2)y ′′+x y ′− y = 0

1 ) Justifiez il existe une unique solution de (E) sur R vérifiant y(0) =p
2 et y ′(0) = 0.

2 ) Déterminez les solutions de (E) développables en série entière.

3 ) En posant x = sinh t , résoudre (E).

1 ) C’est le théorème de Cauchy-Lipschitz qui s’applique bien sur R car le « coefficient dominant » x2+1 6= 0 sur R.

2 ) y = ∑+∞
n=0 an xn de rayon R, est dérivable terme à terme sur

] −R,R
[

et est solution de (E) sur
] −R,R

[
ssi

(1+x2)
+∞∑
n=0

n(n −1)an xn−2 +x
+∞∑
n=0

nan xn−1 −
+∞∑
n=0

an xn = 0

⇐⇒
+∞∑

n=−2
(n +2)(n +1)an+2xn +x2

+∞∑
n=0

n(n −1)an xn−2 +x
+∞∑
n=0

nan xn−1 −
+∞∑
n=0

an xn = 0

⇐⇒
+∞∑
n=0

xn
[

(n +2)(n +1)an+2 +n(n −1)an +nan −an

]
=

+∞∑
n=0

0xn

De l’unicité du DSE, il suit ∀n ∈N, (n+2)(n+1)an+2+ (n2−1)an = 0, puis an+2 = −(n −1)

n +2
an car on a bien n 6= −2

et n 6= −1. Ensuite, en considérant les termes d’indice pair dont le « dernier » est a2 = 1
2 a0, il vient :

a2n+2 = −(2n −1)

2n +2)
a2n = (−1)2(2n −1)(2n −3)

(2n +2)(2n)
a2n−2 = ·· · = (−1)n+1 (2n −1)!!

(2n +2)!!
a0

Puis en décalant, et en revenant à la factorielle :

a2n = (−1)n (2n −3)!!

(2n)!!
a0 = (−1)n (2n −1)!!

(2n −1) 2n n!
a0 = (−1)n (2n)!

2nn!(2n −1) 2n n!
a0 = (−1)n(2n)!

(2n −1) 22n (n!)2

Pour les impairs, Attention!, regardez bien la récurrence,elle donne a3 = 0 puis, par récurrence tous les a2n+1 = 0.

Seul a1 est quelconque. Finalement l’ensemble des solutions développables en série entière est

a0

+∞∑
n=0

(−1)n(2n)!

(2n −1) 22n (n!)2 x2n +a1 x

Le rayon est non nul à cause du x. . . D’autre part,c’est un R-ev de dimension 2, on a donc trouvé toutes les solu-

tions. Autrement dit, toutes les solutions de cette équation différentielle sont développables en série entière. . .

3 ) Je n’ai pas le temps de vous faire un beau diagramme de composition (pour « voir ») : on a y∗(t ) = y(x). Je

tâcherais de le faire pour le pdf du 25 juin. On passe au côté technique avec x = sinh t :

d y

d x
= d y∗

d t

d t

d x
= d y∗

d t

1

d t/d x
= 1

cosh t

d y∗

d t
d 2 y

d x2 = d

d x

[d y

d x

]
= d

d x

[ 1

cosh t

d y∗

d t

]
= d

d t

[ 1

cosh t

d y∗

d t

] d t

d x

= 1

cosh t

[−sinh t

cosh2 t

d y∗

d t
+ 1

cosh t

d 2 y∗

d t 2

]

Annales PSI 2019 - 34 - Benoit Caritey bcaritey@free.fr Lycée Chrestien de Troyes.



Mise à jour du 10 juin 2021 VI – Séries et Suites de Fonctions

y est solution sur R de (E) ssi y∗ est solution sur sinh−1(R) de

(1+ sinh2 t )
(−sinh t

cosh3 t

d y∗

d t
+ 1

cosh2 t

d 2 y∗

d t 2

)
+ sinh t

( 1

cosh t

d y∗

d t

)
− y∗(t ) = 0 ⇐⇒ d 2 y∗

d t 2 − y∗ = 0

On a immédiatement y∗(t ) = A cosh(t )+B sinh(t ) ; puis sin étant bijective de R dans R, t = sinh−1(x) (c’est argsh)

mais à priori ce n’est pas au programme). En tous cas sinh t = sin(sinh−1(x) = x et

cosh t =+
√

1+ sinh2(sinh−1(x)) =
√

1+x2 +car cosh ≥ 0

Finalement y(x) = A
p

1+x2 +B x. On peut en déduire le DSE de
p

1+x2 qui d’ailleurs est au programme. Je vous

laisse y réfléchir.

Mines-Ponts PSI 2019 (équivalent série entière)

Enoncé 165 - 130717 Soient f (x) = ∑+∞
n=1 (1+·· ·+ 1

n ) xn et g (x) = ∑+∞
n=1 lnnxn .

1 ) Donnez le rayon de convergence de f puis calculez f (x).

2 ) Donnez le rayon de convergence g .

3 ) Montrez que f (x) ∼ g (x) lorsque x → 1.

4 ) Montrez que g (x) converge lorsque x −→−1 (ind. : considérez (1−x)g (x)).

Il est conseillé de connaître le résultat Hn = ∑n
k=1

1
k ∼ lnn, qui se démontre par une comparaison d’aires séries-

intégrales, même si ce n’est pas au programme/cours « stricto-sensu ». L’ayant démontré plusieurs fois en cours,

je ne le redémontre pas ici. Un élève « ambitieux » pourrait même connaître le développement asymptotique a

2 termes Hn = lnn +γ+ o(1) où γ est une constante (appelée constante d’Euler 8-Mascheroni 9γ ' 0.577). Je le

redémontre plus bas.

1 ) ∣∣∣un+1

un

∣∣∣= ∣∣∣∣∣
∑n+1

k=1
1
k∑n

k=1
1
k

∣∣∣∣∣ |x| ∼ ln(n +1)

ln(n)
|x| n→+∞−−−−−−→ |x|

On applique la règle de d’Alembert7 qui nous donne R = 1 :

• Si |x| < 1, la série
∑

Hn xn converge absolument, donc R ≥ 1.

• Si |x| > 1, la série
∑

Hn xn diverge grossièrement, donc R ≤ 1.

2 ) Il faut remarquer que c’est un produit de Cauchy 10 Hn = ∑n
k=0 ak bn−k avec bn = 1 et an = 1

n . Il Faut aussi

« convenir » a0 = 0 car la formule de l’énoncé commence à l’indice 1 et le cours à l’indice 0. Par suite f (x) est la

série entière produit de Cauchy des 2 séries entières
∑

n≥0 an xn et
∑

n≥0 1 xn . On reconnaît deux séries entières

usuelles de rayon 1. Par suite, on sait que sur
] − r,r

[
avec r l’inf des 2 rayons, soit ici r = 1 :

∀x ∈ ] −1,1
[

, f (x) =
+∞∑
n=0

an xn ×
+∞∑
n=0

xn =
+∞∑
n=1

xn

n
× 1

1−x
= − ln(1−x)

1−x

3 ) Comme lnn ∼ Hn , le cours nous apprend que les séries entières ont même rayon R = 1

4 ) C’est une propriété générale que je vous énonce : si
∑

an xn e
∑

bn xn sont deux séries entières de rayon R = 1

que an ∼ bn , que an ≥ 0 (et donc bn à partir d’un certain rang) et que
∑

an diverge (et donc
∑

bn aussi je vous

8. Leonhard Euler : suisse (1707-1783). Le plus grand mathématicien du XVIIIesiècle.
9. Lorenzo Mascheroni : italien (1750-1800). Connu pour la construction à la règle et au compas.
7. Jean le Rond D’Alembert : mathématicien philosophe français (1717-1783).

10. Augustin-Louis Cauchy : français (1789-1857). Oeuvre considérable de 700 mémoires. A l’origine de l’Analyse moderne par rigorisa-

tion des limites et de la continuité. Travaux en théorie des fonctions d’une variable réelle et complexe, en théorie des groupes.
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laisse y réfléchir), alors on a

f (x) =
+∞∑
n=0

an xn ∼x=1−

+∞∑
n=0

bn xn = g (x)

On rappelle que an ∼ bn ssi an −bn = o(bn) ou |an −bn | ≤ ε|bn | à partir d’un certain rang (et inégalité similaire

pour la variable x dans le voisinage du point en question). On utilise les ε après avoir remarqué / analysé que∣∣∣ f (x)− g (x)
∣∣∣≤ +∞∑

n=N0

|an −bn | |x|n +
∣∣∣N0−1∑

n=0
(an −bn) xn

︸ ︷︷ ︸
h(x)

∣∣∣
Attention! à ne pas tricher avec les valeurs absolues.

Soit ε> 0

• Comme an ∼ bn , il existe N1 tel que pour n ≥ N1, |an −bn | ≤ ε|bn | = εbn

On fixe alors N0 = N1.

• h(x) est un polynôme donc continue en 1, et par suite est borné dans un voisinage de 1 par M .

•
∑

bn étant divergente et à termes positifs, il vient limn→+∞
∑n

k=0 bk −→+∞.

Par suite , il existe N2 tel que pour n ≥ N2,
n∑

k=0
bk ≥ M

ε
.

• De la positivité de bn et de x dans un voisinage de 1, il vient g (x) =
+∞∑
n=0

bn xn ≥
N2∑

n=0
bn xn x→1−−−−→

N2∑
n=0

bn ≥ M

ε
> 0

Par suite, il existe η1 > 0 tel que pour 1−η1 < x < 1, g (x) > 1

2

M

ε

Prenons alors η= η1

∀1−η< x < 1,
∣∣∣ f (x)− g (x)

∣∣∣≤ +∞∑
n=N0

|an −bn | |x|n +
∣∣∣N0−1∑

n=0
(an −bn) xn

∣∣∣≤ +∞∑
n=N0

ε|bn | xn +
∣∣∣h(x)

∣∣∣
≤ ε

+∞∑
n=N0

bn xn +M ≤ ε g (x)+2εg (x) = 3ε g (x)

Remarque : Ceci nous donne donc un équivalent simple de g en 1 : g (x) ∼1
− ln(1−x)

1−x

5 )

∀x ∈ ] −1,0
]

, (1−x)g (x) =
+∞∑
n=1

lnnxn −
+∞∑
n=1

lnnxn+1 =
+∞∑
n=1

lnnxn −
+∞∑
n=2

ln(n −1)xn =
+∞∑
n=2

(
lnn − ln(n −1)︸ ︷︷ ︸

cn

)
xn

Considérons cette série entière que l’on note ξ(x) ; un petit dl donne immédiatement :

cn =− ln
(n −1

n

)
=− ln

(
1− 1

n︸︷︷︸
→0

)= 1

n
+O

( 1

n2

)

Ceci nous donne que le rayon de ξ vaut aussi R = 1 (je ne mets pas les détails, on aurait pu deviner R
(
1−x)g (x)

)≥
inf

(
R(g (x)),R(xg (x))

) = 1). Mais cette transformation va nous donner plus ! : ξ est continue (et définie) sur
[ −

1,0
]

, contrairement à g . Utilisons le théorème de continuité d’une série de fonctions sur I = [ −1,0
]

qui nous

donne aussi défini sur I avec vn(x) = cn xn = (−1)ncn |x|n :

• vn est continue sur I .

• la série de fonctions
∑

vn converge uniformément (mais pas normalement) sur I

• Elle est alternée puisque cn ≥ 0
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• Le terme général tend vers 0 pour tout x ∈ I puisque équivalent en valeur absolue à 1
n |x|n

• |vn(x)| ↘ pour tout x ∈ I , car |x|n décroit et
d

dn

(
ln(n)− ln(n −1)

)= 1

n
− 1

n −1
= −1

n(n −1)
≤ 0

(on aurait aussi pu dire car ln concave, c’est plus « zoli »)

On conclut, comme vu maintes fois en cours, en utilisant la majoration du reste d’une suite vérifiant le CSSA

pour tout x ∈ I :

∣∣∣Rn(x)| =
∣∣∣ +∞∑

k=n+1
(−1)ncn xn

∣∣∣≤ cn+1|x|n+1 =⇒ sup
x∈I

∣∣∣ +∞∑
k=n+1

(−1)ncn xn
∣∣∣≤ sup

x∈I
cn+1|x|n+1 = cn+1 ∼ 1

n
n→+∞−−−−−−→ 0

On en déduit, par continuité, (1−x)g (x) = ξ(x) → ξ(−1) pour x →−1 et par suite lim−1
g (x) = 1

2
ξ(−1)

Remarques

• Je démontre rapidement Hn = lnn + cste+o(1) qui équivaut à démontrer la suite wn = Hn − lnn converge

(je vous laisse y réfléchir). Ceci équivaut, dit plusieurs fois en cours, à la série
∑

(wn+1 −wn) converge :

wn+1 −wn = Hn+1 −Hn − ln
(n +1

n

)
= 1

n +1
−

( 1

n
+O

( 1

n2

))= 1

n

(
1+ 1

n

)−1 − 1

n
+O

( 1

n2

)=O
( 1

n2

)
• On peut démontrer que ξ(−1) =

+∞∑
n=2

(−1)n ln
( n

n −1

)
= ln

(π
2

)

Mines-Ponts PSI 2019-2018-2017-2014 - CCP PSI 2016-2015 (étude série de fonctions)

Enoncé 169 - 125666 Soit f : x →
+∞∑
n=0

ln(1+e−nx ).

1 ) Déterminez le domaine de définition D de f .

2 ) Montrez que f est continue sur D et strictement décroissante.

3 ) Déterminez la limite de f en +∞. (Mines<2019 : Donnez équivalent).

4 ) Etudiez l’intégrabilité de f sur
[

1,+∞[
. (2019 : absent.)

5 ) Donnez un équivalent de f en 0. Donnée :
∑+∞

n=1
(−1)n−1

n2 = π2

12 (CCP : seulement la limite).

6 ) Etudiez l’intégrabilité de f sur
]

0,1
]

. (2019 : absent.)

1 ) On pose fn(x) = ln(1+e−nx ) et on distingue correctement suivant les cas de x :

• Si x < 0, par composition de fonctions, lim
n→+∞ fn(x) = ln+∞=+∞ 6= 0, donc la série

∑
fn(x) diverge grossiè-

rement

• Si x = 0, même conclusion car lim
n→+∞ fn(x) = ln2 6= 0,

• Si x > 0, limn→+∞ e−nx = 0 et par suite fn(x) ∼ e−nx = o
( 1

x2

)
et critère n2un , La série

∑
n fn(x) converge

Conclusion : Def f = ]
0,+∞[ = D

2 ) Le théorème de continuité d’une série de fonctions nous donne la continuité sur D :

• fn est clairement continue sur R+∗ , par compostion de fonctions usuelles.

• La série de fonctions
∑

fn converge normalement donc uniformément sur tout segment
[

a,b
] ⊂ ]

0,+∞[
puisque, par décroissance de x −→ ln(1+ e−nx ) , il suit sup

x∈[a,b]

∣∣∣ fn(x)
∣∣∣ = ln

(
1+ e−na) = fn(a). La série

∑
fn(a)

converge puisque a > 0.

Remarque : Attention si la série de fonctions est une série entière de bien appliquer les théorèmes sur les séries

entières qui sont plus rapides.

3 ) On applique le théorème de limite des séries de fonctions :
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• Attention! à certains cas de n qui peuvent avoir une limite différente, notamment n = 0 ; c’est le cas ici ! Pour

n 6= 0, limx→+∞ fn(x) = ln(1+0) = 0 mais pour n = 0, f0(x) = ln2 −→ ln2

• La série de fonctions
∑

fn converge normalement donc uniformément sur
[

a,+∞[
(a > 0 fixé) car, par

décroissance de x −→ ln(1+e−nx ) :

sup
x∈[a,+∞[

∣∣∣ ln(1+e−nx )
∣∣∣= ln(1+e−na) = o

( 1

n2

)

On en déduit lim
x→+∞ f (x) = lim

x→+∞
+∞∑
n=0

fn(x) =
+∞∑
n=0

lim
x→+∞ fn(x) = ln2+0+·· ·+0+·· · = ln2

Je rappelle f (x) ∼a ` 6= 0 ssi lima f = `. Donc, ici, f (x) ∼+∞ ln2 !

4 ) Il suffit de savoir son cours.

• Pour une série
∑

un : si la série converge, alors la suite un −→ 0.

• Pour l’intégrabilité mais seulement en +∞, on a quelque chose de (presque similaire), si f intégrable sur[
A,+∞[

et la limite existe en +∞, alors la limite ne peut être que 0 !

Ici, lim+∞ f (x) = ln2 amène la non-intégrabilité dans tout voisiange de l’infini.

Remarque : Attention!, à contrario, pour une borne finie a, s’il y a un « problème » d’intégrabilité, c’est qu’on a en

général, lima f =±∞. . .

5 ) Dans cette question, il faut comprendre que le théorème de limite ne « marchera » pas facilement car il y a

un problème de convergence normale « en » 0. Pour uniforme, il faudrait regarder . . .mais je vous rappelle qu’en

dehors des cas d’application du CSSA, cela reste une question difficile.

Méthode 1 :

On remarque que les fn sont positifs, donc que

f (x) ≥
N∑

n=0
fn(x) et que lim

x→0

N∑
n=0

fn(x) =
N∑

n=0
ln2 = (N +1)ln2 qui est aussi grand que l’on veut

On conjecture lim0 f =+∞. Pour bien « gérer », on procède « par les epsilon » :

Ï Soit A > 0 fixé.

On utilise les propriétés des limites :

• lim
n→+∞(n +1)ln2 =+∞ donc ∃N ∈N tq ∀n ≥ N , (n +1)ln2 ≥ 2A

• lim
x→0+

N∑
n=0

fn(x) = (N +1)ln2 ≥ 2A, il existe η1 > 0 tel que pour 0 < x < η,
N∑

n=0
fn(x) ≥ 2A− A = A.

Ï Prenons η= η1. On écrit alors pour 0 < x < η :

f (x) =
+∞∑
n=0

fn(x) ≥
N∑

n=0
fn(x) > A

On vient de démontrer limx→0+ f (x) =+∞

Méthode 2 : Une autre méthode qui aura l’avantage de nous donner en plus l’équivalent simple demandé par

l’Oral des Mines-Ponts. On utilise le théorème de comparaison d’aires. La fonction x → fn(x) est décroissante sur

R+ , pour tout n ∈N. Il suit pour n ≥ 1 :∫ n+1

n
ln(1+e−t x )dt ≤ fn(x) ≤

∫ n

n−1
ln(1+e−t x )dt
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On peut sommer de n = 0 à +∞ puisque la série comme le sintégrales convergent et il y a conservation des 2

inégalités : ∫ +∞

0
ln(1+e−t x )dt ≤

+∞∑
n=0

fn(x) = f (x) ≤ ln2+
∫ +∞

0
ln(1+e−t x )dt

On « sort le x » de l’intégrale à l’aide du changement de variables u = e−t x du =−xu dt :

1

x

∫ 1

0

ln(1+u)

u
du ≤ f (x) ≤ ln2+ 1

x

∫ 1

0

ln(1+u)

u
du

On pose α= ∫ 1
0

ln(1+u)
u du ≥ 0, on divise par α

x ≥ 0, puis on fait tendre x −→ 0 qui nous donne l’équivalent en 0 :

1 ≤ f (x)
α
x

≤ ln2

α
x +1 −→ 1 =⇒ f (x) ∼0

α

x
=

∫ 1

0

ln(1+u)

u
du × 1

x

Remarque : L’intégrale
∫ 1

0
ln(1+u)

u du peut se calculer par un développement en série entière de ln(1+u) et finale-

ment on arrive à (ce n’était pas demandé) :

∫ 1

0

ln(1+u)

u
du =

+∞∑
n=1

(−1)n+1

n2 = π2

12
' 0.82246

CCP PSI 2019-2018 (calcul intégrale par développement en série) �

Enoncé 171 - 252030002 Montrez que J =
∫ +∞

0

x2

ex −1
dx existe et vaut

+∞∑
n=1

2

n3 .

L’existence de l’intégrale J =
∫ +∞

0

x2

ex −1
dx résulte de l’intégrabilité de g (x) = x2

ex −1
sur R+∗ car :

• g est continue sur
]

0,+∞[
.

• Etude en t = 0 : |g (x)| ∼0
x2

x
= x. la fonction g se prolonge en une fonction continue sur

[
0,1

]
.

• Etude en t = +∞ : Le critère t a g (t ) avec a = 2 > 1 amène l’intégrabilité sur
[

1,+∞[
car lim

x→+∞x2g (x) =
lim

x→+∞x4e−x = 0.

Il faut développer en série l’intégrande, en utilisant un développement en série entière usuel. C’est vite trouvé

sauf qu’il y a un piège . . .

On a ex > 1 et le développement 1
1−u = ∑+∞

n=0 un nécessite |u| < 1. L’astuce est de mettre en facteur « le plus fort »,

soit ex . ∫ +∞

0

x2

ex −1
dx =

∫ +∞

0

x2 e−x

1−e−x dx =
∫]

0,+∞
[ x2 e−x

1−e−x dx =
∫]

0,+∞
[ x2 e−x

+∞∑
n=0

e−nx dx

=
∫]

0,+∞
[ +∞∑

n=0
x2e−(n+1)x︸ ︷︷ ︸

fn (x)

dx
(1)︷︸︸︷=

+∞∑
n=0

∫]
0,+∞

[ x2e−(n+1)x dx

(2)︷︸︸︷=
+∞∑
n=0

2

(n +1)3 =
+∞∑
n=1

2

n3

• (1) L’application du théorème d’intégration terme à terme résulte de

• fn est intégrable sur R+ car continue et o( 1
x2 en +∞ car n +1 > 0.

• La série de fonctions
∑

fn converge simplement sur
]

0,+∞[
évidemment vers x2

ex−1

• La série
∑∫ +∞

0

∣∣∣x2e−(n+1)x
∣∣∣ converge car série de Riemann

∑ 2
n3 , voir en dessous
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• (2) On pourrait effectuer deux ipp mais il est plus rapide de dire que l’on sait qu’une primitive de fn(x) =
x2e−(n+1) est de la forme (an x2 +bn x + cn)e−x :(

(an x2 +bn x + cn)e−(n+1)x
)′ = e−(n+1)x

(
− (n +1)an x2 + (− (n +1)bn +2an

)
x + (− (n +1)cn +bn

) )

⇐⇒


−(n +1)an = 1

−(n +1)bn +2an = 0

−(n +1)cn +bn = 0

⇐⇒


an = −1

n +1
bn = −2

(n +1)2

cn = −2

(n +1)3

Puis
∫ +∞

0
x2e−(n+1)x dx =

[
(
−1

n +1
x2 + −2

(n +1)2 x + −2

(n +1)3 )e−(n+1)x
]→+∞

0
= 2

(n +1)3

CCP PSI 2019-2017-2016-2012 (série de fonctions)

Enoncé 177 - 19208

1 ) Domaine de convergence D de la série de fonctions un(x) = ln x

xn lnn
, définies pour n ≥ 2.

2 ) Montrez qu’elle ne converge pas normalement sur D .

3 ) On note Rn(x) =∑+∞
k=n+1 uk (x) ; Montrez |Rn(x)| ≤ 1

ln(n+1) .

4 ) Montrez que la somme S de cette série est continue sur D .

5 ) Montrez S intégrable sur D . (avant : étudier l’intégrabilité).

1 ) Attention à ne pas se tromper de variable ! Déjà, il est nécessaire de se placer sur R+∗ . Le critère d’Alembert

amène ∣∣∣un+1(x)

un(x)

∣∣∣= ∣∣∣ xn lnn

xn+1 ln(n +1)

∣∣∣= 1

x

lnn

ln(n +1)
−→ 1

x

Par suite la série
∑

un(x) converge pour x > 1 et diverge pour 0 < x < 1. Pour x = 1, on en peut conclure par cette

règle, mais c’est la série nulle !

Conclusion : le domaine de convergence (simple) de la série de fonctions
∑

un est D = [
1,+∞[

.

2 ) On doit calculer ou évaluer sup
x∈D

∣∣∣ ln x

xn lnn

∣∣∣ = 1

lnn
sup
x∈D

ln x

xn︸︷︷︸
fn (x)

fn est dérivable sur D et f ′
n(x) = 1−n ln x

xn+1 .

x

f ′
n(x)

fn(x)

1 e1/n +∞
+ 0 −

00
fn(e1/n)fn(e1/n)

00

sup
x∈D

∣∣∣ ln x

xn lnn

∣∣∣= 1

lnn
fn

(
e1/n)= 1

lnn

ln(e1/n)

e
= 1

n lnn

1

e

Cette série de Bertrand diverge. Je rappelle qu’aucn critère usuel ne marche , même le critère naun . Il faut donc

revenir aux somme partielles et efectuer une comparaison sérieqs-intégrales, sauf que on a dans le cours un théo-

rème qui, dans certains cas, permet d’aller plus vite : si f est positive décroissante sur
[

a,+∞[
, alors la série∑

n≥a f (n) est de même nature que l’intégrale
∫ +∞

a f (t )dt . La série de Bertrand
∑ 1

n lnn est donc, par positivité et

décroissance, de même nature que
∫ +∞

2
1

t ln t dt ; Or

∫ x

2

dt

t ln t
=

[
ln(ln t )

]x

2
= ln(ln x)− ln(ln2) −→+∞

La série diverge soit la non convergence normale de
∑

un(x) sur D .
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Remarque : En regardant le tableau de variations et le fait que e1/n −→ 1, on en déduit que la série de fonctions∑
un converge normalement sur

[
a,+∞[

avec a > 1.

3 )

Rn(x) =
+∞∑

k=n+1

ln x

xk lnk
= ln x

+∞∑
k=n+1

1

xk lnk
≤ ln x

1

ln(n +1)

+∞∑
k=n+1

1

xk

= ln x

ln(n +1)

1
xn+1

1− 1
x

= 1

ln(n +1)

ln x

xn+1 −xn = 1

ln(n +1)

ln x

xn(x −1)
≤ 1

ln(n +1)

On a appliqué l’inégalité de convexité usuelle ln(x) ≤ x −1 et 1
x ≤ 1 car x ≥ 1.

4 ) La continuité sur D = [
1,+∞[

de S(x) =
+∞∑
n=2

un(x) résulte de l’application du théorème de continiuté d’une

série de fonctions :

• Chaque un(x) est clairement continue sur D (et même sur R+∗ )).

• La série de fonctions converge uniformément sur D comme il résulte de la question précédente car sup
x∈D

[
Rn(x)

∣∣∣≤
1

ln(n +1)
−→ 0.

Remarque : On n’a pas eu besoin d’appliquer la convergence uniforme sur tout segment [a,b] ⊂ D .

5 )

Méthode 1 :

On a la continuité sur D = [
1,+∞[

. Reste à étudier l’intégrabilité dans un voisinage de +∞ :

S(x) =
+∞∑
n=2

ln x

xn lnn
≤ ln x

ln2

+∞∑
k=2

1

xk
= ln x

ln2 (x2 −x)
∼+∞

ln x

ln2 x2

Le critère de majoration s’applique car S(x) ≥ 0. L’intégrabilité de la fonction de Bertrand x → ln x
x2 résulte du critère

xa f (x) : lim+∞ x3/2 ln x
x2 = lim+∞ ln xp

x
= 0 avec 3

2 > 1.

Méthode 2 :

Je rappelle que les théorèmes d’intégration terme à terme donnent comme conclusion l’intégrabilité de la fonction-

somme (en plus du « terme à terme »). Vérifions-le sur D :

• un(x) est continue par morceaux et intégrable sur D , pour n ≥ 2 (Riemann).

• La série de fonctions
∑

un converge simplement sur D vers une fonctions continue par morceaux Q1 et Q4

• La série
∑∫ +∞

1 |un(x)|dx converge puisque une simple ipp donne (on « omet » le 1
lnn ) :

∫ +∞

1
ln x︸︷︷︸
u(x)

1

xn︸︷︷︸
v ′(x)

=
[

ln(x)
1

−n +1

1

xn−1

]+∞
1

− 1

−n +1

∫ +∞

1

1

x

1

xn−1 dx = 1

(n −1)2

CCP PSI 2019 (étude série de fonctions)

Enoncé 178 - 1301247 Pour x ∈R et n ∈N∗, on pose un(x) = (−1)n e−nx

n
.

1 ) Etudiez la convergence de
∑

un . On note S sa somme.

2 ) Montrez S continue sur R+ .

3 ) Montrez S C 1 sur R+∗ .

4 ) Calculez S

1 ) Après une simple analyse, on distingue les cas suivants :
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• x = 0, la série
∑

un(0) =∑ (−1)n

n converge par le CSSA.

• x > 0, la série
∑

un(x) converge par le critère nαun(x) puisque |n2un(x)| = ne−nx n→+∞−−−−−−→ 0 par positivité

de x et croissances comparées.

• x < 0, par le même critère limn1 e−nx

n =+∞, donc la série
∑

un(x) diverge.

la Somme s(x) =
+∞∑
n=1

(−1)n e−nx

n
a pour domaine de définition DefD =R+ .

2 ) On applique le théorème de continuité d’une série de fonctions :

• x → un(x) est continue sur R+ .

• On constate rapidement que supx∈R+ |un(x)| = 1
n , il n’y a donc pas de convergence normale de la série de

fonctions sur R+ . Par contre, avec
[

a,b
] ⊂ ]

0,+∞[
, on aurait supx∈[a,b] |un(x)| = e−na

n = o
( 1

n2

)
car a > 0 ce

qui nous amènerait à la continuité de S surR+∗ . Ceci ne répond pas complètement à la question. IL va falloir

utiliser la convergence uniforme (non normale) de la série sur (tout segment de) R+ toujours plus délicate

à mettre en oeuvre.

On vérifie que pour tout x ≥ 0, la série
∑

un(x) vérife le CSSA :

• e−nx

n ≥ 0 pour tout x, la série est bien alternée.

• |un(x)|→ 0. Immédiat, même pour x = 0.

• n −→ e−nx ↘ car x ≥ 0 et 1
n ↘ aussi (attention à ne pas se tromper de variable et ne pas considérer la

décroissance par rapport à x !). Comme les deux termes sont positifs, |un(x)| = e−nx

n décroit aussi pour

tout x ≥ 0.

(on pouvait aussi dériver e−nx

n par rapport à n et vérifie la négativité).

Par suite, on applique la majoration usuelle du reste d’une série alternée vérifiant le CSSA :

∀x ≥ 0,
∣∣∣Rn(x)

∣∣∣= ∣∣∣ +∞∑
k=n+1

(−1)k e−kx

k

∣∣∣≤ e−(n+1)x

n +1
=⇒ sup

x∈R+

∣∣∣Rn(x)
∣∣∣≤ sup

x∈R+

e−(n+1)x

n +1
= 1

n +1
n→+∞−−−−−−→ 0

On en déduit la convergence uniforme de la suite de fonctions (Rn) vers la fonction nulle soit la convergence

uniforme de la série de fonctions
∑

un(x) sur R+ .

3 ) On applique le théorème C 1 d’une série de fonctions :

• x → un(x) est C 1 sur R+∗ .

• La série
∑

un(x) converge simplement sur R+ (Q1)

• Pour tout x ∈ [
a,b

] ⊂R+∗ , On calcule u′
n(x) = (−1)n+1e−nx , puis immédiatement supx∈[a,b] |u′

n(x)| = e−na ,

série dont le terme général converge puisque, par exemple, série géométrique de raison 0 < e−a < 1 car

a > 0. On en déduit la convergence normale donc uniforme sur tout segment de R+∗ .

Par suite, La dérivation terme à terme amène :

∀x > 0, S′(x) =
+∞∑
n=1

(−1)n+1e−nx =−
+∞∑
n=1

(−e−x )n =− 1

1+e−x +1 = e−x

1+e−x

4 ) La dérivée est obtenue sur R+∗ , mais par continuité, le résultat sur S restera valable en 0. :

∀x ≥ 0, S(x) = S(0)+
∫ x

0
S′(t )dt ==

+∞∑
n=1

(−1)n

n
+

∫ x

0

−(e−t )′

1+e−t dt =− ln2+
[
− ln(1+e−t )

]x

0
=− ln(1+e−x )

Cette écriture suppose connu l’identité
∑+∞

n=1
(−1)n

n = ln2. Je rappelle l’identité usuelle du cours :

∀x ∈ ] −1,1
[

,
+∞∑
n=1

(−1)n

n
xn =− ln(1+x)
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Cette égalité reste vraie en x = 1, par continuité en 1, mais ce résultat est un peu limite-cours. On peut procéder

autrement et dire que les primitives de S′(x) sont les − ln(1+ e−x )+ cste et prouver que la constante est nulle

par une étude de la limite en +∞ mais cela nécessite d’utiliser le théorème de limite qui est licite, convergence

uniforme (et même normale) montrée sur
[

1,+∞]
, donc limx→+∞ S(x) = ∑+∞

n=1 limx→+∞ (−1)n e−nx

n = 0

VII � Intégrales

Mines-Ponts PSI 2019 (intégrale à paramètre complexe) �

Enoncé 188 - 130733 Soit T : x −→
∫ +∞

0

e i t x −1

t
e−t dt . Montrez que T est définie sur R et calculez T (x)

pour x ∈R.

• La fonction t −→ e i t x −1

t
e−t est continue sur

]
0,+∞[

pour tout x réel

• Etude en t = 0 :

∣∣∣e i t x −1

t
e−t

∣∣∣= ∣∣∣e i t x
2

e i t x
2 −e−i t x

2

t
e−t

∣∣∣= 2
∣∣∣sin

(
t

x

2

)∣∣∣ e−t

t
∼t=0

2t x/2

t
e0 ∼ x

qui est une constante ! La fonction se prolonge donc en une fonction continue sur
[

0,1
]

d’où sont intégra-

bilité pour tout x réel.

• Etude en t =+∞ :

0 ≤ t 2
∣∣∣e i t x −1

t
e−t

∣∣∣= 2|t |
∣∣∣sin

(
t

x

2

)∣∣∣ e−t ≤ 2|t |e−t −→ 0

Par le critère tα f (t ), il en résulte l’intégrabilité sur
[

1,+∞[
. Attention! à bien prendre le module pour

appliquer cette propriété.

Il en résulte l’intégrabilité de la fonction-intégrande sur
]

0,+∞[
pour tout x réel, soit DefT =R.

On montre que T est C 1 sur R par le théorème adapté : On pose I = ]
0,+∞[

, J =R
f (x, t ) = e i t x −1

t
e−t admet une dérivée partielle /x pour (x, t ) ∈ J × I , qui vaut

∂ f

∂x
(x, t ) = i te i t x

t
e−t = i e t (i x−1).

• ∀x ∈ J , t 7→ f (x, t ) est continue par morceaux et intégrable sur I (question précédente)

• ∀x ∈ J , t 7→ ∂ f
∂x (x, t ) est continue par morceaux sur I .

• ∀ t ∈ I , x 7→ ∂ f
∂x (x, t ) est continue sur J .

• Hypothèse de Domination sur tout segment
[

a,b
] ⊂ J =R

∀x ∈ [
a,b

] ⊂ ]
0,+∞[

, ∀ t > 0,

∣∣∣∣∂ f

∂x
(x, t )

∣∣∣∣= ∣∣∣e t (i x−1)
∣∣∣= e−t

Cette dernière fonction étant clairement continue et intégrable sur I = ]
0,+∞[

On peut donc écrire :

∀x ∈R, T ′(x) =
∫ +∞

0
i e t (i x−1) dt = lim

A−→+∞

[
i

e t (i x−1)

i x −1

]t=A

t=0
= i

i x −1

(
lim

A−→+∞
e A(i x−1) −1

)
= i

1− i x

Attention! à bien justifier cette limite complexe. Comme souvent, on prend le module : |e A(i x−1)| = e−A −→ 0.

On termine en primitivant mais attention! aux deux problèmes épineux suivants : interdit d’utiliser le logarithme

complexe (j’ai expliqué pour quoi en cours) et attention à bien regarder si on est sur un intervalle : plusieurs

intervalles (comme par exemple R∗ ), plusieurs constantes. . . Pour éviter le logarithme complexe, il faut utiliser
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l’astuce habituelle pour une fraction complexe de multiplier par le complexe conjugué du dénominateur. D’autre

part, Rest bien un intervalle, soit sur R tout entier :

T (x) = T (0)+
∫ x

0

i (1+ i t )

1+ t 2 dt = i
∫ x

0

dt

1+ t 2 −
∫ x

0

t dt

1+ t 2 = i
[

arctan t
]x

0
− 1

2

[
ln(1+ t 2)

]x

0
= i arctan x − 1

2
ln(1+x2)

Mines-Ponts 2019 - CCP PSI 2018-2005 (intégrale à paramètre) �

Enoncé 193 - 1161096 Pour x ∈R, on définit f (x) =
∫ +∞

0
e−t 2

cos(xt ) dt (CCP : t , x à l’envers !).

1 ) Montrez f définie et de classe C 1 sur R.

2 ) Montrez f solution d’une équation différentielle. (CCP : absent !).

3 ) Exprimez f au moyen des fonctions usuelles. (CCP : on donne
∫ +∞

0 e−x2
dx =

p
π

2 )

1 ) La parité de f permet d’étudier sur R+ .

On pose g (x, t ) = e−t 2
cos(xt ). f est définie pour tout x réel résulte de :

• t −→ g (x, t ) continue sur
[

0,+∞[
, et ce pour tout x.

• Etude en t = +∞ : |g (x, t )| ≤ e−t 2
. Critère de majoration et critère t a f (t ) : lim+∞ t 2e−t 2 = 0. Il en résulte

l’intégrabilité de t → g (x, t ) sur
[

0,+∞[
et ce pour tout x réel

f C 1 sur R et ∀x ∈ R, f ′(x) = −
∫ +∞

0
te−t 2

sin(xt )dt résulte de l’application du théorème C 1 d’une intégrale à

paramètre :

g (x, t ) admet une dérivée partielle par rapport à x pour (x, t ) ∈R2 et
∂g

∂x
(x, t ) =−te−t 2

sin(xt )

• ∀x ∈R t → g (x, t ) continue par morceaux et intégrable sur
[

0,+∞[
(paragraphe précédent).

• ∀x ∈R t → ∂g
∂x (x, t ) continue par morceaux sur

[
0,+∞[

.

• ∀ t ∈ I
[

0,+∞[
x → ∂g

∂x (x, t ) continue sur R

• Hypothèse de domination sur tout segment
[

a,b
]

∀x ∈ [
a,b

] ⊂R+ ,∀ t > 0,
∣∣∣− te−t 2

sin(xt )
∣∣∣≤ te−t 2 =ϕ(t )

ϕ est intégrable sur R+ , car te−t 2 = o+∞( 1
t 2 ).

2 )

f ′(x) =−
∫ +∞

0
te−t 2

sin(xt )dt f (x) =
∫ +∞

0
e−t 2

cos(xt ) dt

On fait une ipp mais attention à ne pas se tromper de variable : dt donc c’est t . . .

u′ =−te−t 2
v = sin(xt ) u = 1

2
e−t 2

v ′ = x cos(xt )

f ′(x) =
[1

2
sin(xt )e−t 2

]+∞
0

− 1

2
x

∫ +∞

0
cos(xt )e−t 2

dt =−1

2
x f (x)

l’ipp directement en +∞ est licite car la 2e intégrale converge, puisque c’est f (x) !

On conclut proprement : f est solution sur R de 2y ′+x y = 0 .

3 ) sur R, l’ensemble des solutions est un R-ev de dimension 1 : y =C exp
(∫ −x

2
dx

)
=Ce−x2

.

Comme en Physique, on trouve la constante C par les conditions initiales, position à l’instant 0, soit f (0), (et

vitesse si c’est d’ordre 2 soit f ′(0)) ou par exemple, la limite en +∞.

Si on connaît l’intégrale de Gauss
∫ +∞

−∞
e−x2

dx =p
π, c’est terminé, C = f (0) =

p
π

2
par parité mais, cette intégrale

n’est pas vraiment au programme. . .
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Centrale PSI 2019 Mines MP (calcul intégrale de Dirichlet par la transformée de Laplace)

Enoncé 198 - 1301033 Soit I =
∫ +∞

0

sin t

t
dt et F (x) =

∫ +∞

0

sin t

t
e−xt dt .

1 ) Prouvez la convergence de I .

2 ) Déterminez le domaine de définition de f .

3 ) La fonction f est-elle de classe C 1 sur
]

0,+∞[
?

4 ) Déterminez l’expression de f sur
]

0,+∞[
.

5 ) Etudiez la continuité de f en 0.

6 ) Montrez I = π
2 .

1 )

• f (t ) = sin t
t est continue sur

]
0,+∞[

.

• Etude en t = 0 :

f (t ) ∼0
t
t = 1. La fonction f se prolonge en une fonction continue sur

[
0,1

]
donc intégrable sur

]
0,1

]
• Etude en t =+∞ : On utilise une ipp u = 1

t v ′ = sin t u′ =− 1
t 2 v =−cos t sur ⇐⇒ 1, A :∫ A

1

sin t

t
dt =

[
− cos t

t

]A

1
−

∫ A

1

cos t

t 2 dt = 1 − cos A

A
−

∫ A

1

cos t

t 2 dt

Lorsque A →+∞, 0 ≤
∣∣∣ cos A

A

∣∣∣ ≤ 1
A −→ 0 et l’intégrale

∫ A
1

cos t
t 2 dt a une limite finie car

∫ +∞
1

cos t
t 2 dt converge

par l’intégrabilité en +∞ résultant de cos t
t 2 majorée en valeur absolue par 1

t 2 . Il en résulte l’existence de la

limite finie pour l’intégrale de gauche ce qui prouve la convergence de
∫ +∞

1
sin t

t dt .

Remarque : Je vous rappelle, vu en TD, qu’il n’y a pas intégrabilité de f sur
[

1,+∞[
. Cela a été démontré. L’inté-

grale de Dirichlet 11 est l’exemple d’une intégrale qui existe alors que la fonction-intégrande n’est pas intégrable

(contradiction « apparente » de vocabulaire . . .). L’intégrale convergente, non absolument convergente, est dite

semi-convergente.

2 ) On prête attention au rôle de x. On note, par commodité, gx (t ) la fonction intégrande :

• F (0) existe, c’est la question précédente.

• Si x > 0, limt→+∞ t 2 gx (t ) = 0 par encadrement 0 ≤ |t 2gx (t )| ≤ te−xt → 0 par croissances comparées car on

a bien −x < 0. On en déduit f intégrable sur
]

0,+∞[
(prolongement par continuité en 0 car gx (t ) ∼t=0

1×e0 = 1), soit F (x) existe pour x > 0.

• Si x < 0. « L’idée est », par le critère tα f (t ), limt→+∞ t 1 gx (t ) =+∞ mais attention! cette limite est fausse car

la fonction « oscille » entre +∞ et −∞. On pense à la valeur absolue : limt→+∞ t 1 |gx (t )| = +∞ : ici, la limite

est exacte, par contre cela prouve non intégrable et on pourrait avoir quand même la convergence (comme

plus haut). Je ramène à une série, il y a certainement plus simple . . .Je rappelle que l’intégrale converge ssi

H : y → ∫ y
0

sin t
t e−xt dt aune limite finie lorsque y →+∞. Il suffit de prouver que pour une suite yn →+∞,

on a F (yn) n’a pas de limite finie. On prend yn = nπ, puis Chasles et le changement de variables u = t −kπ :

F (nπ) =
n−1∑
k=0

∫ (k+1)π

kπ

sin t

t
e−xt dt =

n−1∑
k=0

∫ π

0

sin(u +kπ)

u +kπ
e−x(u+kπ) du =

n−1∑
k=0

(−1)k e−xkπ
∫ π

0

sin(u)

u +kπ
e−xu du︸ ︷︷ ︸

wk

La série
∑

n wn diverge car wn 6→ 0 car :

∣∣∣wn

∣∣∣= e−xnπ
∫ π

0

sin(u)

u +nπ
e−xu du ≥ e−xnπ

∫ π

0

sin(u)

π+nπ
e−xu du = e−xnπ

π(n +1)

∫ π

0
sin(u) e−xu du

n→+∞−−−−−−→ +∞

11. Peter-Gustav Dirichlet : mathématicien allemand (1805-1859). Travaux en théorie des nombres et séries de Fourier.
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Remarque : On aura reconnu en F la transformée de Laplace 12de la fonction sinus-cardinal sinc, soit F (x) =
L(sinc)(x) (historiquement, le x se note p, p comme probabilité, Laplace ayant travaillé les probabilités)

L
(

f
)
(x) =

∫ +∞

0
f (t ) e−xt dt lorsque l’intégrale existe. . .

3 ) Le caractère C 1 de F sur J = R+∗ résulte du théorème C 1 d’une intégrale à paramètres. On pose I = ]
0,+∞[

f (x, t ) = sin t

t
e−xt admet une dérivée partielle par rapport à x pour (x, t ) ∈ J × I , qui vaut

∂ f

∂x
(x, t ) =−sin t e−xt .

• ∀x ∈ J , t 7→ f (x, t ) est continue par morceaux et intégrable sur I (question précédente)

• ∀x ∈ J , t 7→ ∂ f
∂x (x, t ) est continue par morceaux sur I .

• ∀ t ∈ I , x 7→ ∂ f
∂x (x, t ) est continue sur J .

• Hypothèse de Domination sur tout segment
[

a,b
] ⊂ J

∀x ∈ a,b ⊂ ]
0,+∞[

, ∀ t > 0,

∣∣∣∣∂ f

∂x
(x, t )

∣∣∣∣= ∣∣−sin t e−xt
∣∣≤ |sin t | e−at

Cette dernière fonction est continue et intégrable sur R+ car o+∞
( 1

t 2

)
car a > 0 et la majoration résulte de

la décroissance de x → e−xt car t ≥ 0.

On peut donc écrire ∀x > 0, F ′(x) =
∫ +∞

0
−sin t e−xt dt

Remarque :

Plus généralement, pour une transformation de Laplace, on a
(
L f

)′(x) =L
(− t f (t )

)
(x) (je vous laisse y réfléchir).

4 ) On calcule l’intégrale précédente par les complexes :

∀x > 0, F ′(x) =−
∫ +∞

0
ℑm

(
e i t ) e−xt dt

(1)︷︸︸︷=
∫ +∞

0
ℑm

(−e i t e−xt )dt
(2)︷︸︸︷= ℑm

(∫ +∞

0
−e(i−x)t dt

)
= ℑm lim

A→+∞

[e(i−x)t

x − i

]t=A

t=0

(3)︷︸︸︷= ℑm
( −1

x − i

)
= ℑm

( −x − i

|i −x|2
)
= −1

1+x2

• (1) e−xt est réel.

• (2) Propriété de l’intégrale complexe (dès qu’elle existe).

• (3) On justifie proprement la limite complexe en se rappelant qu’une limite est nulle ssi celle de son module

est nulle. Par suite :
∣∣∣e(i−x)A

i −x

∣∣∣= 1

|i −x| 1×e−x A → 0 lorsque A →+∞ (|e i A| = 1)

On en déduit, comme R+∗ est « un unique intervalle » que F (x) = −arctan x + k. On détermine al constante k

par la limite en +∞. Inutile d’utiliser le théorème de convergence dominée de Lebesgue5 via la caractérisation

séquentielle car :

0 ≤
∣∣∣∫ +∞

0

sin t

t
e−xt dt

∣∣∣≤ ∫ +∞

0

∣∣∣sin t

t
e−xt

∣∣∣dt ≤
∫ +∞

0
e−xt dt =

[e−xt

−x

]t=+∞
t=0

= 1

x
+∞−→0

On a appliqué l’inégalité de convexité usuelle |sin t | ≤ |t | ; il vient k = π
2 et ∀x > 0, F (x) =−arctan x + π

2
= arctan

( 1

x

)
Attention! à bien comprendre que ceci est valable sur R+∗ et pas sur R+ (à priori) d’où la question suivante. . .

5 ) Si vous essayez d’appliquer le théorème de continuité, vous verrez que la domination est praticable sur tout

segment deR+∗ mais pas deR+ (je vous laisse regarder, cela se comprend si on a assimilé Q1). Il faut donc procéder

autrement. On pose G(t ) = ∫ t
0

sinu
u du et on pratique une ipp avec u′ =G ′ = sin t

t v = e−xt u =G v ′ =−xe−xt :

∀x > 0, F (x) =
∫ +∞

0

sin t

t
e−xt dt =

[∫ t

0

sinu

u
du e−xt

]t=+∞
t=0

+
∫ +∞

0
G(t )xe−xt dt =

∫ +∞

0
G

(u

x

)
e−u du

12. Pierre-Simon Laplace : mathématicien, physicine et astronome français (1749-1827). Surnommé le « Newton français », il fut ministre

sous Napoléon 1er. Travaux en théorie des équations différentielles et probabilités.
5. Henri-Léon Lebesgue : mathématicien français (1875-1941). Reconnu pour sa théorie de l’intégration initiée dans sa thèse de 1902

« Intégrale, longueur, aire ».
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L’ipp directement en +∞ est valide car le membre du milieu admet bien une limite lorsque t →+∞ qui est 0 pour

x > 0 à cause de l’exponentielle et le fait que G(t ) → I . On a ensuite effectué le changement de variables u = xt .

Maintenant, on peut effectuer la limite quand x → 0 par Lebesgue et la caractérisation séquentielle xn → 0

• convergence simple de
(
u →G

( u
xn

)
e−u

)
n

sur R+∗ vers I e−u

• Domination : |G
( u

xn

)
e−u | ≤ Me−u intégrable sur R+ et G bornée car continue et admettant une limite finie

en +∞ (c’est I !).

D’où lim
0

F (x) =
∫ +∞

0
Ie−u du = I = F (0)

6 ) On passe à la limite pour x −→ 0+ dans la formule de Q4 : à droite, le terme tend vers π
2 et à gauche, par

continuité en 0 de F , il tend vers F (0) qui n’est rien d’autre que I , l’intégrale de Dirichlet, d’où I = π

2
.

CCP PSI 2019-2017-2015-2014 (intégrale à paramètre)

Enoncé 203 - 212910002

1 ) Donnez l’ensemble de définition de f (x) =
∫ +∞

0

te−t x

e t −1
dt .

2 ) Calculez lim
x→+∞ f (x).

3 ) Calculez f (x −1)− f (x) et en déduire une expression de f (x) sous la forme d’une somme.

4 ) Peut-on obtenir ce résultat par une autre méthode ? (question absente en 2015)

On pose f (x, t ) = te−t x

e t −1
.

Q1 )

• L’application t −→ f (x, t ) est clairement continue sur
]

0,+∞[
, et ce pour tout x réel.

• On a
∣∣∣ f (x, t )

∣∣∣∼t→0

∣∣∣∣ t ×1

t

∣∣∣∣= 1. La fonction de t peut donc se prolonger en une fonction continue sur
[

0,+∞[
et

ce, pour tout x réel. t −→ f (x, t ) est donc intégrable sur
]

0,1
]

pour tout x réel.

• On rappelle ici, sans le démontrer, une inégalité « bien connue » et fort utile ∀ t ∈ R, e t ≥ 1+ t . (C’est une

inégalité de convexité). Il suit : ∣∣∣ f (x, t )
∣∣∣≤ t

t
e−t x = e−t x

Le cours nous apprend que t −→ e−t x est intégrable sur
[

1,+∞[
ssi x > 0. Attention! à ne pas faire l’erreur

de raisonnement et d’en déduire le ssi pour t −→ f (x, t ), seulement si x > 0 (car « ≤ non intégrable » ne

donne pas non intégrable !). On essaye une autre méthode, on effectue d’abord un équivalent :

∣∣∣ f (x, t )
∣∣∣∼t→+∞

te−t x

e t = t e−(x+1)t

Pour x >−1, par croissances comparées, on a t e−(x+1)t = o+∞
(

1
t 2

)
. Par contre, pour x ≤−1, limt→+∞ t e−(x+1)t =

+∞. En se rappelant le cours, qu’en t =+∞, si la fonction est intégrable et admet une limite, cette limite est

nécessairement 0 (çà se comprend, non?), alors on en déduit que t −→ f (x, t ) est intégrable sur
]

1,+∞]
ssi

x >−1.

Conclusion : par intersection des différentes conditions sur x, il suit DefF = ] −1,+∞]
Q2 )

Méthode 1 par encadrement :

Cette méthode ne s’applique bien, en général, que si la limite est 0 ou ∞ et surtout, si on peut encadrer par des

fonctions dont l’intégrale se calcule :

∀x > 0, 0 ≤
∣∣∣F (x)

∣∣∣= ∣∣∣∣∫ +∞

0

te−t x

e t −1
dt

∣∣∣∣≤ ∫ +∞

0

∣∣∣∣ te−t x

e t −1

∣∣∣∣ dt ≤
∫ +∞

0

∣∣∣∣ t

t

∣∣∣∣e−t x dt = lim
A→+∞

[
e−t x

−x

]t=A

t=0
= 1

x
x→+∞−−−−−→ 0
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Cet encadrement amène l’existence de la limite et lim
x→+∞F (x) = 0.

Méthode 2 Utilisation du théorème de Lebesgue5, via la caractérisation séquentielle :

Rappelons le théorème de caractérisation séquentielle d’une limite qui s’applique à des limites finies comme

infinies (ainsi qu’à des fonctions dans des espaces vectoriels normés). On se contente ici d’une fonction de R dans

R :

lim
x→a

F (x) = ` ⇐⇒ ∀ (xn) ∈RN tq xn −−−−−−−→
n→+∞ a, alors F (xn) −−−−−−−→

n→+∞ `

Prenons donc ici une suite (xn)n∈N tel que xn −→+∞ et considérons F (xn) =
∫ +∞

0

te−t xn

e t −1︸ ︷︷ ︸
fn (t )

dt

• La suite de fonctions ( fn) converge simplement sur
]

0,+∞[
vers la fonction nulle qui est bien continue, car

e−xn t −−−−−−−→
n→+∞ 0 et les autres termes sont des « constantes ».

• Domination :

Comme xn −→+∞, à partir d’un certain rang N0, on a xn ≥ 1.

∀n ≥ N0,
∣∣∣ fn(t )

∣∣∣≤ ∣∣∣∣ t

t

∣∣∣∣ e−xn t ≤ e−t

La fonction t → e−t est clairement intégrable sur R+ .

Le Théorème de Convergence Dominée de Lebesgue peut s’appliquer et lim
n→+∞F (xn) =

∫ +∞

0
0dt = 0. Par la carac-

térisation séquentielle, on a la même conclusion que plus haut, cad lim
x→+∞F (x) = 0.

Q3 )

F (x −1)−F (x) =
∫ +∞

0

te−t (x−1)

e t −1
− te−t x

e t −1
=

∫ +∞

0

te−t x (e t −1)

e t −1
dt =

∫ +∞

0
te−t x dt

u′=1
v =e−t x

=
u =t
v ′=−e−t x /x

[−te−t x

x

]t−→+∞

t=0
+

∫ +∞

0

1

x
e−t x dt = 1

x2

L’ipp est possible directement en t =+∞ car la deuxième intégrale converge visiblement (cela évite de faire A −→
+∞, c’est une méthode au programme).

∀x > 0, F (x −1) =
(
F (x −1)−F (x)

)
+

(
F (x)−F (x +1)

)
+·· ·+

(
F (x +n −1)−F (x +n)

)
+F (x +n)

=
n∑

k=0
F (x +k −1)−F (x +k)+F (x +n) =

n∑
k=0

1

(x +k)2 +F (x +n)

lorsque n −→+∞,
∑n

k=0
1

(x+k)2 +F (x+n) −→ ∑+∞
k=0

1
(x+k)2 puisque cette série converge et que, démontré à la ques-

tion précédente, limn→+∞ F (x +n) = 0. Par suite, en faisant tendre n →+∞, comme F (x −1) est une « constante »

par rapport à n, il vient : F (x −1) =
+∞∑
k=0

1

(x +k)2 . En adaptant un peu les indices, F (x) =
+∞∑
n=1

1

(x +n)2

On peut obtenir ce résulat par un développement en série suivi d’une intégration terme à terme :

5. Henri-Léon Lebesgue : mathématicien français (1875-1941). Reconnu pour sa théorie de l’intégration initiée dans sa thèse de 1902

« Intégrale, longueur, aire ».
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F (x) =
∫ +∞

0

te−t x

e t −1
dt =

∫ +∞

0

te−t e−t x

1−e−t dt =
∫

]0,+∞[
te−t (x+1) 1

1−e−t dt
(1)︷︸︸︷=

∫
]0,+∞[

te−t (x+1)
+∞∑
n=0

e−nt dt

=
∫ +∞

0

+∞∑
n=0

te−t (n+x+1)︸ ︷︷ ︸
fn (t )

dt
(2)︷︸︸︷=

+∞∑
n=0

∫ +∞

0
te−t (n+x+1) dt

(3)︷︸︸︷=
+∞∑
n=0

1

(n +x +1)2

Le (1) vient du développement en série entière 1
1−u = ∑+∞

n=0 un licite ici puisque u = e−t < 1 pour t ∈ ]
0,+∞[

. C’est

pour cela qu’on a « changé » le e t − 1 au dénominateur en multipliant en haut et en bas par e−t . Le (2) est une

intégration terme à terme possible puisque :

• La série de fonctions
∑

fn converge simplement sur
]

0,+∞[
vers la fonction continue t −→ te−t x

e t−1 .

• On a
∑

n
∫]

0,+∞
[ | fn | =∑

n
1

(n+x+1)2 ∼ 1
n2 converge. Le calcul a déjà été fait plus haut, que l’on retrouve en (3).

CCP PSI 2019 (développement asymptotique suite-intégrale)

Enoncé 214 - 1301257 On pose, pour tout n ∈N, In =
∫ 1

0

dt

1+ t n et Jn =
∫ 1

0
ln(1+ t n)dt

1 ) Donnez une relation entre In et Jn (on pourra calculer n(1− In).

2 ) En déduire un développement asymptotique de In avec une précision de 1
n .

3 ) Montrez que l’application F : u ∈ [0,1] −→ ∫ u
0

ln(1+t )
t dt est bien définie, puis montrez que

∫ 1
0 F (t n)dt → 0

lorsque n →+∞.

4 ) En déduire un développement asymptotique de Jn avec une précision de 1
n puis de In en 1

n2 .

1 )

n(1− In) =
∫ 1

0

n
(
(1+ t n)−1

)
1+ t n dt =

∫ 1

0
n

t n

1+ t n dt =
∫ 1

0
t︸︷︷︸
u

nt n−1

1+ t n︸ ︷︷ ︸
v ′

dt

=
[

t ln(1+ t n)
]1

0
−

∫ 1

0
ln(1+ t n)dt = ln2− Jn

2 )

Jn = o(1) car Jn −→ 0 =⇒ n(1− In) = ln2+o(1) =⇒ In = 1+ ln2

n
+o

( 1

n

)
lim Jn = lim

∫ 1

0
ln(1+ t n)︸ ︷︷ ︸

fn (t )

dt = 0 résulte du théorème de convergence dominée de Lebesgue :

• Etude de la convergence simple de la suite de fonctions ( fn)

Attention! au « rôle » du paramètre t .

pour 0 ≤ t < 1, t n → 0 donc ln(1+ t n) −→ ln1 = 0 (par continuité de ln)

pour t = 1, fn(1) = ln2 −→ ln2

La suite ( fn) converge simplement sur
[

0,1
]

vers f :

{
0 si 0 ≤ t < 1
ln2 si t = 1

• Hypothèse de Domination :

∀n ∈N,∀ t ∈]0,1[,
∣∣∣ ln(1+ t n)

∣∣∣≤ ln2 intégrable sur
[

0,1
]

La majoration résulte de la croissance de ln

3 ) La fonction F est une intégrale : on regarde donc la continuité par morceaux et l’intégrabilité de la fonction

en interne; en fait, on peut aussi utiliser le théorème de sup sur l’intégrale-fonction de la borne. f (t ) = ln(1+t
t est
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continue sur
]

0,1
]

mais se prolonge en un fonction continue sur
[

0,1
] = I . Comme 0 ∈ I , il suit que F est définie,

continue et C 1 sur I et F ′(x) = ln(1+x)
x .

lim
∫]

0,1
[ F (t n)︸ ︷︷ ︸

gn (t )

dt = 0 résulte du théorème de convergence dominée de Lebesgue :

• Etude de la convergence simple de la suite de fonctions (gn)

Attention! au « rôle » du paramètre t .

pour 0 < t < 1, t n → 0 donc F (t n) −→ F (0) = 0, par continuité de F en 0. La suite (gn) converge simplement

sur
]

0,1
[

vers la fonction nulle.

• Hypothèse de Domination :

∀n ∈N,∀ t ∈ ]
0,1

[
,
∣∣∣F (t n)

∣∣∣≤ F (1) constante donc intégrable sur
[

0,1
]

La majoration résulte de la croissance de F , car F ′(x) = ln(1+x)
x ≥ 0 pour x ≥ 0.

4 )

Jn =
∫ 1

0
F ′(t n)t n dt =

∫ 1

0
t︸︷︷︸
u

F ′(t n)t n−1︸ ︷︷ ︸
v ′

dt =
[ 1

n
tF (t n)

]1

0
− 1

n

∫ 1

0
F (t n) = F (1)

n
− 1

n
o
(
1
)

On en déduit In = 1+ 1

n
Jn = 1− ln2

n
+ F (1)

n2 +o
( 1

n2

)

Remarque : Par le développement en série entière ln(1+t ) = ∑+∞
n=1 (−1)n−1 t n

n , on calculerait F (1) =
∫ 1

0

ln(1+u)

u
du =

+∞∑
n=1

(−1)n−1

n2 = π2

12

Navale PSI 2019 - CCP PSI 2009

Enoncé 215 - 1201012 Soit In =
∫ +∞

0

1+ t n

p
t + t 2n

dt , pour n ≥ 2.

Etudiez la convergence, puis la limite de (In)

La convergence de In résulte de l’intégrabilité de fn(t ) = 1+ t n

p
t + t 2n

sur
]

0,+∞[
car :

• fn est continue sur
]

0,+∞[
: le dénominateur ne s’annule pas pour t > 0.

• Etude en 0 : | fn(t )| ∼t=0
1p

t
. Du critère d’équivalent appliqué à une fonction positive et de Riemann inté-

grable a = 1
2 < 1, fn intégrable sur

]
0,1

]
.

• Etude en +∞ : | fn(t )| ∼t→+∞
t n

t 2n = 1

t n . Du critère d’équivalent appliqué à une fonction positive et de Rie-

mann intégrable a = n > 1, fn intégrable sur
[

1,+∞[
.

Pour la lim. de In pour n −→+∞, on applique le théorème de convergence dominée de Lebesgue :

• Etude de la convergence simple de la suite de fonctions ( fn) :

Attention! à l’éventuel « rôle » du paramètre t .
0 < t < 1 fn(t ) ∼n→+∞

1p
t
−→ 1p

t

t = 1 fn(1) = 2

2
−→ 1

t > 1 fn(t ) ∼n→+∞
t n

t 2n = 1

t n −→ 0

Conclure! La suite de fonctions converge simplement sur
]

0,+∞[
vers f :


1p

t
si 0 < t ≤ 1

0 si t > 1
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• Hypothèse de Domination :

∀n ∈N,∀ t > 0,
∣∣∣ 1+ t n

p
t + t 2n

∣∣∣≤


1+1p
t

si 0 < t ≤ 1

t n + t n

t 2n = 2

t n ≤ 2

t 2 si t > 1

=ϕ(t )

Ne pas oublier de dire et bien vérifier ϕ intégrable sur
]

0,+∞[
: l’intégrabilité de ϕ résulte de celle de 1p

t

sur
]

0,1
]

et celle de 1
t 2 sur

[
1,+∞[

.

On termine : lim In =
∫ +∞

0
f =

∫ 1

0

dtp
t
=

[
2t 1/2

]1

0
= 2

VIII � Analyse : Autres

Mines-Ponts PSI 2019 (équation différentielle matricielle) �

Enoncé 218 - 130740 Soient n ∈N∗ et M :R−→ Mn(R) une application dérivable sur R.

1 ) Démontrez que l’application f : R −→ Mn(R) définie par f (x) = tM(x)M(x) est dérivable sur R et donnez

l’expression de f ′(x).

2 ) Soient A : R−→ An(R) continue et M : R−→ Mn(R) de classe C 1 solution de l’équation différentielle M ′(x) =
A(x)M(x). On suppose M(0) ∈ SOn(R). Montrez, pour tout x réel, M(x) ∈ SOn(R).

1 ) Il ya 2 théorèmes que je vous rappelle :

Si u linéaire de E dans F et f (t ) dérivable sur un intervalle I à valeurs dans E , alor t −→ u( f (t )) est dérivable sur I

et
(
u( f (t ))

)′ = u
(

f ′(t )
)

.

Si B est bilinéaire de E ×E dans F et f (t ), g (t ) dérivables sur un intervalle I (et à valeurs dans E), alors t −→
B

(
f (t ), g (t )

)
est dérivable sur I et

(
B( f (t ), g (t ))

)′ = B( f ′(t ), g (t ))+B( f (t ), g ′(t )) . Cela « marche » comme pour un

produit, par exemple pour le produit vectoriel
(

f (t )∧ g (t )
)′ = f ′t )∧ g (t )+ f (t )∧ g ′(t ), pour le produit scalaire(

f (t ) |g (t )
)′ = (

f ′(t ) |g (t )
)+ (

f (t ) |g ′(t )
)

et ici. . . :

En vertu de ces 2 théorèmes, comme f est dérivable sur R et (M , N ) −→ tM ×N bilinéaire et M −→ tM linéaire :

f ′(x) = ( tM(x)
)′

M(x)+ tM(x) M ′(x) = t(M ′(x)
)
M(x)+ tM(x)M ′(x)

2 ) D’abord on montre M(x) ∈ On(R) , sachant que M(0) ∈ On(R) . Il faut vérifier f (x) = In pour tout x. On calcule

f ′(x) :

f ′(x) = t(M ′(x)
)
M(x)+ tM(x)M ′(x) = t(A(x)M(x)

)
M(x)+ tM(x)A(x)M(x)

= tM(x) t A(x)M(x)+ tM(x)A(x)M(x) = tM(x)− A(x)M(x)+ tM(x)A(x)M(x) = 0

donc f (x) = f (0) = In

Reste à montrer det(M(x)) = 1. Je rappelle que M −→ det(M) n’est ni linéaire, ni n-linéaire, c’est (C1, . . . ,Cn) −→
det e (C1, . . . ,Cn) = det(M) qui est n-linéaire. L’idée est le Tvi. Considérons ϕ : x −→ det(M(x)). Elle est continue sur

R qui est un intervalle ;ϕ(0) = 1 donc s’il existait un x0 tel queϕ(x0) =−1, on aurait par le tvi, l’existence d’un y tel

que ϕ(y) = det(M(y)) = 0. Absurde!

CCP PSI 2019 - TPE PSI 2018 (extrema sur l’ouvert R2)

Enoncé 222 - 1291201 Déterminez les extrema sur R2 de f : (x, y) −→ x4 + y4 −4x y .

Annales PSI 2019 - 51 - Benoit Caritey bcaritey@free.fr Lycée Chrestien de Troyes.



Mise à jour du 10 juin 2021 VIII – Analyse : Autres

R2 est un ouvert donc les (éve,tuels) extrema sont donnés par les points-critiques, cad de Gradioent nul. f est de

classe C 2 sur R2 et{
∂ f
∂x (x, y) = 4x3 −4y = 0
∂ f
∂y (x, y) = 4y3 −4x = 0

⇐⇒
{

y = x3

x = y3 = x9
⇐⇒

{
y = x3

x = = 0 ou x8 = 1

Les seuls extrema possibles sont donc O(0,0) B(1,1) et B ′(−1,−1). J’en profite pour rappeler un autre théorème :

sur un compact K , cad un fermé borné (ce n’est pas le cas ici), il y a nécessairement un maximum global et et un

minimum global (si f est continue sur K )

Je rappelle que réciproquement, on regarde la « difference d’altitude » en étudiant le signe de ∆(h,k) = f (a +h,b+
k)− f (a,b). Je rappelle aussi que l’on peut visualiser sur la surface z = f (x, y).

FIGURE 1 – graphique extrema_x4̂+y4̂-4xy_RMS129201.jpg

Ne pas oublier d’utiliser les éventuelles symétries (à l’instar de pair / impair pour une variable). On a f (−x,−y) =
f (x, y) donc symétrie de la surface par rapport à s : (x, y, z) −→ (−x,−y, z) qui est la symétrie orthogonale par

rapport à l’axe 0z. Il suffit donc d’étudier O et B .

On peut rappeler le DL à l’odre 2 (seul l’ordre 1 est au programme), pour une fonction dans R2 :

f (x +h, y +k) = f (x, y)+h
∂ f

∂x
(x, y)+k

∂ f

∂y
(x, y)+ 1

2

(
h2 ∂

2 f

∂x2 f (x, y)+2hk
∂2 f

∂x y
(x, y)+k2 ∂

2 f

∂y2 (x, y)
)
+o

(‖(h,k)‖2)

Il suit la différence « d’altitude » ∆(h,k) = 1

2

(
h2 ∂

2 f

∂x2 f (x, y)+2hk
∂2 f

∂x y
(x, y)+k2 ∂

2 f

∂y2 (x, y)
)
+o

(‖(h,k)‖2) d’où l’idée

de regarder les termes d’ordre 2 pour deviner le signe.

Etude en O :

∆(h,k) = f (h,k)−0 =−4hk︸ ︷︷ ︸ +h4 +k4

O n’est pas un extrema car ∆(h,h) ∼−4h2 ≤ 0 et ∆(h,−h) ∼ 4h2 ≥ 0. C’est un point-col.

Etude en B :

∆(h,k) = f (1+h,1+k)− f (1,1) = (1+h)4 + (1+k)4 −4(1+h)(1+k)− f (1,1)

= 6h2 +6k2︸ ︷︷ ︸ +4h3 +4k3 +h4 +k4

Pour h,k) assez petits (cad le point M voisin de B) 1+ 4
6 h + 1

6 h2 ≥ 0 et de même 1+ 4
6 k + 1

6 k2 ≥ 0. Par suite B (et

donc B ′ sont des minima (au moins) locaux. Sont-ils minima globaux? (cad l’inf de la fonction f !) Il faut prouver

∆(h,k) ≥ 0 pour tous réels h,k. le trinôme 6+4X +X 2 a pour dicriminant∆=−8 < 0 donc de signe constant positif !

ok.

IMT PSI 2019 (système différentiel) �

Enoncé 2226 - 1301269 Résoudre le système différentiel


x ′ = y − z

y ′ = 2x + y + z

z ′ = −2x − y − z

.
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On pose

X =


x

y

z

 A =


0 1 −1

2 1 1

−2 −1 −1

 (S) ⇐⇒ X ′ = AX

χA(λ) = det(λI3 − A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
λ −1 1

−2 λ−1 −1

2 1 λ+1

∣∣∣∣∣∣∣∣= ·· · =λ3 −4λ=λ(λ−2)(λ+2)

Comme les valeurs propres sont toutes distinctes (ou les multiplicités toutes égales à 1), on sait que A est diago-

nalisable et les 3 espaces propres sont des droites.

Calcul de E(2) = Ker(2I3 − A)

AX = 2X ⇐⇒


0 = 2x − y + z

0 = −2x + y − z

0 = 2x + y +3z

⇐⇒


x = −z

y = −z

z = z

E(2) = Vect(−1,−1,1)

On calcule aussi E(0) = Vect(−1,1,1) E(−2) = Vect(1,−1,1)

Méthode 1

Un système fondamental de solutions est

 e0


−1

1

1

 , e2t


−1

−1

1

 , e−2t


1

−1

1




X =


x

y

z

= a


−1

1

1

 +b e2t


−1

−1

1

 + c e−2t


1

−1

1

=


−a −be2t + ce−2t

a −be2t − ce−2t

a +be2t + ce−2t

 avec a,b,c ∈R

Méthode 2

On diagonalise explicitement : P =


−1 −1 1

1 −1 −1

1 1 1

 d’où P−1 AP =


0 0 0

0 2 0

0 0 −2

= D

X ′ = AX ⇐⇒ X ′ = PDP−1X ⇐⇒ P−1X ′ = DP−1X ⇐⇒ (
P−1X

)′ = D
(
P−1X

)
⇐⇒ Y ′ = DY ⇐⇒


u′ = 0

v ′ = 2v

w ′ = =−2w

⇐⇒


u = a

v = be2t

w = ce−2t

⇐⇒ X = PY =


−1 −1 1

1 −1 −1

1 1 1




a

be2t

ce2−t

=


−a −be2t + ce−2t

a −be2t − ce−2t

a +be2t + ce−2t
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IX � Probabilités

CCP PSI 2019 (série génératrice et espérance) �

Enoncé 252 - 1301279 On considère une urne contenant des boules numérotées de 1 à n. On dispose ausi

d’un jeton mobile sur un axe gradué de 0 à n ; la position initiale du jeton est 0. On effectue des tirages avec remise

dans l’urne et à chaque tirage, si le numéro de la boule est inférieur ou égal à la position du jeton, on déplace le

jeton d’une graduation vers la gauche et si le numéro de la boule est strictement supérieur à la position du jeton,

on le déplace d’une graduation vers la droite.

1 ) Donnez les positions possibles du jeton après p tirages.

2 ) On note Xp la position du jeton après p tirages. Exprimez P (Xp+1 = 0) en fonction de P (Xp = 1) et P (Xp+1 = n)

en fonction de P (Xp = n −1).

3 ) Pour 1 ≤ k ≤ n −1, exprimez P (Xp+1 = k) en fonction de P (Xp = k −1) et P (Xp = k +1).

4 ) Rappelez pourquoi la fonction génératrice d’une va à valeurs dans N existe au moins sur l’intervalle
[ −1,1

]
.

On note Gp la fonction génératrice de Xp . Pourquoi Gp est-elle polynomiale ?

5 ) On admet que Gp+1(t ) = tGp (t )+ 1−t 2

n G ′
p (t ). Montrez que E(Xp+1) = 1+ (1− 2

n ) E(Xp ).

6 ) Déterminez E(Xp )

1 )

étape p
après tirage p

position
du jeton

0 1 2 3 4 5 6 7 8

0

1

2

3

4

5

6

7

8

0 0 0 0 0

1

2

1

2

1

2

1

2

3

4

3

4

3

4

5

6

5

6

7

8

b > 0

b > 1

b = 1
b > 0

b > 1

b = 1
b > 0

b > 1

b = 1
b > 0

b > 1

b = 1

b > 2

b > 3

b ≤ 2

b ≤ 3
b > 2

b > 3

b ≤ 2

b ≤ 3
b > 2

b > 3

b ≤ 2

b ≤ 3

b > 4

b > 5

b ≤ 4

b ≤ 5
b > 4

b > 5

b ≤ 4

b ≤ 5

b > 6

b > 7

b ≤ 6

b ≤ 7

ARBRE DES POSITIONS POUR n ≥ 8

Après p tirages, étape p, les positions possibles du jetons sont tous les entiers de même parité que p, (0 éventuel-

lement compris), mais entiers inférieurs à inf(n, p).

Le reste était à revoir / repréparer pour mardi, vous l’aurez donc plus tard.

2 ) Après le p +1-ième tirage, si Xp+1 = 0, donc p impair, c’est que Xp = 1, et par suite cela signifie que l’on a tiré

la boule 1. Si p pair, P (Xp+1 = 0) = 0. Pour p = 2m +1 impair On applique la formule des probabilités totales avec
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le système complet d’événements
(
(Xp = k)

)
k∈N :

P (Xp+1 = 0) =
+∞∑
k=0

P
(

(Xp+1 = 0) | (Xp = k)
)

P (Xp = k) = P
(

(Xp+1 = 0) | (Xp = 1)
)

P (Xp = 1) = 1

n
P (Xp = 1)

Si Xp+1 = n, possible que si p a parité inverse de n, c’est que Xp = n−1 et par suite on a tiré la boule n. De même :

P (Xp+1 = n) =
+∞∑
k=0

P
(

(Xp+1 = 0) | (Xp = k)
)

P (Xp = k) = P
(

(Xp+1 = 0) | (Xp = n−1)
)

P (Xp = n−1) = 1

n
P (Xp = n−1)

3 ) Pour tout 1 ≤ k ≤ n −1, Si Xp+1 = k, cela amène qu’à l’étape prcédente Xp ∈ {
k −1,k +1

}
. Si Xp = k −1, on a

tiré la boule > k −1 : il y en a n −k +1. Si Xp = k +1, on a tiré la boule ≤ k +1, il y en a k +1. La même formule des

probabiiltés totale amène :

P (Xp+1 = k) =
+∞∑
i=0

P
(

(Xp+1 = k) | (Xp = i )
)

P (Xp = i )

= P
(

(Xp+1 = k) | (Xp = k −1)
)

P (Xp = k −1)+P
(

(Xp+1 = k) | (Xp = k +1)
)

P (Xp = k +1)

= n −k +1

n
P (Xp = k −1)+ k +1

n
P (Xp = k +1)

4 ) La série génératrice de X , à valeurs dans N, est GX (t ) = ∑+∞
k=0 P (X = k) t k . Sonrayon vérifie R ≥ 1 car la série

converge absolument en t = 1 (donc converge en t =±1) car
∑

k P (X = k) converge car de somme 1 ! (cours).

Gp est polynomiale car P (Xp = k) = 0 pour k > inf(p,n)

5 ) Il faut se rappeler que E(Xp ) =G ′
p (1). Un calcul de dérivée amène :

E(Xp+1) =
(
Gp+1(t )

)′
(t = 1) =

(
tGp (t )+ 1− t 2

n
G ′

p (t )
)′

(t = 1)

=Gp (1)+1×G ′
p (1)+ −2×1

n
G ′

p (1)+0G ′′
p (1) = 1+

(
1− 2

n

)
E(Xp )

6 ) Pour résoudre une suite arithmético-géométrique, on cherche d’abord le point-fixe :

ω= 1+
(
1− 2

n

)
ω ⇐⇒ ω= n

2

Puis on pose xp = E(Xp )−ω= E(Xp )− n
2 qui est géométrique (sinon erreur de calcul dans ω). La condition initiale

est x1 = E(X1)− n
2 = P (X1 = 1)1− n

2 = 1− n
2 Puis :

xp+1 = 1+
(
1− 2

n

)
E(Xp )− n

2
= 1+

(
1− 2

n

) (
xp + n

2

)
− n

2
=

(
1− 2

n

)
xp

Soit E(Xp ) = xp + n

2
=−n

2

(
1− 2

n

)p + n

2

CCP PSI 2019-2018 (temps d’attente au guichet)

Enoncé 257 - 1291209 Trois individus A1, A2 et A3 se présentent dans un bureau de poste comportant 2

guichets. Les individus A1 et A2 sont pris en charge dès leur arrivée, A3 doit attendre que A1 ou A2 ait fini pour

passer à son tour au guichet. Le temps passé au guichet par Ai est noté Xi (1 ≤ i ≤ 3) ; on suppose que chaque Xi

suit une loi géométrique de paramètre p. On note Y le temps d’attente de A3 avant son passage au guichet.

1 ) Pour k ∈N, déterminez P (Y > k). Donnez la fonction de répartition de Y .

2 ) Soit Z le temps total passé par A3 à la poste. Donnez la loi de Z .

3 ) Déterminez le temps moyen passé par A3 à la poste.

Annales PSI 2019 - 55 - Benoit Caritey bcaritey@free.fr Lycée Chrestien de Troyes.



Mise à jour du 10 juin 2021 IX – Probabilités

1 ) Xi est le temps d’attente de Ai et A3 attend que l’un des deux ait « fini », donc Y = min(X1, X2). Comme on a

min(x, y) > k ⇐⇒ x > k et y > k, il vient pour tout k ∈N :

P (Y > k) = P
(

(X1 > k)
⋂

(X2 > k)
) (1)︷︸︸︷= P (X1 > k)×P (X2 > k)

(2)︷︸︸︷= (1−p)k (1−p)k = (1−p)2k

• (1) Résulte de l’indépendance de X1 et X2, temps passé au guichet des individus A1 et A2.

• (2) Comme Xi ,→ G
(

p
)

, l’événement (Xi > k) est l’événement
{
avoir k échecs en k premiers essais

}
. Par suite

P (Xi > k) = (1−p)k

2 ) Je vous laisse réfléchir au fait que Z = Y +X3. On en déduit Z (Ω) =N∗+N∗ = [[
2; +∞[[

. Ensuite on écrit :

∀n ≥ 2, P (Z = n)
(1)︷︸︸︷= P

( n−1⋃
k=1

(Y = k)∩ (X3 = n −k)︸ ︷︷ ︸
Uk

) (2)︷︸︸︷=
n−1∑
k=1

P
(

(Y = k)∩ (X3 = n −k)
)

(3)︷︸︸︷=
n−1∑
k=1

P (Y = k)×P (X3 = n −k)
(4)︷︸︸︷=

n−1∑
k=1

(
(1−p)2k−2 − (1−p)2k)×p(1−p)n−k−1

= p
n−1∑
k=1

(1−p)n+k−3 −p
n−1∑
k=1

(1−p)n+k−1 = p(1−p)n−2
n−1∑
k=1

(1−p)k−1 −p(1−p)n
n−1∑
k=1

(1−p)k−1

= p(1−p)n−2 1− (1−p)n−1

1− (1−p)
−p(1−p)n 1− (1−p)n−1

1− (1−p)
= (1−p)n−2 − (1−p)2n−3 − (1−p)n + (1−p)2n−1

• (1) Les limites du symbole union sont dues au fait que Y et X3 étant à valeurs dans N∗, on a à la fois k ≥ 1 et

n −k ≥ 1.

• (2) Les événements Uk sont incompatibles entre eux, car si Y = k, on n’a pas Y = k ′, soit Uk ∩Uk ′ =;.

• (3) Les variables aléatoires Y temps d’attente de A3 et X3 temps de passage de A3 sont indépendantes.

• (4) On a (y = k) = (Y > k − 1) − (Y > k) et comme (Y > k) ⊂ (Y > k − 1), on en déduit P (Y = k) = P (Y >
k −1)−P (Y > k)

3 ) Il faut comprendre que le temps moyen passé par A3 à la poste est l’espérance E(Z ). Comme la varaible Z est

discrète dénombrable, il faut normalement d’abord prouver la convergence absolue de
∑

n≥2 nP (Z = n). La valeur

absolue du terme général de cette série se majore par 4 séries du type
∑

nxn avec 0 < x < 1 qui converge, d’après

d’Alembert par exemple.

E(Z ) =
+∞∑
n=2

nP (Z = n) =
+∞∑
n=2

n(1−p)n−2 −
+∞∑
n=2

n(1−p)2n−3 −
+∞∑
n=2

n(1−p)n +
+∞∑
n=2

n(1−p)2n−1

= 1

1−p

+∞∑
n=2

n(1−p)n−1 − 1

1−p

+∞∑
n=2

n
(
(1−p)2)n−1 − (1−p)

+∞∑
n=2

n(1−p)n−1 + (1−p)
+∞∑
n=2

n
(
(1−p)2)n−1

(1)︷︸︸︷= 1

1−p

1−p2

p2 − 1

1−p

(p −1)2(−p2 +2p +1)

p2((2−p)2 − (1−p)
1−p2

p2 + (1−p)
(p −1)2(−p2 +2p +1)

p2((2−p)2

= ·· · = 3−p

p(2−p)

Le (1) résulte du calcul
+∞∑
n=2

nxn−1 =
+∞∑
n=2

(xn)′ =
( 1

1−x
−1−x

)′ = 2x −x2

(1−x)2 , la dérivation terme à termé étant justifiée

sur ]-1,1[, car R = 1.
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IMT PSI 2019 - Centrale PSI 2017 (probabilité 2 fois pile) �

Enoncé 258 - 1281179 Soit 0 < p < 1. On se donne une pièce qui tombe sur pile avec la probabilité p. On la

lance jusqu’à obtenir 2 fois pile et on note X le nombre de faces obtenues.

1 ) Me : Donnez la loi du temps d’attente du n-ième succès dans une succession d’épreuves de Bernoulli indé-

pendantes

2 ) En déduire la loi de X . (pas me :Donnez la loi de X )

3 ) Montrez l’existence et donnez la valeur de l’espérance de X

4 ) Centrale : Si X = n, on place n +1 boules numérotées de 0 à n dans une urne. On pioche une boule au hasard

et Y désigne le numéro de la boule piochée. Donnez la loi de Y et son espérance.

1 )

On note p la probabilité de réussite. Notons Yn la va qui donne le temps d’attente (le rang) du n-ième succès dans

une succession d’expériences de type succès / échec indépendantes. Rappelons que la loi du temps d’attente du

1er succès est la loi géométrique de paramètre p ( cours) : X1 ,→ G
(

p
)

: Y1(Ω) = [[
1; +∞]] ∀k ≥ 1,P (Y1 = k) =

(1−p)k−1p.

Yn(Ω) = [[
n ; +∞]]

. Il faut modéliser modèle = suite indéfinie de 0 et de 1, 1 pour la réussite. On « dénombre » :

cardinal de l’événement Ak =
{

n-ième succès à la k-ième étape
}

(donc k ≥ n).

Ak =
{ (

0, 1, 0, 0, 1, . . . , , 0, 1︸ ︷︷ ︸
n−1 1et k−n 0

, 1︸︷︷︸
ke place

) ∈ {
0,1

}k
}

∀k ≥ n, P (Yn = k) =
(

k −1

n −1

)
pn (1−p)k−n

2 ) X = Y2 −2 soit X (Ω) =N ∀k ∈N, P (X = k) = P (Y2 = 2+k) =
(

k +1

1

)
p2 (1−p)k+2−2 = (k +1)p2(1−p)k

3 ) L’espérance de X existe ssi la série
∑

nP (X = n) converge absolument (ssi converge ici car termes ≥ 0). C’est la

série
∑+∞

n=0 n(n +1)p2(1−p)n

Le critère d’Alembert amène
∣∣∣un+1

un

∣∣∣= (n +1)(n +2)(1−p)n+1

(n +1)np2(1−p)n
n→+∞−−−−−−→ 1−p < 1. Ok.

E(X ) =
+∞∑
n=0

n(n +1)p2(1−p)n = p2
[ +∞∑

n=0
(n +1)nxn

︸ ︷︷ ︸
S(x)

]
(x = 1−p)

S(x) = x
+∞∑
n=0

(n +1)nxn−1 = x
+∞∑
n=0

(
xn+1)′′ (2)︷︸︸︷= x

( +∞∑
n=0

xn+1
)′′ = x

( 1

1−x
−1

)′′
= x

( 1

(1−x)2

)′ = x
2

(1−x)3 =⇒ E(X ) = 2p2(1−p)

p3 = 2(1−p)

p

CCP PSI 2019 (va couple de lapins)

Enoncé 259 - 1301272 On considère 2n lapins sélectionnés aléatoirement dans un enclos à lapins. La

probabilité qu’un lapin soit mâle est de 1/2. On note M la va égale au nombre de lapins mâles obtenus et C la va

égale au nombre de couples possibles (un lapin mâle et un lapin femelle).

1 ) Donnez la loi de M .

2 ) Donnez une relation entre C et M .

3 ) Donnez la loi de C .

4 ) Calculez l’espérance de C .
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1 ) On a M ,→ B
(

2n , 1
2

)
, cad suit une loi binomiale de paramètres 2n et 1

2 car

• Il y a répétition 2n fois de l’expérience de type succès/échec où le succès est la sélection d’un mâle de

probabilité 1
2

• Les expériences sont indépendantes ou plutôt on le suppose d’après l’énoncé. Rappelons que la probabilité

de tirer un mâle diminue au fur et à mesure qu’on sélectionne un mâle, et il faut alors raisonner par des

probabilités conditionnelles (formule des probas composées) sauf si l’on suppose l’enclos « infini », ce qui

est plutôt le cas apparemment ici.

• M mesure bien le nombre de succès.

On a donc M(Ω) = [[
0; 2n

]]
et ∀0 ≤ k ≤ 2n, P (M = k) =

(
2n

k

)(1

2

)k(
1− 1

2

)2n−k =
(

2n

k

)(1

2

)2n

2 ) Je trouve que la question n’est pas très claire : il y a deux façons d’interpréter le nombre de tous les couples

possibles : ou tous les couples possibles « en soi » ou tous les couples possibles « dans leur ensemble », pour com-

prendre la différence dans le 1er cas on peut considérer le couple (M1,F1) et le couple (M1,F2) tandis que dans le

2e cas, on doit considérer le couple (M1,F1) ou le couple (M1,F2). Le sens de l’exo est certainement le 1er cas sinon

le traitement/calcul est plus difficile , notamment le calcul de l’espérance. Je vous traite les 2 cas :

1er cas (le cas très probable de l’exo) : Comme il y a M mâles et 2n −M femelles, le nombre de tous les couples

possible est toutes les façons de choisir un mâle et une femelle, soit C = M × (2n −M).

2e cas : Le nombre de femelles sélectionnées est 2n−M . Si on suppose M ≤ 2n−M ⇐⇒ M ≤ n, chaque mâle peut

former un couple avec n’importe quelle femelle, mais si la femelle est déjà « prise », il lui faudra en trouver une

autre. . . Par conséquent on peut modéliser le nombre de couples par le nombre d’injections d’un ensemble à M

éléments dans un ensemble à 2n −M éléments, soit d’après le cours :

(2n −M)× (2n −M −1)×·· ·× (2n −M −M +1)︸ ︷︷ ︸
M termes

= (2n −M)!

(2n −2M)!

Si M ≥ n, c’est le nombre d’injections d’un ensemble à 2n − M éléments dans un ensemble à M éléments, soit

M !
(2M−2n)! . On peut « fignoler » en donnant C =

(
max(M ,2n−M)

)
!

|2n−2M |!

3 )
1er cas (le cas très probable de l’exo) : Comme M(Ω) = [[

0; 2n
]]

, on a

C (Ω) = {
k(2n −k), 0 ≤ k ≤ 2n

}= {
k(2n −k), 0 ≤ k ≤ n

}
On pose f (x) = x(2n − x). Attention au fait que la valeur k(2n − k)

est atteinte 2 fois : en k et 2n − k (sauf pour k = n). En dessinant la

parabole on comprend mieux. Par suite :

∀0 ≤ k < n, P (C = k(2n −k) = 2P (M = k) =
(

2n

k

)
2

22n

P (C = n2) = P (M = n) =
(

2n

n

)
1

22n

y

0 nk 2n−k 2n

n2

f (k)

2e cas : Après avoir remarqué que la transformation T : m ∈ [[
0; n

]] −→ 2n −m ∈ [[
n ; 2n

]]
« transforme » (2n−m)!

(2n−2m)!

en m!
(2m−2n)! , on peut affirmer :

C (Ω) =
{ m!

(2m −2n)!
, n ≤ m ≤ 2n

}
∀n < m ≤ 2n, P

(
C = m!

(2m −2n)!

)
= 2 P (M = m) = 2

(
2n

m

)
1

22n

Et le cas particulier, pour m = n, P
(
C = n!

)
= P (M = n) =

(
2n

n

)
1

22n
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